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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемое вниманию читателей собрание избранных научных трудов выда
ющегося физика-теоретика, одного из создателей новой физики Вернера Гейзен
берга (1901-1976) с запозданием завершает многолетнюю работу по собиранию, 
отбору, переводу и редактированию его трудов. Гидродинамическая устойчивость 

и турбулентность, строение атома и молекул, квантовая механика и ее приложения, 

квантовая теория поля, теория дырок Дирака, космические лучи, матрица рассе
яния, ферромагнетизм и попытка создания нелинейной единой теории поля -
таков далеко не полный перечень научных проблем, в постановку и - во многих 

случаях - решение которых Гейзенберг внес решающий вклад. Его физическая 
интуиция и научная дерзость поражали даже тех, кто в разные периоды его жизни 

работали с ним. 

Гейзенбергу, более полувека принимавшему активное участие в создании новой 

физики, принадлежат и многочисленные попытки ее философского осмысления. 
Из под его пера вышли такие замечательные книги, как «Физика и философия», 
«Революция в современной физике», «Физика и за ее пределами: встречи и беседы», 
«Традиция в науке», и духовная автобиография «Часть и целое». 

В настоящее издание включены работы Гейзенберга по квантовой механике, 
квантовой теории поля, теории феррмагнетизма, теории турбулентности, теории 
ядра и теории космических ливней. Несмотря на заведомую неполноту, они 
позволяют составить представление о масштабах научной деятельности выдающегося 

теоретика. 

~vи составлении плана издания и отборе работ мы пользовались бесценными 
советами проф. Я. А. Смородинского ( 1917-1991), с которым нас связывала много
летняя совместная работа, издательская деятельность (в частности (но не только) 
публикация в серии «Классики науки» четырехтомного издания научных трудов 

Альберта Энштейна и двухтомника Волъфrана Паули) и личная дружба. Предпола
галось, что он возьмет на себя обязанности научного редакторtt. Его безвременная 
кончина нарушила эти планы. Мы больше, чем кто-либо другой, сознаем невос
полнимость этой утраты. 

Издание трудов Вернера Гейзенберга не могло бы быть осуществлено без 
плодотворного сотрудничества с коллективом издательства «Эдиториал УРСС», 
которое также взяло на себя финансирование перевода. Выражаем ему нашу 
искреннюю признательность. Также благодарим РФФИ за финансовую поддержку 
издания. 

Ю. А. Данилов, А. А. Сазыкин 



Часть 1 

КВАНТОВАЯ 
МЕХАНИКА 



К КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 
СТРУRТУРЫ ЛИНИЙ 

И АНОМАЛЬНОГО ЭФФЕКТА ЗЕЕМАНА* 

Высокая регулярность и закономерный характер картины расщепления линий 
при аномальном эффекте Зеемана в последнее время неоднократно становились 
предметом подробного рассмотрения. Первым, кто выяснил единую структуру 

зеемановского расщепления, был Бак 1>, которому мы особенно обязаны эмпири
ческими данными. Затем Ланде 2>, развивая квантовотеоретическую точку зрения, 
почерпнутую им из «магнитооптической теоремы о расщеплении» Зоммерфельда З), 
и используя приведенные в той же работе «внутренние квантовые числа», вывел 

простые квантовотеоретические формулы для магнитного расщепления в слабых 
полях, оказавшиеся в хорошем согласии с экспериментом и при экстраполяции. 

Во второй части своей работы 4) Ланде предпринял попытку обосновать выведенные 
им формулы на основе некоторых модельных соображений. Несколько позднее 

Пашен и Бак 5) открыли замечательные магнитные свойства дуплетов и триплетов, 
которые, по-видимому, тесно связаны с рассматриваемой проблемой. Дальнейшее 
упорядочение эмпирических данных будет достигнуто лишь в том случае, если 

теорию D-линий Фойгта и упрощения, внесенные в нее Зоммерфельдом б), удастся 
перевести на язык квантовой теории. В случае дуплетов это позволило бы нам по
дробно проследить весь переход от слабых магнитных ролей (аномального эффекта 
Зеемана) к эффекту Пашена-Бака. Теория всех этих эффектов должна удовле
творять следующим требованиям: l) качественно и количественно (насколько это 
возможно без обращения к деталям модели) воспроизводить все элементы структуры 
линий; 2) описывать все накопленные к настоящему времени эмпирические данные 
по аномальному эффекту Зеемана и переход к эффекту Пашена-Бака. Прежде 
чем приступить к изложению теории, рассмотрим кратко имеющиеся эмпириче

ские данные. Тем, кто интересуется их обоснованием и проверкой, рекомендуем 
обратиться к названным выше работам и к выходящему из печати новому изданию 

книги 7) Зоммерфельда. 

"Zur Quantentheorie der Linienstructur und der anomaJen Zeemaneffekte. - Zs. Phys" 1922, 8, Н. 4, 273-297. 
Перевод Ю.А.ДанШ1ова. 

I) Back Е. Naturwiss" 1921, 9, 199. 
2> Lande А. Zs. Phys" 1921, S, 231. 
З) Sommerfeld А. Ann. d. Phys" 1920, 63, 221. 
4) Lande А. Zs. Phys" 1921, 7, 398. 
s) Paschen F" Back Е. Zeemanjublliiumsheft. Physica, 1921, 1, 261. 
б) Sommerfeld А. Gбttinъen Nachr" 1914, Miirz; Zs. Phys" 1922, 8, 257-272. 
7
) Sommerfe/d А. Atombau und Spektrallinien. 3. Aufl. Braunschweig, 1922. Кар. 6. - Русский перевод: 

Зоммерфельд А. С'fРоение атома и спектры. T. l, 2. М.: Гостехиздат, 1956. 
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СТРУКТУРА ДУБЛЕТА 

9 

Если дvn - нормальное магнитное расщепление, задаваемое соотношени

ем дvn = f,;: ~сН, дv - первоначальное расстояние между линиями дублета 
(т. е. дvh - разность энергий дублетных термов), и, наконец, v - отношение 

v = ~v , то, согласно Ланде, при v ,..., оо приращение энергии в магнитном 
ull, 

поле уровня с азимутальным квантовым числом n и «Внутренним» квантовым 

числом nJ ~) определяется соотношением 

(!) 

где т* магнитное квантовое число, принимающее значения (±1, ±~, ±~, ... ) 9) 

и удовлетворяющее дополнительному условию jm*I < nJ. Формулу (1) можно 
преобразовать к виду 

дЕ::::: m* (1 ± -
1
-) дvnh, 

2n- 1 
(2) 

где верхний знак относится к верхнему уровню дублета (nJ ::::: n), а нижний -
к нижнему (nJ = n - 1). Экстраполяция гораздо более общей теории Фойгта lO) 

позволяет утверждать следующее: если Е - полусумма энергий дублетных термов, 
то полная энергия определяется соотношением 

E=E+дvnh [т*±~Jv2 +2::v+ 1 ]· (3) 

Эта формула содержит в себе формулы (1) и (2). Действительно, в слабых полях 
отношение v очень велико, в силу чего при разложении по степеням l/v мы 
получаем 

Е = Е + Лvnh т ± - 1 + - - = Е ± -h + дvnhm 1 ± -- . - [ • v ( m* 1 )] - дv • ( 1 ) 
2 п• v 2 2n - 1 

В сильных полях (т. е. при v,...., О) из формулы (3) следует эффект Пашена-Бака: 

- ( . 1) . Е = Е + дvnh т ± 2 , 

где m• ± ~ - целое число. Таким образом, ф~рмула (3) описывает все эмпирические 
данные по дублетам. 

И) Зоммерфельд обозначает :по квантовое число n;. Мы изменим обозначение на n1, чтобы подчеркнуrь, 
что в случае дублета, как будет показано в дальнейшем и как предполагал еще Ланде, n1 представляет 
собой не что иное, как квантовое число полного момента импульса атома. В случае триплета зависимость 

.между nJ и полным моментом импульса носит более сложнь.1й характер. 
9
) З11ездочка • указыаает на •полуцелые• значения. принимаемые квантовым числом m• = т - ~. 
Обозначение n' "' n - ! выбрано из аналогичных соображений. 
IO) Совпадение ее с экспериментом JUJll линии Л = 6 708А лития было 11оказано Кентом (Kent. Astropl1ys. 

Journ" 1914, 40, 343). 

1 Зак. 6 
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11 

СТРУКТУРА ТРИПЛЕТА 

В этом случае, согласно Ланде, для слабых полей приращение энергии в маг

нитном поле задается формулами 

ЛЕ = т ( 1 + ~) Лvпh при nJ =n, 

ЛЕ = т ( 1 - _!_ + -
1
-) Лvпh 

п n- l 
при nJ = п - 1, (4) 

ЛЕ = т ( 1 - -
1
-) Лvпh 

n-l 
при nJ = n-2. 

На этот раз магнитное квантовое число т должно быть целым числом, 
удовлетворяющим дополнительному условию 

lml ~nJ. 
Для сильных полей мы и в случае триплета получаем эффект Пашена-Бака. 

Аналога теории D-линий Фойгта для перехода от слабых полей к сильным полям 
для триплета не существует. 

Уложив все имеющиеся к настоящему времени измерения и наблюдения 
в простую квантовомеханическую схему, приступим к рассмотрению вопроса об их 

интерпретации на основе модельных соображений. 

§1 
Общие соображе11ия от11оеителы10 дублетных атомов 

В периодической системе элементов для структуры линий чрезвычайно ха
рактерно следующее свойство: дублетная структура всегда связана с нечетной, 

а триплетная - с четной валентностью. Это утверждение было высказано еще 

Ридбергом 11 >, и более строго обосновано Зоммерфельдом 12>. Простейшая интер
претация этого факта заключалась бы в принятии гипотезы о том, что в случае 

дублета за счет более слабой связи особую роль играет один внешний электрон, 
а в случае триплета - два внешних электрона. 

Таким образом, «дублетный атом» (например, атом щелочного металла) допус
кает следующее описание. 

Он состоит из системы сгруппированных вокруг ядра сильно связанных электро
нов, которую мы условимся в дальнейшем называть атомным остовом, и внешнего 

электрона, называемого также «электроном серии», или «валентным электроном». 

В нормальном состоянии, соответствующем терму ls, весь атом обладает моментом 
импульса 1 · (h/21Г). Для упрощения формул мы будем в дальнейшем опускать мно
житель h/21Г и говорить, что в нормальном состоянии весь атом обладает моментом 
импульса 1. Это соответствует предположению, обычно принимаемому относи
тельно s-терма. Возникает вопрос: что можно утверждать относительно момента 
импульса внешних электронов? Прежде всего, ясно, что момент импульса внешних 

электронов никак не может быть постоянным: в процессе движения момент импуль
са будет многократно передаваться от остову электрону и наоборот. Примем теперь 

11> Rydberg А. Astrophys. Joum., 1897, 6, 239. 
12

) Sommerfeld А. Ann. d. Phys., 1920, 63, 221; см. также в книге: AtomЬau und Spektrallinien. 3.Aufl. 
Braunschweig, 1922. Кар. 6, § 6. 
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предположение, имеющее фущаментальное значение для последующего изложения: 

будем считать, что в среднем по времени момент импульса равнораспределен между 

остовом и внешним электроном, т. е. что средний момент импульса как остова, так 

и электрона, равен 1/2. Это предположение эквивалентно следующему: внешний 
электрон проквантован по моменту импульса так же, как (релятивистский) атом 
водорода, но с квантовым числом 1/2. Чтобы наше предположение в последней 
форме вывести из его первоначальной формы, заметим следующее. 

Для описания стационарных орбит внешних электронов необходимо восполь

зоваться угловой переменной 13>, которую, как следует из свойств сериальных 
спектров, надлежит вводить так же, как в случае атома водорода. Первое условие 
квантования устанавливает, как известно, общий вид серий 

R·h 
Е=-

т2, 

где R - постоянная Ридберга, а т - общее квантовое число, входящее в серии. 

Разумеется, что т не имеет ничего общего с магнитным квантовым числом, 
о котором мы упоминали во введении. 

Второе квантовое условие (именно оно и представляет для нас особый интерес) 
ведает появлением серии Бальмера в различных ( s-, р-, d- и т. д.) сериях. Оно гласит: 

2,.-

/ pdfЗ = n*h. 

о 

Здесь р означает момент импульса электрона, /З - сопряженную угловую 
переменную, а именно: угол, образуемый большой осью орбиты с одной из коорди
натных осей (в полярных координатах - с направлением ip =О), n* - квантовое 
число момента импульса внешнего электрона. В левой части равенства, очевидно, 
стоит умноженное на 211" среднее по времени от р, вычисленное за полный период 
обращения перигелия. Поскольку за один период электрон успевает совершить 
очень большое число оборотов по своей орбите, то среднее значение момента 
импульса р с достаточно хорошим приближением можно считать не отличающимся 
от введенного выше и равного 1/2. 

Итак, из р = 1/2 следует, что n* = 1/2 для основной орбиты ls, а также для 
любой орбиты ms. 

Предположим теперь, что атомный остов сохраняет свой средний момент им

пульса 1/2 и в возбужденном состоянии. Напомним, что для внешнего электрона 
квантовое число m, входящее в формулу серий, всегда целое и его можно рассма
тривать как сумму квантового числа момента импульса и радиального квантового 

числа. Отсюда следует, что радиальное квантовое число полуцелое, т. е. принимает 

значения (1/2, 3/2, ... ), и что его минимальное значение равно не О, а 1/2 14>. 
Это означает, что если описанный выше ход изменения радиального квантового 

числа распространить на термы других серий, то минимальное значение квантового 

числа т будет равно n* + l/2. Следовательно, минимальное значение кванто
вого числа т совпадает с обычным, ставшим уже традиционным азимутальным 

13) См., например, Kramers. Zs. Phys., 1920, 3, 199. 
14) Шредингер (Zs. Phys., 1921, 4, 347) считает вероятным, что для а-термов минимальное значение 
квантового числа т равно 2, а минимальное значение радиального квантового числа равно 3/2. Однако 
можно считать твердо установленным, что для термов других серий минимальное значение квантового 

числа т равно 1/2. 
1* 
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квантовым числом п, и мы получаем 

(5) 

Таким образом, возникает следующая модель атома: в центре находится «остов» 

со средним моментом импульса 1/2, а на периферии - внешний электрон 
со средним моментом импульса n-1/2. Возникает вопрос: чем именно определяется 
распределение значений момента импульса п - 1/2 и 1/2 между остовом и внешним 
электроном? Напомним, что между моментами импульса электрона и остова 
существует магнитное взаимодействие, которое в специально выбранной модели 

атома удается точно вычислить. Если 8 - угол между направлениями моментов, то 
энергия магнитного взаимодействия составляет 

дЕ,.,, Н; cos8, 

где Н; - магнитное поле, создаваемое валентным электроном в окрестности остова. 

Коэффициент пропорциональности равен (см. введение) произведению «момент 
импульса остова х 2~с ». Таким образом, энергия взаимодействия равна 

1 h е 
дЕ = - - --Hicos8. 

2 21Г 2mc 
(6) 

Угол 8 здесь не произвольный: по Зоммерфельду 15>, величина его определяется 
так называемым пространственным квантованием. Принцип пространственного 

квантования гласит: квантовые числа задают не только вектор момента импульса, 

но и его проекцию на направление возможного магнитного поля, то есть продольную 

(относительно магнитного поля) компоненту момента импульса. 
Поскольку мы исходим из предположения (5) о том, что 

* 1 n =n- -, 
2 

то момент импульса электрона принимает полуцелые значения (1/2, 3/2, ... ). То же 
самое предположение необходимо ввести и относительно проекции момента импульса 
на направление поля (в данном случае - на направление магнитного поля, созда
ваемого остовом). Необходимость такого предположения следует хотя бы из того, 
что мы в любом случае (даже в отсутствие внешнего поля!) должны автоматически 
включить в область допустимых значений самое естественное положение вектора 
момента импульса, соответствующее 8 =О (cos8 = 1). 

Принятое предположение приводит к соотношению 

п* cos8 = mi, (7) 

определяющему допустимые относительные положения атомного остова и валент

ного электрона. 

Аналогичное соотношение 

п* cos81 = т* (7а) 

применяется и при квантовании во внешнем поле. Смысл равенства (7а) будет 
рассмотрен более подробно в §2 (с.17, равенство (17), и с. 28). 

IS) Sommerfe/d А. Ann. d. Phys., 1916, 51, l, § 7. 
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Величина тi в (7) означает «внутреннее» магнитное квантовое число. Как 
будет показано в дальнейшем, это число может принимать лишь два значения: +п* 
и -n*, что соответствует 

cos8 = ±1. 

Итак, мы установили два весьма важных свойства нашей модели атома: 

l) длины векторов моментов импульса атомного остова и электрона равны, 
соответственно 1/2 и п - 1/2; 

2) оба вектора направлены в противоположные стороны. 
Полный момент импульса атома в первом случае равен 

1 1 
n--+-=n 

2 2 ' 
во втором случае -

1 1 
п- '2 - '2 = п-1. 

Мы утверждаем, что эц1 случаи соответствуют двум различным уровням энер

гии, образующим дублет 16). Физический смысл внутреннего квантового числа nJ 
становится очевидным: оно задает полный момент импульса атома, в то время 

как квантовое число определяет сумму длин векторов момента импульса внешнего 

электрона и остова. В силу этого дублетный уровень с азимутальным квантовым 
числом п всегда расщепляется на два уровня с внутренними квантовыми числа

ми nJ = n и nJ = n - 1. Разность энергий между двумя уровнями, образующими 
дублет, как следует из (6) и (7), равна 17>: 

откуда 

hдv = ~ !:__e_Hi - (-~) !:__e_Hi, (8) 
2 211" 2те 2 211" 2те 

1 е 
дv=--Н;. 

411" те 
(8а) 

~десь дv означает измеренное в волновых числах ( см- 1 ) расстояние между 
двумя линиями. 

Итак, мы ввели некую гипотезу о сущности структуры дублета. Выясним теперь, 
позволяет ли наше допущение продвинуться в решении проблемы аномального 

эффекта Зеемана. 

§2 
Поведение дублетного атома во внешнем магнитном поле 

Пусть Н - напряженность внешнего магнитного поля. Как и во введении, 
введем величину 

1 е 
дvп=--Н 

411" те 
16) Здесь было бы уместно поставить вопрос о том, почему в-терм не расщепляется в дублет. Если 
вслед за Шредингером предположить, что в-электрон проникает в остов, то выделенность одинаково 
направленных моментов импульса внешнего электрона и остова становится весьма вероятной. Во всяком 

случае противоположно направленным моментам соответствовала бы совершенно иная (причем гораздо 
меньшая) энергия. Имеющиеся экспериментальные данные убедительно свидетельствуют в пользу 
синглетного в-уровня. 

17> Величина Н; одинакова для обоих уровней, поскольку зависит лишь от внешнего электрона, который 
в обоих случаях описывает практически одну и ту же орбиту. 



14 ZUR QuлNTENТHEORIE OER UNIENSTRUCТUR UN() DER ANOМALEN ZEEMANEFFEKTE 

и положим 

Лv Н; 
v=--=-

Лvn Н · 

Чтобы определить прежде всего положение орбиты внешнего электрона отно

сительно поля, введем пространственную систему полярных координат с полярной 

осью, параллельной вектору поля Н и зададим положение средней плоскости 

орбиты (говорить просто о положении орбиты плохо, так как это понятие лишено 
смысла, так как орбита, вообще говоря, представляет собой пространственную 

кривую) угловым расстоянием 1 1 t&) линии узлов от плоскости меридиана tp = О 
и средним моментом импульса ij относительно прямой, на которой лежит век
тор Н. Угол 81, образуемый направлением момента импульса внешнего электрона 
с направлением поля, определяется соотношением cos 81 = i (где р - средний 
момент импульса внешнего электрона). Координаты 1 1, ij достаточно известны как 
сопряженные переменные невозмущенного атома водорода. Аналогичным образом 

положение атомного остова можно описать при помощи угла 82, образуемого 
вектором момента импульса атомного остова с вектором поля Н (соответствующий 
переменной q средний момент импульса ij остова относительно прямой, на которой 
лежит вектор Н, нас более не интересует), и угла 12, который мы интерпретируем 
как угол между плоскостью меридиана ip = О и линией пересечения плоскости, 
ортогональной вектору момента импульса атомного остова, с tр-плоскостью. То
гда угол 812 между двумя векторами средних моментов импульса n* = n - 1/2 
и 1/2, как показывают элементарные геометрические соображения, удовлетворяет 
соотношению 

cos 812 = cos 81 cos 82 + sin 81 sin 82 cos (11 - 12). 

Заметим также, что 

Теперь мы уже в состоянии описать прираuiение энергии ЛЕ, вызванное 
внутренним и внешним полем, как функцию координат. Величина ЛЕ играет 
роль возмущения энергии (то, что дублетную структуру и эффект Зеемана можно 
рассматривать как «малое возмущение», не требует пояснений) и поэтому опреде
ляется как некое среднее по времени, причем усреднение по времени надлежит 

производить по наибольшему периоду невозмущенной системы 19
). 

Именно с этим усреднением связано то обстоятельство, что несмотря на не
постоянство с одной стороны момента импульса валентного электрона, а с другой 

стороны момента импульса остова, в энергию эффекта Зеемана входит только 

азимутальное квантовое число. Следовательно, как и в (6), мы получаем 

ЛЕ = Лvnh [ n* cos 81 + ~(cos 82 + v cos 812)]. (9) 

Первый член в (9) описывает влияние внешнего поля на валентный электрон, 
и его можно заменить величиной Лvnh, второй член учитывает влияние внешнего 
поля на остов, а третий - энергию взаимодействия. 

Для начала, прежде чем вычислять выражение (9) в общем виде, оценим ЛЕ 
в предельном случае при v "' оо для произвольных значений m* и наметим 

18
) Индекс 1 относится к внешнему электрону, индекс 2 - к остову. 

19
) Bohr N. On the Quantum Theory of Line Spectra. Part II. Р.41, 87. 
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доказательство того, что mi может принимать лишь два значения п* = п - 1/2 
и -п* = -(п-1/2). Для этого сформулируем некий общий принцип, справедливый 
при любом числе Л допустимых значений mi. 

Если дЕ1 , ЛЕ2, ... , ЛЕ>. - приращения энергии, соответствующие допусти
мым значениям m;1, mi2, ••• , mi>. квантового числа mi, то должно выполняться 
соотношение 

).. 

2:.: дЕ" = Лт* дvh + const. 
k=\ 

(10) 

Здесь т* означает магнитное квантовое число, значение которого падлежит 
угочнению. Относительно т* мы предполагаем здесь, что оно обладает лишь одним 
свойством: переход т* -+ т* дает 71"-компоненты, переход т* -+ т* + l дает 
и-компоненты. Будет ли т*, как написано выше, полуцелым или целым, в данном 
случае не имеет значения. 

Введенный нами принцип допускает следующее обоснование. Соображения 

Рубиновича 20> относительно излучения момента импульса, если их применять 
к отдельному атому, всегда приводят к нормальному эффекту Зеемана. Действи
тельно, Рубинович требует для и-компоненты излучения момента импульса h/27r 
относительно прямой, на которой лежит вектор Н. Но поскольку при v "' оо 
величина дЕ пропорциональна моменту импульса относительно этой прямой, то 
это требование приводит к нормальному расщеплению линии. Таким образом, если 
мы не хотим впасть в противоречие с экспериментом, то необходимо допустить, что 

принцип Рубиновича выполняется лишь для всей совокупности атомов 21 >. В случае 
поперечной поляризации излученный полный момент импульса для N атомов со

ставит N · h/21Г. Приняв дополнительное предположение о том, что все Л различных 
атомов равновероятны, мы приходим к приведенному выше угверждению. 

Запишем дЕ (при v "' оо) как функцию от mi и т*. Потребуем, чтобы 
стационарные состояния атома в поле Н так же, как в (7), определялись из равенства 
проекции среднего момента импульса внешнего электрона относительно прямой, 

на которой лежит вектор Н, величине m* · h/211". (При m• = ±п* это требование 
совпадает с (7а).) В дальнейшем будет показано, что для т• выполняется принцип 
отбора. Пусть J - полный момент импульса атома, 0 - угол, образуемый J 
с прямой, на которой лежит вектор Н. Тогда (так как cos 8 = mifn*, см. (7)) 

Средний момент импульса р внешнего электрона возникает теперь при усреднении 
и по дшtжениям, вызванным полем Н;, и совпадает с проекцией вектора р = n*h/27r 
на направление вектора J. В силу «ларморовской прецессии» магнитного поля Hi 
(поскольку Н « Н;, то возмущение, вносимое в ларморовскую прецессию, прене
брежимо мало) векторы n• и 1/2 также прецессируют вокруг. Из геометрических 
соображений ясно, что 

21!) RuЫnowlcz. Zs. Phys" 1918, 19, 441, 465. 
21 ) Приня11 это допущение, мы приходИм 11 определенное протиооречие с классическим имучением. 
СледсТllИЯ из этого физически необычайно JJaЖНoro результата будуr рассмотрены в другой работе. 
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• 1 

Поскольку ЛЕ = (J cos е + !v cos о) и cos е = т /',то 

[

2 ( п* 2 
+ mi + (~)

2

) * v mi] 
ЛЕ = Лvпh 2 т + - -

2n* +m; 2 n* 

[( 
* 1 ) *] m;+2 * vm; = Лvnh 1 + 2 т + - - . 

2п* + mi 2 n* 
(11) 

Равенство (10) позволяет теперь определить Ли mi: 

>. ( • 1 ) l m;k + - Л 2: + 2n*2 + т! - ' 
k=I ak 

т.е. 

>. * 1 
m;k + 2 ~ 2 =О. 

L...t 2n* +т! 
k=I sk 

Если mik желательно представить как функцию от n*, ·то оказывается, что 
последнему равенству удовлетворяют значения Л = 2, mi1 = n*, mi2 = -n* и только 
эти значения. Значение mi = -1/2 выпадает из числа допустимых, так как оно 
привело бы к движению атомного остова, что противоречит, например, поведению 
атома водорода с нулевым моментом импульса относительно прямой, на которой 

лежит вектор поля, во внешнем поле. Согласно rеории Бора, такое состояние 
движения запрещено. Таким образом, равенство (10) отбирает из множества 
виртуальных значений mi два допустимых значения. 

Подставив в равенство (ll) оба известных теперь значения mi (n* и -n*), 
получим формулы Ланде для аномального эффекта Зеемана (Н <t:: Hi): 

ЛЕ1 = Лvnh [т*(1+ 2n~ 1 ) + ~], 
ЛЕ2 = Лvnh [т* (1 -- 1-) - ~] . 

2n-1 2 

Вернемся теперь к общему случаю (с произвольным v ). Угол 01 в (9) будет 
определен позднее. Что касается угла 02 , то примем сначала дополнительное 
предположение. Оно сводится просто к требованию, чтобы направление вектора 
момента импульса атомного остова всегда совпадало с направлением равнодей
ствующей полей Н и Hi. В этом случае интересующий нас переход от слабых 
полей Н к сильным полям представляет собой адиабатический процесс (который 
при Н <t:: Н;, разумеется, приводит к cos012 = +1). Эго следует из того, что 
при указанных условиях фазовый интеграл остова относительно направления поля, 

т. е. проекция среднего момента импульса на равнодействующую полей Н и Н;, 
сохраняет инвариантность. 

Ориентацию равнодействующей удобнее всего определить из принципа вирту

альных перемещений, положив 0
:;: = 0:,: = О при постоянном 01 • Если обозначить 

через Х часть приращения энергии, связанную с остовом, то 

х = cos 02 + v cos 012· (12) 

При условиях 

дХ д 
-- =О= sin02 -v-cos012 
дО2 дО2 

(13) 
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дХ 
- =О, т. е. sin (11 - 'У2) = О. 
д12 

17 

(14) 

Три вектора моментов импульса всегда лежат в одной плоскости. Умножив сначала 

равенство (12) на cos82 и равенство (13) на sin82, а затем равенство (12) Ra cos812 
и равенство (13) на - 0~2 cos812, получим при сложении 

х cos 812 = 1 + v cos 81 

и 

Х cos 81 2 = cos 81 + v [cos 281 + sin 281cos 2(r1 - 72)] = v + cos 81. 

Если умножить (12) на Х и подставить значения Xcos82 и Xcos812, то мы 
придем к равенству 

Х2 =1 +2vcos81 +v2
• (15) 

Возвращаясь снова к равенству ( 11) и подставляя вместо cos 81 отношение i = ~, 
получаем 

[ 21Гq 1 
дE=дvnh h+l 1+2-v+v2 . 27Гq ] 

n*h 
(16) 

Весьма примечательно, что из формулы приращения энергии выпал угол 71• Это 
означает, что при вычислении возмущений угол -у1 надлежит рассматривать как 

циклическую координату. Отсюда напрашиваются два вывода 22>: 
1) при помощи вводимого нами квантового числа т* (см. (7а)) мы распростра

нили правило квантования 

на произвольное поле; 

2ir 

j q d-y = 21Гq = т* 
о 

(17) 

2) для т* выполняется принцип отбора известного типа (Переход т* --+ т* 
дает 7Г-компоненты, переход т* --+ т* + 1 дает и-компоненты); то, что m*, 
как подчеркивается самим обозначением, принимает лишь полуцелые значения 

(±1/2, ±3/2, ±5/2, ... ), обусловлено соотношением (7). 
Если подставить (17) в (16), то получится 

дЕ = дvnh[m* ± ~J1+2:.* v + v2
]. (18) 

Так же, как соотношение (3) во введении, это равенство описывает ано
мальный эффект Зеемана для дублета. Равенство (18) необходимо дополнить 
условием /т*/ < nJ. (Оно будет обосновано в только что упоминавшейся работе, 
которая подготавливается к печати.) Итак, применяя к нашему гипотетическому 
дублетному атому квантотеоретическую теорию возмущений, мы получаем ту же 

формулу, к которой приводит экстраполяция из теории Фойгта, и тем самым 
достигаем согласия со всеми наблюдениями, накопленными к настоящему времени 

относительно аномального эффекта Зеемана в дублетных системах. В последу
юiцей работе, проводимой совместно с проф. Зоммерфельдом, будет показано, 

22) См. также: JIOhr N. Оп the Quantum Theory of Une Spectra. Part П. Р. 54-60. 
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что в рамках построенной выше теории принцип соответствия позволяет полу

чить удовлетворительное решение вопроса об интенсивности линий. В частности, 

удалось обосновать исчезновение некоторых компонент в эффекте Пашена-Бака 

и нарушение принципа отбора для п1 при наложении магнитного поля 23>. Изло
женные нами соображения позволяют дать простую и наглядную интерпретацию 
эффекта Пашена-Бака. В то время как орбита внешнего электрона в любом поле 
от слабого до сильного неизменно занимает одно и то же положение относительно 

внешнего поля, атомный остов по мере увеличения напряженности внешнего поля 

постепенно поворачивается до тех пор, пока при полном эффекте Пашена-Бака 

момент импульса остова не расположится параллельно вектору поля. Кроме того, 
в общем случае при полном эффекте Пашена-Бака результирующие линии тон
кой структуры лоренцовского триплета остаются по величине того же порядка, что 

и первоначальный дублет, аналогично тому, как это происходит, например, с атомом 
водорода в случае эффекта Штарка. Новейшие наблюдения Пашена показывают, 

что для ,\ = 6 708 А лития этот результат теории подтверждается количественно, 
однако исследования, проводимые в этом направлении, еще не завершены. 

Точную проверку теории при средних магнитных полях удалось провести лишь 

для случая типа D-линий 24>. Кроме того, начало изучению «магнитного влияния» 
было положено Пашеном (см. работу 25>), производившим измерения над запре
щенными линиями d1p2 в различных магнитных полях. Пашен наблюдал некоторое 
«смещение 0», которое примешивалось к смещению линий, вызываемому обычным 
аномальным эффектом Зеемана. Эти смещения можно вычислить теоретически 
по формуле (18), если дv и Н известны из эксперимента. В качестве примера 
мы приведем результаты таких расчетов для Al (дvзd = 1,32 см- 1 == 0,125 А). 
Совпадение полное. 

Тhблица 1 
Л = 3 802,1А;1 = 2р2 - 3d1; Н;:: 39000 гаусс (8, А) 

Расщепление 11 АЛнорм Внабл 8вычисл Онабл - 8вычисл 

{ +22/15 -0,054 -0,060 +О,QбО 
и +14/15 - -0,050 -

{ +4/15 - -0,050 -
11' -4/15 -0,042 -0,039 -0,003 

{-14/15 -0,035 -0,039 +О,004 
tr -22/15 -0,023 -0,023 о,ооо 

§3 
Количестqщщые медствив ш11ощ1теJiы10 всличи11ы 
дУбJJетnого раещспдеtПJR в псриодичеспой системе 

flростые расчеты величины дублетнаrо расщеплеI-Jия, очепищщ, можно считать 

с1щ11ько-ниРУЮ1 щ1дежI-J~ми лишь при усдовии, есди остов п первом приблюкении 

23) PrJsc//en f., JJgpt $. l11einanjцbi\ii11!115tichrift. Physic;i, 19~1, J, ~61. 
24> K1mt. м1rophys. Journ., 1914, 40, 343, 
25) Paschen F., Back Е. Zeemanjubiliiumsschrift. Physica, 19 21 , 1, 261. 
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допустимо рассматривать как бесконечно малый. Для р-терма это предположение 

выполняется лишь для 3Li, для d-терма - для 11 Na и в гораздо меньшей степени -
для 19К. Размеры остова, т. е. радиус иона, сильно убывает с увеличением 
порядкового номера элемента 26). Прежде чем мы рассмотрим более подробно 
ход этой зависимости при возрастании порЯдкового номера, вычислим дублетное 
2р-состояние лития при самых простейших предположениях. Будем считать, что 
орбита внешнего электрона плоская, а величина дублетного расщепления зависит 
лишь от магнитного взаимодействия. (В принципе последнее предположение 
не использовалось в предыдущих рассуждениях: мы исходили из допущения 

о существовании лишь одного взаимодействия, входящего в (9) с cos012.) Тогда 

орбита внешнего электрона будет определяться двумя осями 27): большой полуосью 
а 1 = а· 22 = 4а и малой полуосью а2 = а· 2 · 3/2 = За, где а - радиус атома 
водорода. Эффективный зарЯд ядра для внешнего электрона равен 1. 

Магнитное поле вблизи остова можно вычислить по закону Био-Савара 

Н = :_ [vr] = _:__ m[vr] 
е r3 те r 3 ' 

(19) 

где r - расстояние от Ядра, m[vr] - момент импульса электрона, равный как 
таковой 2~ ~. Поскольку нас интересует среднее значение поля Hi, необходимо 
вычислить величину ~. Вводя эксцентрическую аномалию и эксцентриситет е, 
получаем 

- 211" 
1 1 J du 1 

r 3 = 211" а~(1 + ecos u)З = а~(1 - е2)3/2 = а~· 
о 

Из (19) и (20) следует, что 

- h е 1 
Н·-------

• - 211" те аз2з ( ~) 2 • 

Согласно (8а) расщепление равно 

- 1 е 
Лv=Hi--· 

411" те 
Подставляя известные численные значения 

получаем 

е . 
h = 6,55 · 10-21

; - = 1,77 · 107 и а= 0,532 · 10-8
, 

те 

Лv2р = 0,32 см- 1 • 

(20) 

(19а) 

Эмпирическое значение (тто Кенту) составляет 0,34 см- 1 • Если учесть, что в оснопу 
расчета положено весьма грубое приближение, то сщщадение следует приз1.щть 
песьма хорошим. Из (19а) мы получаем также закон убывания Дv п первь1х членах 
серии с увеличением азимутального кпантовоrо числа: 

1 
дv"' .. . 2. 

n3 (n- !) 
26) Grimm. Zs. Phya. Chem" 1921, 91, 3S3. 
27> См" нanpttMeJ!, Sommelfeld А. Atombau und Spektrallinten. 3. Auf!. Каj1. 4. S. 290. Следу!ТТ ttMOTh 11 виду, 
что вместо n и n' следует nодставttть полуцелые чttсла, равJiые для Ll(2p) 3/2 tt 1/2, соответствецJiо. 
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Следовательно, если пренебречь другими различиями, то величина дvзd составляет 

(Разумеется, более заметные отклонения от закона убывания дv появятся в тех 
случаях, когда атомный остов можно считать бесконечно малым для d-терма, но для 

р-терма такое допущение становится уже неприменимым: тогда дvзd < O,llдv2p-) 
Для лития величина дvзd составила бы 0,035 см- 1 • С величиной этого порядка 
хорошо согласуются данные измерений Кента, получившего для дv2р во второй по-
бочной серии 0,34 см- 1 , а в первой побочной серии - лишь 0,327 см- 1 (различие 
результатов Зоммерфельд объясняет мультиплетностью d-терма). Действительно, 
в первой побочной серии следовало бы ожидать картину линий типа сложных 

дублетов, расстояние между центрами тяжести котор.ых составляло бы около 0,32. 
Разумеется, к последним знакам после запятой следует относиться с достаточной 

осторожностью. 

Что касается изменения величины дублетного расщепления с увеличением 
порядкового номера элемента, то здесь следует иметь в виду три причины. 

1. Если остов недопустимо считать бесконечно малым, то эффективный заряд 
ядра для внешнего электрона не будет в точности равен 1, а окажется несколько 
больше, например, ZэФФ· Поле Н;, как следует из (19), пропорционально 1/r3

• 

Поскольку расстояние r от ядра в свою очередь пропорционально Z~, то Н; 
пропорционально z~ф. 

2. Если внешний электрон и остов приближенно представить двумя электронны
ми орбитами радиуса r 1 и r 2 , то магнитное взаимодействие по мере приближения 

к равенству r1 = r2 стремится к бесконечности. Чем ближе орбита внешнего 
электрона к остову, тем больше энергия взаимодействия. 

3. Когда орбиты электронов очень сильно приближаются к остову, разумно 
предположить, что различие между орбитами в значительной мере обусловлено 

не только магнитными, но и электрическими величинами. Можно даже поставить 
вопрос о том, не наблюдается ли такая ситуация в случае легких атомов (например, 
в случае лития) и не превосходят ли электрические различия по порядку величины 
магнитные различия. Подобное допущение нежелательно, поскольку даже то, что 

спектральные серии удается описать модифицированным полем ядра, указывает 
на важную роль симметрии остова - симметрии, понимаемой не в геометрическом, 

а в физическом смысле. 

Перечисленные нами соображения позволяют понять общее увеличение ду
блетной разности дv с возрастанием порядкового номера Z. Однако приведенных 
соображений недостаточно для обоснования количественного закона увеличения дv 
(приблизительно как Z 2

): для этого необходимо ввести специальные предположения 
относительно строения оболочек. 

§4 
Общие соображения относительно триnлетных атомов 

Как подчеркивалось во введении п. 2, триплетному атому, если мы хотим быть 
последовательными, необходимо приписать два валентных электрона. Следователь
но, к нашему дублетному атому мы присоединяем еще один в-электрон с моментом 

импульса, распределив этот момент импульса поровну между остовом и электрона

ми. Тем самым для основной орбиты триплетного атома возникают две возможности. 
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1. Атомный остов получает средний момент импульса О, один валентный 
электрон имеет средний момент импульса 1/2, другой - 1/2. В этом случае 
полный момент импульса атома равен О, поэтому атом диамагнитный. Поскольку 
полный момент импульса равен О, то эта конфигурация особенно устойчива. 

Она порождает основной терм ls простых линий. Из соображений, полностью 
аналогичных приведенным в случае дублета, следует, что это утверждение допускает 
обобщение: в возбужденном состоянии один из валентных электронов обладает 
средним моментом импульса п - 1/2, в то время как средний момент импульса 
другого равен -1/2. Распределение средних моментов импульса п -1/2 и +1/2 мы 
исключаем по тем же соображениям, которые позволили нам прийти к заключению 
о простоте s-терма в случае дублета. Следовательно, полный момент импульса атома 

равен п - 1, что согласуется с внутренним квантовым числом nJ, которое Ланде 28> 
поставил в соответствие простым линиям. Причина, по которой мы имеем здесь 
дело истинно с простыми линиями, очевидно, состоит в том, что атомный остов 
имеет средний момент импульса, равный О. Действительно, как бьmо установлено 
еще в случае дублета, отличие от нуля магнитного момента атомного остова является 

необходимым и достаточным условием существования структуры линий и аномального 
эффекта Зеемана. Таким образом, триплетный атом всегда должен содержать 
систему простых линий, что и наблюдается в спектрах соответствующих элементов. 

2. Вторая возможность ддя s-терма состоит в следующем: атомный остов обла
дает средним моментом импульса + 1, внутренний валентный электрон - средним 

моментом импульса +1/2, и внешний валентный электрон - таким же моментом 
импульса. Полный момент импульса атома в этом случае равен 2, что полностью 
соответствует расщеплению термов, установленному Ланде ддя в-терма в случае эф
фекта Зеемана. В возбужденном состоянии такой атом (подлинно триплетный атом) 
выглядел бы следующим образом: остов обладает средним моментом импульса 1, 
внутренний валентный электрон наделен средним моментом импульса 1/2, и внеш
ний валентный электрон - средним моментом импульса п - 1/2. Как и в случае 
дублетного атома, взаимное расположение трех векторов момента устанавливает 

магнитная связь. Прежде всего мы констатируем, что s-терм должен быть простым. 

Действительно, как показал Шредингер, оба s-электрона проникают в остов. Сле
довательно, случай, когда все три вектора момента импульса направлены в одну 

сторону, выделен. Кроме того, взаимодействие слишком сильно для того, чтобы 
допускать другие расположения векторов, кроме того, при котором все три момента 

импульса направлены в одну сторону. Такой вывод справедлив для внутреннего 
валентного электрона в самом общем случае, в том числе и для возбужденных 

состояний. Таким образом, можно утверждать, что с точностью до величин порядка 

связь внешнего Электрона с остовом 
б= ~~~~~~~~~~~~~~~~ 

связь внутреннего электрона с остовом 

средний момент импульса системы «атомный остов + внутренний электрон» ра
вен 3/2. 

Взаимное расположение импульса JJ рассматриваемом случае также определяет
ся пространственным квантованием (11а этот раз - двух электронов относитель110 
остова и его поля). Обозначим индексом 1 внецпщй электрон, индексом 2 -
внутренний электрон и индсжсом 3 - остов. Тогда условие квантования, соотnет
ствующее равенству (7), будет »Меть вид 

1 * 2 cos 82з + п cos 013 = mi. (21) 

28) Lande А. Оьеr das Serienspectrum des Ne und Hg. Zs. Phys., 1921, 22, 417. 
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Здесь m; принимает целочисленные значения, и п* + 1/2 - целое число. Поскольку 
положение остова относительно внутреннего электрона определяется соотношени-

ями 82 = 83, cos 823 = 1 29>, то соотношение (21) позволяет получить угол 8 13 = 8 12 
между моментами импульса 3/2 и п - 1/2: 

* • п cos cos 12 = т;. 
Как будет показано в дальнейшем, квантовое число mi должно принимать три 

значения 

mi = п*, О, -n* ( = п -~ -~ -(n -~)) 2' 2' 2 . 

Таким образом, для триплета возможны три типичных случая: моменты импульса 
электрона и остова направлены в одну сторону, моменты импульса электрона 

и остова направлены в противоположную сторону и .-поперечное» расположение 

момента импульса остова относительно момента импульса электрона. Вычислим 
теперь расстояние между самым верхним и самым нижним уровнями триплета Лv13 
в волновых числах. Если Н; снова означает внутренне поле взаимодействия, то 

дv23 = [(+~)н; - (-~)н;] ...!_ ~ = 2- ~Н;. 
2 2 41Г те 41Г те 

(22) 

Положение вектора момента импульса атомного остова (см. § 2) при произволь
ном v для верхнего и нижнего уровней триплета формально можно определить 
из условия 

д 
д/J2 ЛЕ =О, 

при постоянном 82. 

§5 

д 
-ЛЕ=О 
дr2 

Поведе11ие триплетного атома в магнитном поле 

Ответ на вопрос об эффекте Зеемана весьма несложен в простейшем из возмож
ных вариантов: если речь идет о системе простых линий. Условие пространственного 

квантования, в поле Н соответствующее 30> равенству (21), гласит: 

1 * 2 cos 82 + n cos 81 = т. (23) 

Записав выражение для возмущения энергии, получаем, как в соотношении ( 11), 

ЛЕ = Лvnh [ п* cos 81 + ~ cos 82 + ~v cos 812] = Лvnh [ т + ~ cos 812]. (24) 

Как следует из допущений, введенных в § 4, cos 812 при v ,...., оо обращается 
в -1. Таким образом, при слабом поле Н мы получаем уже нормальный эффект 

29) Эти соотношения выполняются с точностью до величин порядка 6, которыми мы пренебрегаем, что 
дает для легких атомов достаточно хорошее приближение. 

ЗО) В само равенство (21) входит поле Н; взаимодействия. По аналоmи с равенством (7а) соотношение (23) 
при cos812 f ±! следует несколько обобщить. 
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Зеемана, который не может измениться при возрастании Н. Следовательно, дЕ 
можно представить в виде 

(25) 

То, что в случае системы простых линий наблюдается нормальный эффект 
Зеемана, ясно заранее, поскольку момент импульса остова равен нулю. 

Совершенно аналогично можно записать возмущение энергии и во втором 

случае: для истинно триплетных термов. Оно оказывается равным 

дЕ = дvnh [ п* cos 81 + ~ cos 82 + ~v cos (81 - 82)]. (26) 

Условие ~2 дЕ =О, 812 = 81 -82 здесь уже учтено. Обозначим, как в случае дублета, 
cos 82 + v cos (81 - 82) через Х. Ограничимся сначала самым верхним и самым 
нижним уровнями триплета и определим дЕ при произвольном значении v. Чтобы 
найти дЕ, у нас имеется четыре уравнения: 

дЕ = дvпh[п* cos81 + ~Х], 
х = cos 82 + v cos (81 - 82), 

дХ 

882 
=О= sin 82 + v sin (82 - 81) 

и условие квантования (23). 
Как и в § 2, из (28) и (29) следует, что 

Х2 = l + 2v cos 81 + v
2

• 

Кроме того, из (29) можно вывести соотношение 

О= sin 82(1 + v cos 81) - v sin 81 cos 82. 

Проделав несложные тригонометрические преобразования, получим 

1+vcos81 
cos 82 = = 

у'1+2v cos 81 + v2 

1 + v cos81 
х 

Подставив в (31а) cos 82 из (23), мы придем к соотношению 

откуда 

Из (30) и (316) находим: 

( 
• ) 1 + v cos 81 

2 m-n cos81 = Х , 

2тХ-1 
cos81 = 2 •х n +v 

2 2 Хт-1 
Х -1-v = 2v , 

2Хп* +v 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31а) 

(31б) 
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или 

( ) 

з 
3 v 2 2т 2 v - v 

Х +-Х -Х 1+-v+v - -- =0. 
2n* n* · 2n* 

(32) 

Итак, мы получили кубическое уравнение для Х, из корней которого лишь два 

имеют физический смысл. Третий корень соответствует мнимому углу. 
Для самого верхнего и самого нижнего уровней триплета переход от Х к дЕ 

осуmествляется по формуле [см. (27), (31Ь)] 

дЕ = Лvh n + -х . [ 
• 2Хт - 1 3 ] 

2Xn• +v 2 
(33) 

При слабом магнитном поле Н ( v "' оо) два физических корня уравнения (32) 
имеют следующий вид: 

т 

Х =v+ ;:• 
т 

X=-v---. 
n-1 

Если отношение дE/(дvnh) для первого, второго и третьего уровней 
обозначить для краткости дЕ; , дЕ~, ЛЕ;, то при v "' оо 

3 ( 1) / 3 ( 1 ) дЕ1 = 
2

v + т 1 + ;; , дЕ3 = -2v + т 1 - n _ 
1 

. 

К обсуждению этих результатов мы перейдем несколько позже. 

триплета 

(34) 

Сначала нам необходимо доказать, что mi может принимать лишь три значения: 
п*, О* и -п*. Ход доказательства аналогичен приведенному в § 2 и сводится 
к вычислению ДЕ при v rv оо и произвольном значении mi. 

Возмущение энергии дЕ определяется соотношением 

дЕ = [J cos е + ~v :!] дvпh. 
Полный момент импульса J в силу того, что cos 812 = mi /п*, можно представить 

в виде 

J= n* 2 +2cos812~n*+ (~У= n*2 +зт;+ (~)
2

• 
Из соотношения (23) следует, что cos 0 (где е - угол между полным 

моментом импульса и вектором поля) равен m/'p12 , где р12 - среднее значение 
моментов импульса n* и 1/2 и, следовательно, их проекция на направление 
вектора J. Векторная сумма моментов n* и 1/2 имеет абсолютную величину 

Jn• 2 + (1/2)2 + mi, в силу чего проекция ее на J равна 

- n*2+(4)2+mj+J2-l 
Р12 = 2J · 

Отсюда находим ЛЕ 

ДЕ= дvnh m+ -v-' = 
[

2 ( n*2 + 0)2 
+ Зтi) з m!] 

2n*2 + ~ +4mi 2 n• 

_ л h [ ( 1 2 ( mi + ~) ) 3 т;] - uVn + З m + -V- . 
2n*2 + 4mi + 2 2 n• 
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Соотношение (10) накладывает условие на величины mi: 

" 2(mik + ~) ~ =0. 
L.J 2п*2 + 4т~ + l k=I ik 2 

Если mi рассматривать как функцию от п, то выясняется, что условию на mi 
удовлетворяет набор значений Л = 3, mi1 = п*, mi2 =О, mi3 = -п* и только этот 
набор. Следовательно, подобно тому, как в случае одного валентного электрона 
мы с необходимостью приходим к дублету, в случае двух валентных электронов мы 

с такой же необходимостью приходим к триплету. Случай mi = -3/2 при п > 2 
надлежит исключить по тем же соображениям, по которым мы сочли недопустимым 

значение m; = -1/2 для дублета. 
Подставив в дЕ найденные значения mi при v rv оо, получим формулы Ланде 

(при Н «: Hi), выведенные ранее другим способом для дЕ1 и дЕз: 

ЛЕ1 = дvnh [ т ( 1 + ~) + ~v] , 

[ ( 
1 1 ) 3 О* ] дЕ2 = дvnh т 1 - - + -- + - -v 
п п - 1 2 п* ' 

(35) 

ЛЕ3 = дvnh [ т ( 1 - п ~ 1 ) - ~v] · 

Для этого частного случая равенство (10) преобразуется к виду 

дЕ1 +ЛЕ2 +дЕ-3 = дvnh 3m+-v- . ( 
3 О*) 
2 п* 

(36) 

Вопреки выводу соотношение (36) должно выполняться при любых значениях v 
и в связи с соотношением (33) позволяет получать без каких бы то ни было 
выкладок дЕ2 для средних и сильных полей. То, что получающаяся энергия 
среднего уровня триплета действительно соответствует адиабатическому переходу 

из (35) следует, во-первых, для дЕ1 и дЕ2 - из их вывода и, во-вторых, из вида 
правой части соотношения (36). 

Перейдем теперь к обсуждению результатов. Сравнение соотношений (34) и (35) 
с соотношением (4) из введения показывает, что развитая нами теория дает исчер
пывающее описание аномального эффекта Зеемана (относительно условия /ml < nJ 
см. с. 17). Действительно, при v = О соотношения (32) и (36) дают эффект 
Пашена-Бака: 

дЕ; = т + 1, дЕ~ = т, дЕ~ = т - 1. 

Отдельные магнитные уровни обладают весьма характерными смещениями. Со
впадение этого результата с экспериментальными данными по частичному эффекту 

Пашена-Бакадля линий (pid) магния бьmо подробно проверено Зоммерфельдом 31 >. 
На рисунке показана схема переходов линий в триплете spi от аномального эф
фекта Зеемана до эффекта Пашена-Бака. Соответствующая схема для дублетной 

структуры приведена в статье Зоммерфельда 32). Провести количественное срав
нение теоретических результатов для средних магнитных полей с экспериментом 

до сих пор не представляется возможным. Единственные данные, которыми мы 

располагаем, - измерения Пашена и Бака 33
) над триплетом Л = 3 947 А кислорода. 

31 ) Sommelfeld А. Atombau und Spektrallinien. 3.Aufi. Кар.6. S.495. 
32) Sommelfeld А. Zs. Phys., 1922, 8, 257. 
33) Paschen F., Васk Е. Ann. d. Phys., 1913, 40, 960. 
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Они весьма хорошо согласуются с приведенными выше результатами. Например, 
соотношения (35) и (36) требуют, чтобы результирующие средние 11"-компонент 
в сильных полях оставались строго (т. е. с точностью не до величин порядка v, 
а до величин порядка v2) простыми, и чтобы расстояния между линиями, обра
зующими тонкую структуру обеих и-компонент, оставались того же порядка, как 

и расстояния между линиями первоначального триплета. Оба вывода, а также 
теоретическое положение 11"-компоненты (дЕ'Я = v/2 при v ~ 1) полностью 
подтверждается на снимках. Однако вследствие размытости линий при средних 

магнитных полях удается установить лишь качественное совпадение между теорией 

и экспериментом. Еще одна возможность количественной проверки открывается 
в связи со «сдвигами о~ (см. с. 17), измеренными на запрещенных линиях (p2d3 
и т.д.). В этих сдвигах отчетливо заметен теоретически предсказанный ход. Однако 
из-за пренебрежения величинами порядка о прямое вычисление величины (} не дает 
надежных результатов. 

Относительно точности наших формул при средних магнитных полях необ
ходимо сделать еще одно общее замечание, относящееся и к дуплетам. Наши 
вычисления проводились в существенно идеализированных предположениях. На
пример, однородности поля Н; вблизи остова, отсутствия электрических помех. 
Ясно, что в предельных случаях при v ~ 1 и v ;)> 1 погрешностью, вносимой 
такими предположениями, в равной мере допустимо пренебречь, однако npJJ v "' 1 
она становится довольно ощутимой. Весьма вероятно, что именно ею с:>бъясняют
ся, например, небольшие расхождения между теорией Фойгта и экспериментом, 

установленные Кентом для Л = 6 708 А лития в области средних полей. До сих пор 
теоретические формулы дают великолепную сходимость с экспериментом только 
в первом приближении. Абсолютно точные вычисления станут возмш1mь1мя. лишь 
после того, когда станут известны все подробности модели. 

§6 
Колцчестве1111ые мсдствия д.л11 расстояний между ли11иями триплета 

В качестве важнейшего результата сошдемся на выоод из формул (34) и (35) аr
ношения расстояний между линиями триплета дv12 

/ Дv23 (в отсутствие маrнитпоrо 
поля). Оно оказывается равным 

12 1 о• 1 1 
Av - - и' - + i11' ~ _п_ 
Дv2з - i + о• - 1 - _!_ - n-- 1 

n* 2n* 
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Это равенство означает, что для р-терма Лv~2 
/ Лvi3 = 2, для d-терма 

Лv~2 
/ Лv~3 = 1,5. 
В спектроскопии давно известно, что указанное отношение характерно для р 

и d-термов. Оно позволяет четко отличать магнитный триплет от релятивистского. 

Как показывает таблица 34
), для легких элементов величина отношения, найденная 

из эксперимента, с точностью до нескольких процентов согласуется с теоретически

ми предсказаниями, и лишь для тяжелых атомов обнаруживаются систематические 
отклонения. Однако расхождение между теорий и экспериментом и в этом случае 

вполне объяснимо, поскольку именно для тяжелых атомов пренебрежение величи

нами порядка б становится недопустимым. Измерения Саундерса 35
) над Ь-термом 

Пария хорошо согласуются со значением отношения Лv~2 
/ Лv~ :::: 1,33, предсказы

ваемым теорией. 

Относительно абсолютных величин расстояний между линиями триплетов 

в спектрах элементов второй группы периодической системы можно заметить 

следующее. В грубом приближении можно считать, что орбита внешнего валент
ного электрона не претерпевает сколько-нибудь заметных изменений при переходе 
от щелочных к щелочноземельным элементам. Следовательно, приближенно можно 
положить 

Н;щелочн "'Н;щелочнозем· 

Более заметные расхождения обнаружатся в тех случаях, когда в дублетном 

атоме внутреннюю часть еще можно будет считать очень малой, в то время как 
в триплетном атоме (из-за внутреннего валентного электрона) такое приближение 
окажется недостаточным. 

Из (22) и (8а) следует, что расстояние между самым верхним и самым нижним 
уровнями триплетов щелочноземельных элементов приблизительно втрое больше, 
чем соответствующее расстояние между линиями дублета предшествующих им 

в периодической системе щелочных металлов. Эта зависимость также выполняется 
достаточно хорошо. Что же касается изменения расстояния между линиями три

плетов с возрастанием порядкового номера элемента, то здесь применимы те же 

соображения, которые были развиты нами для случая дублетных систем. 

В заключение относительно триплетных систем следовало бы заметить, что 

теоретические трудности, связанные с их интерпретацией, кое в чем превосходят 
те, с которыми мы сталкиваемся в случае дублетных систем. «Внутреннее квантовое 
число» нельзя более интерпретировать просто как полный момент импульса (такое 
истолкование внутреннего квантового числа справедливо лишь для простых линий 

и внутренних линий каждого триплета), оно служит своего рода параметром, 
нумерующим три возможных направления момента импульса атомного остова. 

Соответственно, правила отбора для nJ в случае триплетных систем могут быть 
понятыми лишь с точки зрения принципа соответствия. Лишь таким путем, как 
подчеркивалось при рассмотрении дублетов, удается прийти к удовлетворительному 
решению вопросов, связанных с интенсивностью линий. 

В заключении мы хотели бы кратко затронуть вопрос о так называемых «несоб
ственных дублетах», наблюдаемых, например, в спектре ортогелия. Напрашивается 
идея рассматривать их как дублеты «Простых линий» с моментами импульса, распре

деленными между внешним и внутренним валентными электронами, как (см. с. 21) 
(n- 1/2, -1/2) и (n - 1/2, +1/2), поскольку причина, по которой мь1 пренебрегли 

34
) Sommerfeld А. Att>mbau und Spektrallinien, З, Aufl., Кар. 6, S. 455, 

35) Saunders. Astropbys. Journ., 1920, 51, 23. 
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этой возможностью, для гелия ввиду отсугствия остова отпадает. Нормальный эф
фект Зеемана, в том виде, как он наблюдается у этого дублета, не требует никаких 

пояснений. 

Чтобы упростить рассмотрение, сопоставим еще раз исходные и преобразован
ные значения тех квантовых чисел, которые встречаются в нашей задаче. Квантовое 
число, входящее в числитель формул серий, остается целым, и его надлежит 

рассматривать как сумму радиального квантового числа и квантового числа мо

мента импульса для внешнего электрона. Последнее не совпадает с традиционным 

азимугальным квантовым числом n, а равно n - 1/2. Радиальное квантовое число 
принимает значения (1/2, 3/2, ... ). «Внутреннее» квантовое число n1, принима
ющее различные значения для различных уровней во внутреннем магнитном поле, 

совпадает для дублетной системы с полным моментом импульса атома. В этом слу
чае п можно интерпретировать как сумму абсолютных величин моментов импульса 

остова и внешнего электрона. В случае триплета зависимость между nJ и полным 
моментом импульса сложнее. Структура дубле1i~t (триплета) определяется внутрен
ним магнитным числом т; (соответственно mi)· Его можно интерпретировать 
как проекцию среднего момента импульса валентных электронов относительно оси 

магнитного поля, связанного с остовом. Магнитное квантовое число т* (или m) 
задается проекцией среднего момента импульса валентных электронов относительно 

прямой, на которой лежит вектор поля Н. 

Выводы 

В § 1 и § 4 бьши приняты простые допущения относительно дублетных и три
плетных атомов, объясняющие кратность линий внутренними магнитными полями. 
В § 2 и § 5 исследовано поведение таких атомов во внешнем магнитном поле. 
Проведенное исследование позволяет интерпретировать всю совокупность данных 
по аномальному эффекту Зеемана в согласии с экспериментом и позволяет вывести 
формулу перехода к эффекту Пашена-Бака. Существенную физическую причину 

возникновения аномального эффекта Зеемана мы усматриваем в противоречии 

с классическим излучением (сферическими волнами). В § 3 и § 6 получены количе
ственные выводы относительно расстояний между линиями дублетов и триплетов. 

В хорошем согласии с экспериментальными данными вычислено расщепление ли

нии лития Л = 6 708 А. Получены формулы, описывающие убывание расщепления 
в ряду (з, р, d, ... ). Для отношения расстояний между линиями триплета дv12 

/ дv23 

выведена простая формула, передающая характер изменения этого отношения в ряду 

элементов: 2 : 1 для р-терма, 3 : 2 для d-терма и т. д. 
В заключение я хотел бы выразить признательность моему высокочтимому 

учителю проф. Зоммерфельду, побудившему меня выполнить эту работу, за разно
стороннюю поддержку. 



ИНТЕНСИВНОСТЬ 

РАСЩЕПЛЕННЫХ ЛИНИЙ 
И ИХ ЗЕЕМАНОВСКИХ КОМПОНЕНТ* 

СОВМЕСТНО С А. 3ОММЕРФЕЛЬДОМ 

Как известно, применяя принцип соответствия при анализе кинематических 

свойств атомных орбит, можно делать выводы об интенсивности спектральных 
линий, возникающих при изменении этих орбит. Кинематические свойства атомной 
орбиты качественно определяются характеризующими ее квантовыми числами. 

Задача об определении последних может теперь считаться решенной для больших 

групп спектральных линий, не только для простых, но и для расщепленных линий 

(дублетов, триплетов, вообще «мультиплетов~). а также для линий, расщепленных 
магнитным полем (аномальные зеемановские компоненты). 

Для простых термов достаточно иметь два квантовых числа, а именно главное 
квантовое число n (мы применяем обозначения Бора), которое определяет номер 
орбиты для терма серии, и азимутальное квантовое число k, которым различаются 
между собой термы серии (k = 1: в-терм, k = 2: р-терм, k = 3: d-терм, k = 4: 
Ь-терм). Спектроскописты, располагая линии по сериям, еще до квантовой теории 
спектральных серий устанавливали, хотя и бессознательно, значения этих двух 

квантовых чисел. Для расщепленнЬIХ термов дополнительно вводится внутреннее 

квантовое число j, которое различает между собой естественно расщепленные 
уровни одного терма, например, три уровня триплета. Для многих классов расщеп
ленных термов внутреннее квантовое число сегодня также определено. Наконец, 
зеемановское расщепление, вызванное внешним магнитным полем, различается 

четвертым - магнитным - квантовым числом т; формальная теория, разработан

ная Ланде для зеемановских термов, определяет значение т внутри отдельно взятой 

картины зеемановского расщепления. 

Указанные квантовые числа имеют следующий кинематический смысл: n ха
рактеризует (посредством содержащегося в n радиального кванта) форму орбиты 
внешнего электрона («оптического электрон~). причем равенству n = k соответ
ствует, коротко говоря, круговая орбита, а неравенству n > k отвечает эллиптическая 
орбита с тем большим эксцентриситетом, чем больше n - k. С другой стороны, 
квантовое число k кинематически сопоставляется обращению перигелия эллиптичес
кой орбиты в ее плоскости. Нормаль к этой плоскости, вокруг которой перигелий 
обращается в своем поступательном .11.пижении, мы будем называть k-осью. Вслед
ствие обращения перигелия орбита принимает форму розетки. Квантовое число j 
означает полный момент импульса мгновенного состояния атома. Ось этого мо
мента мы будем называть j-осыо. В общем слуqае она не совпадает с k-осью. 
Вокруг j-оси плоскость орбиты совершает вращение или прецессию («внутреннюю 

• Die Intensitiit der Molu'/Вcblinlon und ihrer ZeemanJшmpQnenten. (Mit А. S/Jmmelfeld). - Zs. Phys" 1922, 11, 
131-154. Перевод А.А. Сазыкина. 
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прецессию») в соответствии с тем, что j означает момент импульса атома. Нако
нец, в целом движущаяся таким образом система совершает еще вращение вокруг 

направления силовых линий внешнего магнитного поля; это направление мы будем 
называть m-осью. Такая «магнитная прецессия» определяется квантовым числом m, 
и в простейшем случае она представляет собой ларморовскую прецессию. 

Для частот обращения этих четырех движений, приходящихся на единицу 
времени, мы введем обозначения 

Соответствующие угловые скорости, т. е. умноженные на 21Г частоты обращения, 
мы будем обозначать символами 

Они расположены здесь в порядке убывания величин, так что всегда Оп ~ ok, 

ok ~ Oj и в общем случае также Oj ~От. Если последнее условие в исключительно 

сильных полях нарушается, то появляются особенности (эффекты Пашена-Бака), 
к которым мы вернемся в § 3. В нашем собственном рассмотрении интенсивностей 
зеемановских линий в § 6 и § 7 мы ограничимся только слабыми полями, так что там 
будет выполняться условие От~ Oj· Существующие в общем случае соотношения 
между величинами позволяют нам рассматривать каждое из этих движений как 
бесконечно медленное по сравнению со следующим движением, в соответствии 
с методом последовательных приближений по теории возмущений. 

Заметим между прочим, что по общим правилам механики частоты обращения v 
можно вычислить, дифференцируя орбитальную энергию по соответствующему 

квантовому числу. Поскольку, как бьшо сказано выше, энергия термов как функций 

квантовых чисел во многих случаях определяется из опыта, частоты v, а значит 
и связанные с ними равенством о = 21Гv угловые скорости о, можно считать 

известными. Однако их более точные значения в дальнейшем нам не потребуются. 

Не потребуются нам и более точные представления об атомных орбитах, име
ющих модельное происхождение; для дальнейшего изложения достаточным будет 

приведенное выше общее кинематическое описание. Мы имеем возможность при
менять одну и ту же схему для рассмотрения дублетных и триплетных систем (в более 
общем случае: четных и нечетных спектров), тогда как точная модельная теория 
при рассмотрении этих двух систем должна исходить из совершенно различных 

предпосьmок. Поскольку вопросы интенсивности носят в основном качественный 

характер, наши результаты во многих случаях не будут зависеть от количественных 

деталей. Например, для нас несущественно, будем ли мы приравнивать момент 
импульса для спектральных серий прямо азимутальному квантовому числу k или же 
k* = k - 1/2, как этого требует для дублетных систем магнитооптическая модель, 
предложенная Гейзенбергом. 

§1 
Общие сведения о движении и его Фурье-представлении 

Строго говоря, при вычислении излучения атома в классической теории 

следовало бы рассматривать полный электрический момент, т. е. сумму координат 

всех электронов атома. Если же, несмотря на это, мы говорим лишь о координатах 
одного «внешнего» электрона, то только потому, что имеем в виду наблюдения 
в видимой части спектра. Движение других, внутренних и потому сильнее связанных 

электронов, относится к рентгеновским линиям по принципу соответствия таким 

образом, как движение внешнего электрона к видимым линиям. Поэтому нам, 
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по-видимому, можно ограничиться видимой областью спектра, оставив в стороне 
движение внутренних электронов. . 

Движение внешнего электрона мы будем считать в первом приближении 

плоским. В плоскости орбиты мы введем ортогональные координаты{, 1/· Если бы 
орбита бьша строго периодической, например, эллиптической, то при объединении { 
и 1/ в комплексную переменную мы имели бы: 

(1) 
s=-oo 

Целое число s представляет по принципу соответствия квантовые скачки Лn. 
Коэффициенты ряда Фурье а8 суть комплексные постоянные. 

В действительности, в общем случае структуры атома орбита будет не строго 

периодической, и ее перигелий будет вращаться с угловой скоростью Ok. Можно 
предполагать, что возмущающие силы со стороны электронной оболочки малы 

по сравнению с притяжением к ядру, откуда следует (см. введение) 

Ok ~ On· 

Для возмущенного, как и для первоначального периодического, движения азиму

тальная координата является циклической, так что для нее справедлива теорема 

площадей. При дополнительном предположении о центральном характере возму
щающих сил доказательство теоремы не представляет затруднений. 

Но и без этого особого предположения цикличность азимута обеспечивается 

уже самим существованием азимутального квантового числа k; его введение обо
сновывается именно цикличностью азимута. Оrсюда также следует равномерность 
вращения перигелия. 

Соответственно этому вместо формулы ( 1) имеем 

(2) 

Перейдем от системы {1/ к системе xyz. Осью z пусть будет «ось j», (} 
пусть означает угол между ней и нормалью к плоскости орбиты, т. е. нашей 

«осью k» (см. введение). Ось у мы направим по оси 1/· Тогда формулы преобразо
вания будут гласить 

х = { cos 8, у= 1/, z = { sin 8. (3) 

Оrсюда следует 

х + iy = { cos (} + i'ГJ. (За) 

Теперь плоскость орбиты, т.е. плоскость {1/, в системе xyz будет не закреплен
ной, а вращающейся вокруг оси z с угловой скоростью о; («внутренняя прецессия»). 
Поэтому формула (За) преобразуется к виду 

х + iy = eio;t({ cos (} + i'ГJ). (Зб) 

Мы предполагаем, что (см. введение) 

Это значит, что истинное возмущение мало отклоняется от центрального, и это 

сКазывается в том, что расщепление в тонкой структуре линий (например, в ду
блетной или триплетной структуре), выраженное в волновых числах, будет мало 
по сравнению с разностью волновых чисел линий разных серий. 
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Поскольку j означает момент импульса всего атома (см. введение), ддя атома 
в отсутствие сил строго выполняется теорема площадей относительно оси j, в свою 
очередь, это оправдывает введение квантового числа j. Поэтому вращение вокруг 
оси j происходит равномерно, как указывает уравнение (3б). Если, с другой 
стороны, атом находится во внешнем силовом поле, например, магнитном, то все 

сказанное выше остается приближенно справеддивым до тех пор, пока внешнее 
поле продолжает быть достаточно слабым по сравнению с возмущающими силами, 
влияющими на внутреннюю прецессию. 

Отделяя в формуле (2) вещественную и мнимую часть, мы получаем 

~ = ~ (~::: a8ei(so.+01)t + L a8 e-i<•o.н1>t) , 

11 = ;i (L a 8ei(so.+ok)t _ L iise-i(so.+ok>t) . 
(4) 

При этом а, означает величину, комплексно сопряженную а8 • Подставляя значе

ния (4) в формулы (3б) и (3), мы получаем сначала 

+ 
. _ io;t { COS 8 + 1 """"' i(so.+o1)t + COS 8 - 1 """"' - -i(so,+o1)t} 

х iy - е 
2 6 а,е 

2 6 а,е , 
(5) 

z = si~ в { L a,ei(•o.+01)t + L а,е -i(so.+01)t}. 

Эти формулы можно ддя удобства записать в виде двойных сумм: первое сумми

рование производится по s в пределах от -оо до +оо, причем мы используем 
равенство 

второе суммирование совершается по индексу r в сомножителе 

причем индекс r принимает только два значения r = ±1. Вместо формул (5) мы 
теперь получаем 

+оо +1 

Х + iy = L s Lr' Cs,rei(so.+ro1+o;)t' 

-оо -1 

+оо +1 
(6) 

z = ~ s ~r' ds,rei(so.+ro1)t. 

-оо -1 

Знак ' во второй сумме указывает на то, что значение r = О следует исключать. 
Вновь введенные коэффициенты с и d, как показывает сравнение формул (5) и (6), 
имеют следующие значения: 

1 +cos8 
Св,1 = 2 а,, 

sin8 
ds,1 :::: -2-аа, 

1 - cosO 
Cs,-1 :::: -

2 
ii_" 

sin8 
ds,-1 :::: -

2
-ii_,, 

(7) 

Перейдем теперь к третьей системе координат, которую мы назовем XYZ. 
Осью Z пусть будет «ось m», т. е. направление маrнитных силовых линий. Угол 
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между ней и осью j пусть будет е. Ось У мы направим по оси у. Формулы 
преобразования теперь принимают вид 

х = ж cos е - z sin е, 

У=у, (8) 
z = ж sin е + z cos е. 

Таким образом, сначала имеем 

Х + iY = ж cos 0 + iy - z sin 0. (8а) 

Рассмотрим теперь «магнитную прецессию•, вследствие которой весь атом, 
в частности ось j, прецессирует с постоянной угловой скоростью От вокруг оси Z. 
Равномерность прецессии следует из однородности магнитноrо поля. Поэтому мы 
заменим формулу (8а) на 

Х + iY = еi"•'(ж cos 0 + iy - z sin 0). (86) 

Из первого уравнения ( 6), после того как мы оrделим вещественную и мнимую 
часть, следует 

Если мы подставим это и значение z из уравнений (6) в формулы (86) и (8), то 
получим 

х + iY = eio"t { 1 + ~os е Е s L:' rc,,,ei(lo.+ro.+o;)t -

- 1- cos е ""8"'""' r'ё e-i(10.+ro.+o;)t_ sin е ~ 8 ~ r' d ei(•o.+rot)t} 
2 ~ ~ ч ~ ~ ч ' 

z = sin0 ""В~ r'{c ei(so.+ro.+o;)t + ё e-i(lo.+ro.+o;)C} + 2 .t...J L..,, 1,r 1,r 

+ cos е L: , L: r' d,,reФ0·+"0•)t. 

Упростим эти формулы, введя тройные суммирования, а именно кроме сумми
рований no в и r также суммирование по q. Именно, представим 

1 e-io;f 

' 
в виде 

eiqo;t, +1 О 1 q= ' ,- ' 
Соответственно этому мы можем написать 

+оо +1 +1 
Х + iY = ~ в ~ r' ~ qC eФo.+ro•+'lo;+o,,.)t L..,, L..,, L..,, 1,r,q 1 

-оо -1 -1 

+оо +1 +1 
(9) 

z = L 8 L: r' 2::: qD,,r,qi(•o.+ro.+qo;)t. 

-оо -1 -1 
4 Зак. 6 
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Введенные здесь коэффициенты С и D имеют следующие значения 

1 + cos е 1 - cos е 
Cs,r,q = 2 C1,r1 Cs,r,O == - sin ed,,r, Cs,r,-1 = - 2 С-в,-r, 

sin6 
Ds,r,I = -

2
-c,,r, D,,,,o = cos 6d,,,, 

sine 
Ds,r,-1 = -

2
-c-s,-r· 

(10) 

Уравнения (6) и (7) дают в общем смысле решение задачи об интенсивности для 
структуры линий в отсутствие поля. Равным образом уравнения (9) и (10) содержат 
утверждения, которые можно делать относительно интенсивности в картинах 

магнитооптического расщепления. 

§2 
Правила отбора для КВ811ТОВЫХ чисел k, j, т 

Хорошо известно, каким образом Бор получил из формулы (2) правило отбора для 
азимутального квантового числа k. В то время как для «n-движения» в формуле (2) 
имеются все обертоны, т. е. члены с показателями isont, для «k-движения» остается 
только основное колебание с показателем iokt. Поэтому, по принципу соответствия, 
главное квантовое число может изменяться на любые значения дn = s, а связанные 
с ними изменения азимутального квантового числа ограничены значениями дk = ± 1. 
При этом значение дk = -1 следует понимать в том смысле, что знаки перед i 
в правой и левой части формулы здесь должны стать противоположными. 

К группам (рр') и (dd') в щелочноземельных металлах и к аналогичным группам 
в сложных спектрах, на первый взгляд составляющим исключение из этого правила 

отбора, мы вернемся в § 4. 
Точно таким же образом мы получим из формулы ( 6) правило отбора для внутрен

него квантового числа j. Для j-движения в х + iy или в комплексно сопряженную 
величину x-iy входят экспоненты с показателями ±iojt, а по z j-движение вообще 
не происходит. То же самое мы скажем, если ограничим введенный в формуле (9) 
индекс q значениями + 1, О, -1. Из принципа соответствия теперь следует такое же 
ограничение для квантового скачка дj: он может принимать только значения ± 1 
и О. Правило отбора для внутреннего квантового числа вместе с отличием его от пра

вила отбора для азимутального квантового числа, найденное первоначально чисто 
эмпирическим путем из структуры линий побочной серии, становится теперь само 
собой разумеющимся по соображениям кинематики. Мы могли бы добавить к этому 

и правило поляризации (компонента дj ==О колеблется параллельно, компоненты 
дj = ±1 .колеблются перпендикулярно оси j), но проверить это при пространствен
но неопределенном в случае отсутствия поля положении оси j было бы невозможно. 

Весьма поучительно, что нарушение правила отбора для внутреннего квантового 
числа, а именно реализация Пашеном и Баком запрещенных линий в сильном 

магнитном поле 1>, могло бы быть предсказано с помощью нашего уравнения (6), 
основанного на принципе соответствия. Как уже было отмечено в предыдущем 
параграфе при выводе этого уравнения, магнитное поле, которое нельзя считать 
слабым по сравнению с силами, вызывающими внутреннюю прецессию, будет 
нарушать равномерность этой прецессии. Но тогда в уравнении (6) наряду с экс
понентами, содержащими в показателе io;t, появятся общие дополнительные 
члены iqo;t с q > 1. По принципу соответствия тогда будут также возможны 
переходы при дj > 1, т. е. правило отбора для j будет нарушено. Примечателен 
в этом отношении также наблюденный Пашена и Баком факт, что переход дj == 2 
реализуется легче, а именно при меньших магнитных полях, чем переход дj = 3. 

I) Paschen F., Васk Е. ZeemanjubШiumsheft. Physica, 1921, 1, 261. 
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Бор указал на это еще в дополнении 2> к докладу в 1921 г. Позже он 
объяснил также причину того, что именно магнитное, а не электрическое, поле 
способно реализовать запрещенные линии. Электрический центр, т. е. средняя 
точка приложения электрической силы во время розеточного движения электрона 

в плоскости орбиты, совпадает с ядром. Таким образом, плечо электрической 
силы в среднем равно нулю; поэтому электрическая сила не создает вращательного 

момента и ·не Йзменяет положения плоскости орбиты - в противоположность 
магнитному полю, которое вызывает в первую очередь прецессию плоскости орбиты. 

Мы приходим, наконец, к правилу отбора для магнитного квантового числа т, ко
торое содержится в уравнениях (9). Поскольку частота Om входит в них совершенно 
таким же образом, как частота о; в уравнения (6), то и правило отбора ддя т фор
мально совпадает с правилом отбора ддя j: разрешаются только квантовые переходы 
с дm = ±1 и О. Это правило также было прежде постулировано эмпирически в тео
рии Ланде, относящейся к аномальным эффектам Зеемана; теперь же оно становится 
самоочевидным по кинематическим соображениям в духе принципа соответствия. 

Однако при изменениях магнитного квантового числа т и внутреннего кванта j 
существует различие в поляризации: компоненты, принадлежащие переходу дm =О, 
поляризованы по оси Z, т. е. по направлению силовых линий, а компоненты, 
принадлежащие переходам дm ± 1, в поперечном эффекте поляризованы перпен
дикулярно силовым линиям, в продольном же эффекте поляризованы по кругу. 

Такая поляризация может быть хорошо доказана опытом, так как направление 
силовых линий в пространстве известно. 

Имеется еще одно отличие между правилами отбора ддя т и j: первое выполня
ется строго даже в самых сильных магнитных полях, второе, как мы видели, в конце 

концов нарушается. В действительности, мы обосновали равномерность магнитной 
прецессии, из которой следует правило отбора ддя т, только однородностью маг

нитiюго поля (ер. переход от уравнения (8) и (8б)), а эта однородность при усилении 
магнитного поля сохраняется. Если бы мы захотели нарушить также магнитное пра
вило отбора, то нам пришлось бы, в противоположность ситуации для j, приклады
вать не магнитные, а электрические поля, например, перпендикулярно направлению 

однородного магнитного поля. Эти поля сделали бы прецессию неравномерной и по
том:; ;~ализовали бы переходы, соответствующие дm > 1. Указания на такие пере
ходы, как известно, имеются на сделанных Пашеном и Баком З) в 1912 году снимках 
бальмеровских линий, на которых видны многочисленные магнитные линии. 

§3 
Дополнительные правила Ланде, 3811рещающие нереходы О ._ О 

для в11уrрен11его и маmит11ого квантового числа 

В то время как переход дj = О по правилу отбора ддя внутреннего квантового 
числа в общем случае разрешен, он запрещен, если j = О. Это и есть первое 
из дополнительных правил Ланде. Второе гласит: переход О --+ О по магнитному 
квантовому числу запрещен, если одновременно дj = О (при этом само число 
необязательно должно быть нулем). 

Оба дополнительных запрета подтверждаются опытом, в частности, первым 
из них объясняется выпадение линии Sp3 из спектра щелочноземельных металлов 
и аналогичных им элементов. Мы покажем, что эти запреты действительно следует 
ожидать из принципа соответствия. 

2> Вohr N. Zs. Phys., 1922, 9, 27. 
з) Paschen F., Back Е. Ann. Phys" 1912, 39, 897, таблица VШ, рис.4. 

4* 
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В первом случае полный момент атома j равен нулю как в начальном, так 
и в конечном состоянии. Следовательно, положение оси j совершенно не опре
делено. Поэтому неопрt(деленной будет и интенсивность линии, которая, как мы 
подробнее покажем в следующих параграфах, зависит от угла 8 между осями j и k. 
То же самое можно сказать и о поляризации этого хотя и ненаблюдаемого, но фи
зически обязанного существовать единичного процесса. Мы можем сказать вместе 
с Ланде: Вследствие условия Лj = О испущенный свет должен быть поляризован 
параллельно оси j. Но эта ось лишена физического смысла. Значит, испускание 
света также теряет физический смысл. 

Что касается второго дополнительного запрета, то он получается в качестве 
особого случая при нашем общем расчете интенсивности зеемановских компонент 
в § 6, - см. также § 7, замечания по уравнению (20). Поэтому он представляет 
собой необходимое следствие принципа соответствия. 

Мы уже подчеркивали особо эти запреты по следующей причине: запрет 
перехода О --+ О по внутреннему квантовому числу вместе с его объяснением 
по принципу соответствия несомненно показывает, что внутреннее квантовое число, 

как впервые обqсновал Ланде, означает полный механический момент импульса атома. 
С другой стороны, если определить по методу Штерна и Герлаха магнитный момент 
в состоянии с известным j, то можно будет проверить, выполняется ли классическое 
соотношение между магнитным и механическим моментом. Такая проверка имеет 
решающее значение для современного развития атомной физики. 

Другая причина, по коТорой дополнительный запрет перехода О --+ О имеет 
фундаментальное значение для внутреннего квантового числа, заключается в том, 

что этот запрет позволяет нормировать абсолютные значения числа j, которое 
иначе определялось бы лишь с точностью до аддитивной постоянной. Это можно 

показать на примере спектра хрома 4). 

§4 
И11те11сивность естественных, 

магнитно не расщепленных структур линий 

В общем случае интенсивности определяются в согласии с принципом соот

ветствия как коэффициенты Фурье S). В простейшей форме коэффициенты Фурье 
содержатся в уравнении (2), где они имеют обозначение а8 • Они определяют меру 
для силы последовательных линий рассматриваемой серии. Для орбит, не проника

ющих во внутренние области атома и потому имеющих приближенно форму полных 

эллипсов, а8 можно было бы вычислять подобно тому, как Бессель вычислял ана
логичные коэффициенты для планетарных орбит (происхождение бесселевых функ
ций!), а Крамерс в своей диссертации - для водородных эллипсов. Однако нас эти 
коэффициенты здесь не интересуют, потому что (вследствие условий возбуждения) 
они не допускают хорошего сравнения с опытом. Наша проблема касается скорее 
отношения интенсивностей внутри некоторой группы линий, соответствующей при 

данном Лп = s и данном Лk различным значениям 15..j и j б). Коэффициенты 

4
) Giese/er. Diss. Tiiblngen; Sommeife/d А. Ann. Phys., 1923, 70, 32. 

s) При этом появляется трудность, характерная для принципа соответствия: следует ли рассматривать 
ряды Фурье для начального или конечного терма или же для некоторой усредненной промежуrочной ор
биты? Для нас решение этого вопроса не имеет значения, так как наши выводы, носяшие более качествен
ный характер, в основном одинаковы как для начальной, так и для конечной или промежуrочной орбиты. 

б) Мы условимся понимать под Л разность межцу начальным и конечным значением соответствующего 
квантового числа, приписывая таким образом убыванию квантового числа положительный знак. Поэтому 

главная серия (переход р -> в) соответствует разности Лk = + 1, 2-я побочная серия (переход в -+ р) 
имеет Лk = -1. 
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Фурье, которые при этом необходимо рассматривать, в уравнениях (6) и (7) имеют 
обозначения Cs,r и ds,r· Коэффициенты а8 , содержащиеся в уравнениях (7) в виде 
множителей, при вычислении отношения интенсивностей сокращаются. 

Рассмотрим, во-первых, группу линий, удовлетворяющую обычному правилу 
отбора для k, и положим дk = + 1. В силу правил отбора для j мы должны 
различать три случая: 

{
д~=+l, 

дk=+l, д3=0, 

дj = -1. 

Для дублетов последний переход отпадает; для составных триплетов и тем более для 

мультиплетов в сложных спектрах многократно появляются отдельные переходы, 

соответствующие различным значениям j (при постоянном дj). 
Коэффициенты Фурье, сопоставляемые двум первым переходам по принципу 

соответствия, можно взять прямо из уравнений (6) и (7). Следует положить 
r = дk = + 1, а значение s = дn оставить произвольным, используя для дj = + 1 
первое, для дj =О второе из уравнений (6). Тогда в соответствии с уравнениями (7) 
искомые коэффициенты примуг вид 

l+cos8 2 8 
Cs,I = 

2 
as = cos 2as, 

sin 8 8 8 
d8 ,1 = -

2
-as = sin 2 cos 2а8 • 

дj = +1: 
(11) 

Лj =.О: 

Для дj = -1 следует найти коэффициенты при слагаемом Фурье 

Это слагаемое входит в первое из уравнений (6) при замене +i на -i, +s 
на -s и значении r = -1. Поэтому с учетом значения с,,_ 1 в уравнениях (7) 
соответствующий коэффициент будет 

1-cos8 
ё-s,-1 = - 2 а •. 

Тем самым в завершение уравнений (11) получается 

дj = -1: 
1-cos8 . 2 8 

ё-s,-1 = -
2 

as = - SШ 2as. 

Для вычисления соответствующих этим трем колебаниям интенсивностей 
назовем их J+1 • J0 и J_1 - мы возьмем произвольное направление линии 
наблюдения w и дополним его двумя перпендикулярными к нему осями и, v. 
Таким образом, мы получим ортогональные системы координатных осей xyz 
и uvw, повернугые относительно друг друга на произвольный угол. Для вычисления, 
например, J+ 1 мы возьмем в нашем первом колебании компоненты х и у по и 
и v - компоненты по w в излучении не участвуют, - образуем 

и усредним по всем положениям и, v, w. Мы легко находим 

2 2 2 48 2 
J+1 = 3lcs,1 I = 3 cos 2lasl , 
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а также 

2 - 2 2 . 40 2 
J_1 = 3\c-s,-1\ = 3 sin 2\as\ . 

При вычислении Jo мы должны учесть, что во втором уравнении (6) два сопряжен-
ных члена 

содержат одну и ту же частоту и потому приводятся к одному члену; далее, здесь 

необходимо еще образовать сред11ее по времени. Окончательно получаем 

1 2 4 28 28 2 
Jo = 3\2d,,1I = 3 cos 2 sin 2la,I . 

Таким образом, отнощение интенсивностей задается пропорцией 

. 48 • 28 28 . 48 
J+l : Jo: J1 = COS 2: 2 Stn 2 COS 2; Stn 2 (12) 

Следует, пожалуй, обратить внимание на то, что уrол 8 принимает в каждом 
из трех членов нашей пропорции свое собственное значение. Даже если речь идет 
о переходах с одного и того же начального уровня, конечные уровни будут различны
ми. Тогда в качестве 8 следует рассматривать угол между осями j и k в трех различаю
щихся одно от другого промежуточных состояниях (см. начало этого параграфа). Со
вершенно аналогично обстоит дело дJIЯ перехода на один и тот же конечный уровень. 

Рассмотрим, во-вторых, переход дk == -1 дJIЯ трех случаев 

{ 

дj = -1, 
дk = -1, Дj = о, 

дj = +1. 

Коэффициенты Фурье дJIЯ первых двух случаев следует брать из уравнений (6), 
полагая r = 1 и заменяя +i, +s на -i, -s: 

I+cos8_ 
ё_,,1 = 2 а_,, 

- sin (J 
d-1,I = -2-а_,. 

Третий коэффициент Фурье мы получаем из уравнений (6), полагая r ::::: -1 
и заменяя s на -s: 

1 - cosfJ 
C-1,-I = -

2 
а_,. 

Отсюда дJ1Я усредненных интенсивностей имеем 

48 . 28 28 . 48 
J _ 1 : J0 : J _ 1 = cos 2 : 2 s1n 2 cos 2 : stn 2. (13) 

Следует обратить внимание на то, что по сравнению с формулой (12) члены 
пропорции (13) здесь расположены в обратном порядке. 

В-третьих, мы рассмотрим переход дk = О, противоречащий правилу отбора 
для азимутального квантового числа. Он наблюдается в спектрах Са и Sr дJIЯ 
комбинаций (рр') и ( dd'), дJIЯ которых формаnьное объяснение было дано Р. Гётце 
по методу внутреннего квантового числа, а углубленное модельное объяснение, как 
мы узнали из устного сообщения, было получено И. Франком на основе новой 
модели атома Бора. В спектрах Mn и Cr также имеются аналогичные, но более 
усложненные структуры. 



ИНТЕНСИВНОСТЬ PACЩEIUIEHHЫX ЛИНИЙ И ИХ ЗЕЕМАНОВСКИХ КОМПОНЕНТ 39 

Два таких терма, как пр, пр', при равном азимуrальном квантовом числе 
и приблизительно одинаковой орбите внешнего электрона различаются, очевидно, 

строением атомного остова. Поэтому здесь мы должны рассматривать кроме внеш
него электрона еще один внуrренний элекrрон атома, разлагая его движение в ряд 

Фурье. Тогда в уравнении (2) появятся дополнительные члены, которые не мoryr 
быть написаны без некоторого произвола. Поскольку орбиты внешнего и внуrренне
го электронов располагаются в разных плоскостях, к уравнению для величины { + i11 
(которую теперь следует представить в виде Е ~ +i Е fJ) добавится перпендикуляр
ная плоскости {71 (-компонента движения, обусломенная частично орбитой вну
треннего электрона, частично связью меЖдУ внутренним и внешним электронами. 

Некоторые соображения (усреднение по розетке внешнего электрона, различие 
меЖдУ колебаниями, которые принадлежат внутреннему электрону как таковому 
и после отделения внешнего электрона приводят к искровому спектру, и колеба

ниями, которые становятся возможными только при участии внешнего электрона) 
заставляют нас предположить, что главными в разложении будуr не содержащие 0 11 
члены по (-компоненте. Пусть их коэффициент Фурье будет Ь. Совершая преобра
зование (3), теперь с учетом (-компоненты, мы получаем коэффициенты главных 
членов нашего разложения (6) для ж + iy и z в виде 

дj = ±1: 

дj=О: 

с=ЬсоsО, 

d = Ьsin 8. 

Огсюда для интенсивностей J0 , J+1, J_1 трех переходов 

{ 

дj =0, 
дk=О, дj=+l, 

дj =-1 

получается пропорция 

(14) 

(15) 

Мы опять изменили порядок следования по сравнению с (12) и (13), всегда 
остамяя на первом месте наибольшую интенсивность (в предположении малости 
угла IJ, которое еще следует обсудить). Таким образом, мы формулируем следующее 
праttило интенси(lностей. 

Самыми сильными будут те переходы по внутреннему квантовому числу, которые 
происходят парамельно с переходами по азимутальному квантовому числу (равнона
праменные переходы); интенсиttность становится тем слабее, чем сильнее отличается 
направленность одного перехода от направленности второго (более или менее разнона
правленные переходы). 

Это правило уже было выведено ранее из эмпирических данных по интенсивнос-

тям 7>. Тот факт, что оно является следствием из полученных выше формул, будет 
показан в следующих параграфах. 

§5 
Проверка правила интенсивностей на опыте 

Наши формулы для интенсивностей (12), (13) и (15) дают ясное распределение 
их по величине, когда угол О мал (правильнее сказать: •углы (} малы•, ибо каждый 

7> Sommelfild А. Atomьau und Spektrallinien. Э. лип. Вraunschweig, 1922. S. 447. - Русский перевод: 
Зоммерфельд А. Строение атома и спектры. М., Гостехиздат, 1956. 
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переход имеет свой собственный угол fJ). В этом случае правые части формул (12), 
(13) и (15) принимают вид 

1 1 
l : -82. -82 2 . 2 . (16) 

Таким образом, возникает воnрос, когда угол fJ, т. е. наклон оси j относительно 
оси k, становится малым. Полный момент импульса складывается (и притом 
в общем случае векторно!) из момента невозбужденного атома (j0) и момента 

возбуждения (j1) 8>. Последний по существу равен азимутальному квантовому 
числу k. Следовательно, если число k будет большим по сравнению с jo, то k 
образует главную составную часть j, и ось j почти совпадает с осью k. 

I. Мы ожидаем, следовательно, что наше правшю интенсивностей вьтолняется 
более отчетливо для термов с большим числом k - для d-, Ь-, ... термов, но при 
малом k оно, наоборот, проявляется меньше. Мы сейчас увидим, что этот вывод 
полностью подтверждается на опыте. 

Угол 8 становится малым также и в том случае, когда условие k ~ j 0 хотя 
и не выполняется, но jo и j 1 (или k) складываются алгебраически, а не Векторно. 
Это имеет место для основного уровня каждого терма и для уровня с наибольшим 
внутренним квантовым числом, который вместе с тем - по крайней мере 

в обычных дублетных и триплетных системах - в общем случае является самым 
высшим уровнем, отвечающим наибольшему значению терма. 

11. Мы ожидаем, следовательно, что наше правило интенсивностей оправдывается 
для ра311ичных уровней терма неодинаково, лучше всего для уровня с наибольшим j, 
а при меньших j оно начинает терять силу. Эrо также подтверждается опытом. 

а) Триплеты, Лk = ±1. Проверим наше утверждение 1 сначала для триплетных 
систем. Для комбинаций (pd) 1-й побочной серии Са, например 2p-4d, мы 
находим в справочнике Кайзера следующие данные об интенсивностях ( lO -
сильная интенсивность, О - слабая): 

J+I : Jo : J_, = 10: 8 : 4. 

Здесь мы имеем хорошо известну)о структуру составного триплета. Переход Лj = + 1 
встречается трижды, а именно между термами 9> dз -+ Р2, d2 -+ р1 , d1 -+ Ро· Эrо 
дает «главные линии» структуры общей интенсивностью 10. Переход Лj =О встре
чается дважды, именно при d2 -+ р2 и d1 -+ р1 • При этом получаются «сателлиты 
первого порядка», и оба они имеют меньшую интенсивность 8. Переход Лj = -1 
дает «сателлит второго порядка», имеющий наименьшую интенсивность. Поскольку 
в 1-й побочной серии Лk = + 1, главные линии соответствуют равнонаправленным, 

В) Когда невозбужденному состоянию атома ~чает в-орбита (k = l), следовало бы полагать ji = k- 1. 
Это имеет место в действительности в ТРИПЛетных системах (в более общем случае - в •нечетных систе
мах.). Напротив, для дублетных систем (вообще для «четных систем•) кажется естественным полагать 
j1 = k* = k - 1/2. См. по этому поводу цитированную работу Зоммерфельда (Sommeifeld А. AtomЬau 
und Spektrallinien. 3.Aufl.). Эти различия, очевидно, несущественны для нашеrо более качественного 
рассмQТРения интенсивностей. 
9> Мы обозначаем здесь термы, добавляя к ним индекс, равный ВНУТРеннему квантовому числу, и хотя 
это обозначение не совпадает с обычным, мы хотели бы рекомендовать ero для общеrо применения. 
Тогда вместо обычно обозначаемых термов d 1 ,d2,dз мы получим dз,d2,d1 ; вместо прежних Р1,J12,Рз 
мы напишем р2,р1,РО· В новых обозначениях линии Di, D2 принадлежат термам р1 ,р2, а не р2,р1, как 
раньше. При этом способе обозначений индексы, ранее имевшие чисто условный характер, приобретают 
важное физическое значение и позволяют получать непосредственно представление о возможных 
комбинациях. 
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а сателлиты противоположно направленным переходам, причем направление изме

нений k и j для сателлита второго порядка больше, чем для сателлитов первого 
порядка. Таким образом, наше правило интенсивностей впервые теоретически 
объясняет противоположность между сателлитом и главной линией. 

Интенсивности триплетной серии Берrмана, к сожалению, не измерены. В со
ответствии с (1) мы ожидаем, что здесь различие между главными линиями и сател
литами будет выражено еще сильнее, чем в 1-й побочной серии, потому что азиму
тальное квантовое число начального и конечного терма здесь на 1 больше, чем там. 

Мы возвращаемся к главной серии и 2-й побочной серии, т. е. к комбина
циям ( sp). Здесь следует прежде всего заметить, что градация по интенсивности 
в главной серии для триплетных линий Р2 -+ в, р 1 --+ s и р0 --+ в, дk = + 1, будет 
такой же, как во 2-й побочной серии для (обращенных) линий в--+ р2 , s --+ р1 , 
s --+ ро, дk = -1. Это непосредственно следует из нашего правила о равнонапра
вленных и разнонаправленных переходц, согласно которому интенсивности зависят 

не от самого направления перехода по j, а только от его сортношения с направлени
ем перехода по k. Мы сошлемся также на уравнения.12) (главная серия, дk = +1) 
и (13) (2-я побочная серия, дk = -1). которые воспроизводят оба эти ряда по ин
тенсивностям в соответственно обратном порядке по кваН'ГОвым переходам дj. 

Для численных значений мы находим у Кайзера, например, для Са 2р--+ ls 
(2-я побочная серия): 

J_1 : Jo : J+1 = 10: 10: 8. 

Фогт приводит в качестве типичного значения для эффекта ~емана в кислороде 
3 : 3 : 2. Это незначительное убывание интенсивности полносrью соответствует 
утверждению 1, принимая во внимание малые начальные и конеЧные значения k. 

б) Дублетьt, Лk = ± 1. Из дублетов щелочных металлов :мы выбеRе:м дублет Cs, 
разделенный самым широким промежутком. В данных Кайзера для глапной и .2-й 
побочной серии имеются колебания как взаимные, так и в зависимости от номера 

члена (см. также исследования Фюхтбауэра и Рождественского). Для 1-й побочной 
серии мы находим, например, следующие данные: 

J1 : Jo = 9 : 6 2p-Sd 
8 : 2 2p-6d, 2р-7 d. 

Наиболее характерные данные К. Майснера 10> о берrманопских сателлитах С,: 

J1 : Jo = 10: 2 3d-5Ь, 3d-6Ь. 

Здесь, как и в предыдущих пропорциях, первое число относится к двум главным ли
ниям Ь4 --+ dз и Ь3 -+ d2 составного дублета, второе - к единственно существующим 
сателлитам Ьз --+ d2. Полагая по предыдущему примеру с D2: D1 соответствующее 
отношение интенсивностей для главной' серии равным приблизительно 2 : 1, мы 
получаем для масштаба уменьшения угла IJ и для оценки справедливости нашего 
утверждения ( 1) шкалу: · 

2:1 4:1 5:1 
главная серия 1-я побочная серия серия Берrмана 

в) Мульти1111еты, дk = ±1. Утверждение 11 мы можем проверять только 
на "мул~.типлетаv запутанных спектров Cr и Mn, потому что только там имеется 
необходимое количество сравниваемых и полностью идентифицированных уровней 

IO) Л111issner К. W. Ann. Phys" 1921, 65, 378. 
3 Зак. 6 
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в термах, когда как, например, дЛЯ составных триплетов только один триплет 

является полным, а два других - оборванными. Сопоставление линий и данные 

по интенсивностям мы возьмем из работы Каталана 11), объяснение и обозначения 12) 

линий соответствуют цитированной работе Зоммерфельда. 
Из спектра Cr мы рассмотрим мультиплет типа (PD) при >. от 525 до 541 нм 

и типа (DB) при >. от 388 до 394 нм. Данные в таблице расположены так, чтобы 
из них можно было видеть структуру групп линий, соответствующую правилу отбора 
для внутреннего квантового числа 

D4 Dз D2 D1 Do 

Рз 8 6 4 
Р2 7 7 6 
Р1 5 6 6 

Bs В4 Вз В2 В1 

D4 40 20 6 
Dз 25 20 6 
D2 20 20 6 
D1 20 15 
Do 12 

Наиболее выражен спад интенсивности для J+1 : J0 : J_1, как мы ожидали согласно 
утверждению 11, в верхней строке схемы (DB); он постепенно ослабляется при 
переходе к нижним строкам. В верхней строке схемы (PD) спад интенсивности 
также выражен отчетливо, хотя, в соответствии с утверждением 1, не так сильно, 
как в схеме (DB); в нижних строках схемы (PD) он постепенно исчезает, пока 
не начинает происходить в обратном порядке. 

Приведем еще соответствующие схемы для Mn. Здесь для внутренних квантовых 
чисел известны не абсолютные, а только относительные значения. Поэтому мы 

введем для индексов обозначение х, х+ 1 и т. д. Противоположное обозначение р, d; 
D, В обосновывается наличием интеркомбинационных линий между двумя систе
мами термов, аналогичных соответствующим линиям в спектре щелочноземельных 

металлов. 

dнз dн2 dx+I d" dx-1 

Pz+2 10 9 7 
Рн1 g! 8 7! 

2 2 

Pz 7! 8 8 2 

Вz+з Вх+2 Bx+I В" Вх-1 Вх-2 Вх-з 

Dx+2 10 3 1 
Dz+i 9 6 2 
Dz 8 5 2 

Dx-1 5 6 2 
Dz-2 4 4 2 

11 > Catalan М.А. Philos. Trans., 1922, 223, 127. 
12

) С тем различием, что индексы термов там записываются в обычном тогда порядке, а здесь 
соответствуют внуrренним квантовым числам. 
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Весьма характерным здесь является сильно выраженный спад интенсивности 
в верхней строке схемы (DB), постепенно ослабляющийся при переходе вниз 
по строкам. То же самое происходит в схеме (pd), но в более слабой степени, как 
это должно быть в соответствии с уrверждением I. 

г) Щелочноземельные металлы, хром, марганец, дk =О. Перейдем теперь к ком
бинациям (рр'), ( dd'), Лk = О в спектрах щелочноземельных металлов. Равно
направленными здесь являются переходы Лj =О, стоящие на диагонали нашей 
схемы; переходы Лj = ±1 в одинаковой степени различаются по направлению. Для 
вторых переходов интенсивности должны быть, по нашим ожиданиям, одинаковы
ми, но ослабленными, для первых - более сильными. Различие в интенсивностях 
между первыми и вторыми переходами должно быть, соответственно угвержде
нию I, выраженным сильнее для переходов (dd'), чем для (рр'), и кроме того, 
по уrверждению 11, в верхних строках должно быть более ясным, чем в нижних. Все 
это действительно подтверждают две следующие схемы, взятые из работы Гётце 13): 

Р2 
р~ 
Ро 

Р2 

20 
15 

Р1 

15 
15 
15 

Ро 

15 

dз 

20 
8 

8 
15 
8 

8 
10 

Соответствующие схемы для Cr и Mn при Л от 388 до 394 нм и от 402 до 483 нм 
приводятся ниже. 

D4 Dз D2 D1 Do D:e+2 D:e+I D:e Dz-1 D:e-2 

D~ 12 8 D~+2 10 6 
D; 10 10 10 D~н 8 8 6 

D~ 10 6 8 D' z 5 4 6 
D~ 9 5 7 D~-1 4 2 6 
D6 6 D~-2 2 2 

Здесь мы также замечаем большую интенсивность переходов для Лj = О по срав
нению с Лj = ± 1, по крайней мере в верхних строках, приблизительное равенство 
интенсивностей переходов для Лj = + 1 и Лj = -1. Запрет перехода О ~ О, 
послуживший в спектре Cr основанием для абсолютного определения j, в схеме 
для Cr и в схеме (рр') для щелочноземельных металлов обозначен прочерком. 

§6 
Интенсивность зеемановских компонент 

По принципу соответствия интенсивности зеемановских компонент определя
ются в уравнении (9) коэффициентами Cs,r,q и Ds,r,q. описывающими движение 
внешнего электрона в системе ХУ Z (ось Z = оси т = направлению магнитных 
силовых линий). В то время как аналогичные рассуждения в§ 4 относились к случа
ям Лk = + 1, -1, О, теперь мы должны различать случаи Лj = + 1, -1, О; если ранее 
в каждом случае рассматривались изменения Лj, то теперь мы будем рассматривать 

изменения магнитного квантового числа Лm. 

13> Gбtze R. Ann. Phys., 1921, 66, 285. Переходы (рр') для Са образуют фраунrоферову rpynпy G, Л от 428 
до 432 нм, для Sr - rpyпny Л от 427 до 488 нм. В каJ!Щом из переходов (dd') для Са, Sr и Ва наблюдалось 
одинаковое распределение интенсивностей. Обращаем внимание также на то, что линия О ...., О в случае 
переходов (рр') и (DD') выпадает. 
З* 
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Итак, сначала мы рассмотрим случай 

{
Лm=+l, 

Лj=+l, Лm=О, 

Лm=-1. 

Переход дj = + 1, дm = + 1 при произвольных изменениях квантовых чисел п 
и k в соответствии с первым из уравнений (9) характеризуется коэффициентом 
Фурье Cs,r,+I• переход Лj = +1 в соответствии с вторым из уравнений (9) 
определяется коэффициентом Ds,r,+I · В случае дj = + 1, дm = -1 мы должны 
заменить в первом уравнении (9) +i, +s, +r на -i, -s, -r и, соответственно, 
положить q = -1. Для этого случая член ряда Фурье имеет вид 

Три рассматриваемых здесь коэффициента Фурье в соответствии с уравнениями (10) 
приобретают вид 

1 +cose 
с - с s,r,+I -

2 
s,r, 

sin е 
D 1---с s,r,+ - 2 s,r, 

_ 1-cose 
C-s,-r,-1 = -

2 
Cs,r• 

Для интенсивностей мы введем соответствующие величинам дm обозначения J+ 1, 

J 0 , J_ 1; мы должны приравнять их квадратам абсолютных величин трех только 

что написанных коэффициентов, добавив множитель 4 при J 0 (усреднение по про
странству здесь отпадает, так как положение оси Z в атоме определено физически; 
усреднение по времени остается). Итак, 

1 1 
J+1 : Jo : J_1 = 4(1+cos8)2 

: sin 2е : 4(1 - cos 8)2
. (17) 

Мы не ввели здесь, как в аналогичном уравнении (12), половинный угол, потому 
что это привело бы в дальнейшем к некоторым неудобствам. 

Во-вторых, рассмотрим (пр1;1чем перечисление частных случаев здесь будет 
делаться в обратном порядке) переходы 

{ 

Лm=-1, 

дj = -1, дm = О, 
дm = +1. 

В соответствии с уравнениями (9) коэффициент Фурье для первого частного 
случая будет C-s-r+I• для второго Ds,r,-1, для третьего Csr-1· В соответствии 
с уравнениями (10) ~меем '' 

_ l+cose_ 
C-s,-r,+I = 

2 
C-s,-r, 

sine 
Ds,r,-1 = -2-ё-s,-r, 

1-cose 
Cs,r,-1 = -

2 
ё-s,-r· 

Таким образом, для отношения интенсивностей получаем 

1 1 
J_1 : Jo : J+1 = 4(1+cos8)2 

: sin 2е : 4(1 - cos 0)2
. (18) 

Остаются еще случаи 

{ 

Лm=О, 
Лj = О, дm = + 1, 

Лm=-1. 
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Теперь коэффициенты Фурье в соответствии с уравнениями (9) и (10) будут иметь 
вид 

Ds,r,0 = cos 8d,,r, Cs,r,O = - sin 8d,,r, C-s,-r,O = - sin eii-s,-r· 

Поскольку в уравнении (16) z вещественная переменная, коэффициенты d должны 
быть мнимыми сопряженными, т.е. d-s-r = d8 r, или также d-s-r = dsr· Отсюда 

' ' ' ' мы получаем соотношение интенсивностей 

1 1 
Jo : J+1 : J_1 = cos 28 : 4 sin 28 : 4 sin 28. (19) 

Аналогично тому, что бьmо указано в § 4 для ()' угол е здесь и в предше
ствующих пропорциях также принимает свое собственное значение для каждого 

из рассматриваемых переходов. 

§7 
Графическое изображе11ие зеема11овских компо11еm 

и ерав11е1ше с опытом 

Прежде всего мы завершим выбор угла е, причем в отличие от угла () в § 5 здесь 
нельзя ограничиваться малыми значениями. Как мы знаем, е означает угол между 
осями т и j. Если бы мы имели дело с простыми соотношениями водородной 
модели и их пространственным квантованием, то следовало бы положить 

т 
cos е = --:-. 

J 
(20) 

В основе этого соотношения лежит представление о том, что магнитное число т 

означает проекцию полного момента j на направление магнитных силовых линий, 
представление, которое вообще подкрепляется эмпирически подтвержденным усло
вием lml :::;; j (см. теорию Ланде для аномальных эффектов Зеемана). До какой 
степени уравнение (20) соответствует действительности, можно определить только 
путем детального рассмотрения модели атома. Ниже мы будем в основном придер

ж;;~n~ься уравнения (20). Толы~о при малых значениях j, когда 8 особенно сильно 
влияет на результаты вычислений, мы будем вводить в уравнение (20) поправки 
в духе магнитооптической модели, предложенной Гейзенбергом. 

Теперь мы дадим обоснование дополнительного запрета для магнитного кван

тового числа из § 3. Он гласит, что переход О--+ О запрещен по rтi, если Лj =О. 
Из формулы (20) мы видим, что при переходе О--+ О cos е =О, sin 8 = 1 и притом 
как для начальной, так и для конечной орбиты, а также и для любой промежуточной 
орбиты. Но тогда из уравнения (19) при Лj =О следует 

1 
Jo : J±1 =О: 4 

Таким образом, действительно имеем J 0 =0, что и требовалось доказать. 
Следующие схемы получены так, что определенные указанным образом отдельно 

для каждого перехода значения 8 были подставлены в формулы для интенсивно
сти (17), (18), (19) предыдущего параграфа. В заключение из полученных таким 
способом интенсивностей бьmо образовано арифметическое среднее и изображе
но на схеме отрезком соответствующей длины. Вид поляризации обозначен тем, 

что и-компоненты (поляризованные перпендикулярно силовым линиям) изобра
жены сплошной линией, ~r-компоненты (поляризованные параллельно силовым 
линиям) - пунктиром. 
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Целич~на нормального расщепления Лvn ·изображена на первой фиrуре каждой 
группы, так что расщепление каждой компоненты можно измерять долями Лvn. 
В соответствии с правилом поляризации и-компоненты возникают при переходах 

Лm = ±1, и притом со стороны коротких или длинных волн при Лm = +l или 
Лm = -1; 11"-компоненты отвечают переходу Лm =О и также располагаются сим
метрично относительно середины картины расщепления. Начальные значения т, 
из которых происходят переходы с Лm, указаны на схеме у верхнего конца от
резков интенсивности. То обстоятельство, что для дублетов эти значения являются 
полуцелыми, соответствует нумерации магнитных уровней Ланда и тем самым 
также эмпирическим картинам расщепления. Модельные представления при этом 
не учитываются. Числа на нижнем конце отрезков интенсивности означают эмпи

рические значения интенсивности, определенные Баком из его снимков и любезно 
предоставленные нам. Согласие их с теоретическими значениями интенсивности, 
изображенными длиной отрезка, в общем оказывается очень хорошим. 

Примечательно, что как эмпирическая, так и теоретическая полная интен

сивность в общем случае больше для и-компонент, чем для 11"-компонент. Это 
замечательное следствие принципа соответствия было замечено для аномального эф
фекта Зеемана еще в диссертации Крамерса. Мы подтверждаем здесь на основании 
данных Бака, что оно может быть вполне реальным, как недавно предполагал и Бор. 

Лj=+l 
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Рис. 2 

В uелом мы можем сказать, что в применении и к рассмотренным здесь вопросам 
интенсивности принцип соответствия отлично подтверждается как при спонтанных 

расшсплениях термов в отсутствие поля, так и при собственно зеемановских 
расщеплениях. В общем качественный характер этих вопросов позволили нам 
обойтись без более детальных представлений о строении атома, что укрепляет 
достомрность наших выводов. 



К КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ МОЛЕКУЛ* 

СОВМЕСТНО С М. БОРНОМ 

ВВЕДЕНИЕ 

При применении квантовой теории к молекулам можно различать следующие 

ступени развития. На первой ступени 1> двухатомная молекула заменяется моделью 
в виде гантели, которая рассматривается как простой «ротатор». Многоатомные 

молекулы, соответственно, рассматриваются как твердые «Волчки» 2>. Такие пред
ставления позволяют объяснить простейшие закономерности в области~ полосатых 
спектров и теплоемкости многоатомных газов. На следующей ступени предполо
жение о жестких связях между атомами отвергается и рассматриваются колебания 

ядер, вначале гармонические; при этом, как показано Шпонером З) и Кратцером 4), 

проявляются взаимосвязи между отдельными полосами внутри одной системы 

полос. На третьей ступени 5> учитывается взаимодействие между вращением и коле
баниями ядер; вместе с тем приннмается во внимание то, что колебания не совсем 
гармонические. Благодаря этому объясняются более тонкие закономерности, каса

ющиеся расстояний между линиями одной полосы и последовательностями полос. 

При этих исследованиях рассматриваются в основном только движения ядер, тогда 
как электроны, которые при своем обращении вокруг ядер удерживают их вме

сте, остаются вне рассмотрения; квантовые переходы между орбитами электронов 
учитываются формально, путем простого прибавления энергии электронов, причем 

константы в энергии движения ядер (моменты инерции, колебательные числа) счи
таются теоретически неопределенными функциями электронных квантовых чисел. 

На четвертой ступени теории 6) к рассмотрению привлекается по крайней мере одно 
свойство движения электронов, а именно существование у электронов вращатель

ного момента того порядка величины, как вращательный момент при движении 
ядер; Кратцер, Паули и Крамерс показали, что это обстоятельство существенно 
влияет на движение волчка, а Кратцер предпринял попытку объяснить воздействием 
момента импульса электрона появление дублетных линий в некоторых полосах. 

На пятой и последней ступени теории молекула рассматривается как система 
ядер и электронов. Для двухатомной молекулы эта точка зрения проводится 

в последних работах Кратцера. Мы попытаемся здесь решить в совершенно общем 
виде задачу: какие движения совершает молекула как механическая система ядер 

и электронов, и в какой мере учитываются эти движения в обычной теории полос. 

* Zur Quantentheorie der Molekeln. (Mit М. Вот). - Ann. Phys., 1924, 4, 1-31. Перевод А.А. Сазыкина. 
l) Schwarzychild К. Berl. Akad. Ber., 1916, 548; Bjerrum N. Nernst-Festschrift, 1912, 90. 
2> Heurlinger Т. Zs. Phys., 1919, 20, 188; Zs. Phys" 1920, 1, 82; Lenz W. Verh. Deutsch. Phys. Ges., 1919, 21, 632. 
З) Sponer Н. Diss. Gбttingen 1920; JahrЬ. Phil. Fak., 1921, 153. 
4

) Kratzer А. Zs. Phys., 1920, 3, 289; 1923, 16, 353; Zs. Phys" 1921, 22, 552; Ann. Phys., 1922, 67, 127; 1913, 
71, 72; SitzЬer. Bayr. Akad., 1922, 107; Naturwiss., 1913, 11, 577. 
5
) Kratzer А. Ор. cit.; далее Вот М., Нйсkе/ Е. Zs. Phys., 1923, 24, !. 

б) Кratzer А. Ор. cit.; далее Kramers Н.А. Zs. Phys., 1923, 13, 343, Кramers Н.А" Pau/i W. jun. Zs. Phys., 
1923, 13, 351. 
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В качестве главного отличительного признака молекул мы будем рассматривать 

тот факт, что масса ядра очень велика по сравнению с массой электрона. Затем, 
исходя из требуемого квантовой теорией допущения о том, что все импульсы 

и моменты импульса имеют одинаковый порядок величины, мы приведем доказа

тельство того, что все перечисленные выше ступени теории полос в общем и целом 
соответствуют естественному ряду последовательных приближений, к которому мы 

приходим при разложении энергии по степеням квадратного корня из отноше

ния массы электрона к массе ядра. В качестве вспомогательного математического 

аппарата мы будем применять теорию возмущений 7); однако рассматриваемый 
нами случай отличается тем, что обычный метод определения вековых возмущений 

оказывается непригодным, потому что среднее значение функции возмущения 
первого порядка тождественно обращается в нуль. Поэтому, прежде чем перейти 

к собственно теории молекул (§ 2), мы проведем исследование применяемых далее 
положений теории возмущений(§ 1). 

Глава 1 

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Пусть невозмущенная система будет условно периодической и строго интегриру
емой путем разделения переменных. При этом из J степеней свободы f - s степеней 
предполагаются вырожденными; число s называется, по Бору, степенью периодич
ности системы. Мы будем считать, что индексы пробегают следующие значения: 

k, l, ... 

а,/3,'У, ... 
р,и,т, ... 

ОТ ДО j, 

ОТ 1 ДО s, 

от s + 1 до J. 

Всегда можно сделать так, что функция Гамильтона невозмущенной системы 
будет зависеть только от переменных действия j~ (а= 1, 2, ... , s): 

Но= Но(Л, ... j~). (1) 

Тогда степени свободы s + 1 будут вырождены, т. е. угловые переменные w~ (р = 
s + 1, ... , !) невозмущенной системы будут постоянными. 

Пусть функция возмущения может быть разложена в ряд по параметру Л; полная 

функция Гамильтона пусть будет 

2 
Н = Но+ ЛН1 + Л Н2 + .... (2) 

Здесь Н1 , Н2 , ••• зависят от всех переменных Л, w~ (k = 1, ... , !). 
Обычный метод теории возмущений состоит в том, что сначала снимается 

вырождение переменных j~, w~ путем вычисления вековых возмущений из диффе
ренциального уравнения 

при этом черта означает усреднение по переменным w~, w~, ... , w~. 
Но теперь мы предположим, что это среднее значение тождественно равно нулю 

·О О 
по переменным J" W 8 : . 

~=~=~ rn 
7> Epstein Р. Zs. Phys., 1922, 8, 211, 305, 9, 92, Вот М., Pauli W. Zs. Phys., 1922, 10, 137; Вот М., 
Heisenherg W. Zs. Phys., 1923, 14, 44; Nordheim L. Zs. Phys., 1923, 17, 316; 1924, 21, 242. 
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Тем самым обычный метод определения вековых возмущений становится 

неприменимым, и возникает задача решить уравнения движения для этого CJIY'!aя. 

Теперь представляется естественным определить движение для переменных j~, w~ 
с помощью Н2; однако сразу это не получается, так как Н1 не обращается тожде
ственно в нуль относительно w~, j2 и снова входит во все следующие приближения. 
Поэтому дополнительное введение в Н1 определенных с помощью Н2 преобfазо
ванных угловых переменных и переменных действия jp, Wp, соответствующих jP, w~, 
и использование их в дальнейших вычислениях оказывается невозможным. 

Напротив, первый наш шаг будет состоять в том, что мы полностью избавимся 

отН1. 
Для этого служит каноническое преобразование 

(w2j2)-+ (wkjk) 

с производящей функцией 

F = I: w2jk + ЛF1 (w?, w~, ... j1,j2, ... ). 
k 

Оно определяется, следовательно, формулами 

дF 0 дF1 
wk = -. = wk + Л-.-, 

дJk дJk 

.о дF . дF1 
Jk = -д о =Jk +л-д о· 

wk wk 

(4) 

(4а) 

(46) 

Теперь, сохраняя w2 в каждом члене Н (2), мы заменим переменные j2 на jk 
по формулам (4б); затем, снова проводя упорядочение по степеням ,\,мы получим 

где 

н =Но + лн~ + л2 н; + ... , 

Но = HoU1, j2, ... j.), 

• ~ дНо дF1 
Н1 = L..J-д. -д о +Н1, 

a;I Ja Wa 

• 1 ~ д2Но дF1 дF1 ~ дН1 дF1 
Н2 = - L..J ---- + L..J-- +Н2 

· 2 a,fl"'I дjадjр дwg дw$ k=I дjk дw2 ' 

н• _ ! ~ д3Но дF1 дF1 дF1 
з-3 L..J а·а·а· д 0 а 0 а о+ а,,(1,7;\ Ja ]fl J1 Wa Wp W-y 

1 ~ д2 Н1 дF1 дF1 ~ дН2 8F1 
+ -2 L..J -д · д · -8 о -8 о + "- -8 . -8 0 +Нз, 

k,l=\ Jk J1 wk w1 k=I Jk w" 

(5) 

(5а) 

(5б) 

(5в) 

(Sr) 

Поскольку по предположению Н1 == О, F1 как периодическую функццю 
переменных w~ (содержащую, впрочем, также перемею1ые ia• w~, jp) можно опре
делить из дифференциального уравнения (с точностью до аддитивной произвольной 
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функции переменных w~, jp, ja) 

* ~ дНо дF1 
Н1 = ц -.--

8 0 + Н1 =О. 
а=\ }а Wa 

(6) 

После этого мы получаем 

н = н; +л2н; +л3н; + ... , (5') 

где н;' н;' . . . суть однозначно определяемые из (5в,г, ... ) функции перемен-
0 • 

ных wk, }k· 
Но так как эти переменные не являются канонически сопряженными, то 

вместо w~ мы должны ввести Wk с помощью уравнений (4а). Разрешая эти 
уравнения относительно w~, мы легко получаем следующий ряд 

w~ = w1c - л д~1 + л2 L: ~2 F1 ~1 + .... 
д}k 1 д31сдw1 }1 

Подставляя этот ряд в (5') и снова разлагая по Л, мы получаем 

2 з 
Н = Но + Л Н2 + Л Нз + ... , 

где 

Но= Ho(j1,j2, ... j.), 
Н1 = н;(w1, W2, ••• 'w1,j1,j2, ... ,j,), 

н _ * """' 8
2 Н2 8F1 з-Нз-ц---., 

k дw1с д31с 

н4 = н:- L: ан; а~1 + ~ L:{ а1

н; а~1 а~.+ 
k дw1с Jk 2 k,I aw1cдw1 аз1с а31 

ан; а1 F1 дF1 ан; а2 F1 aF1 } 
+ awk aj1caw1 дj1 + дw1 дj1aw1c aj1c ' 

(7) 

(8) 

(8а) 

(8б) 

(8в) 

(8г) 

В формулах (8) все коэффициенты Н0, Н2 , Нз, . . . суть функции сопряженных 
величин j1,w1;Ь,w2; ... j,,w1 (Но зависит только от j 1,j21 ••• ;,). Вырожденные 
переменные wp, jp (р = s + 1, ... !) теперь можно определить по методу вековых 
возмущений из уравнения 

Н2 = Ei, 
где черта означает усреднение по переменным wa. Мы предположим, что это 
уравнение может быть решено разделением переменных; тогда можно совершить 
такое каноническое преобразование 

(wp, jp)--. (WpJp), 

что переменные wp, jp станут периодическими по отношению к Wp (с периодом 1) 
и что Н2 переАдет в фуНкцию переменных Jp (которая, естественно, содержит 
также ja): 

(9) 
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В дальнейшем усреднение по wa будет обозначаться одной чертой, а усреднение 
по Wa и Wp - двумя чертами. Пусть теперь в Н2, Нз ... вместо переменных wp, jP 
будут везде введены переменные Wp, Jp. Определим каноническое преобразование 

UawaJpWp)-+ u:w:J;w;) 

с помощью производящей функции 

s 1 

F= Lj;wa+ L J;wp+ЛF1(j;,wa,J;, Wp) +Л2F2(j;,wa,J;, Wp) + .... (10) 
a=I p=s+I 

Таким образом, имеем 

дF 
w*--· 
а - дj~' 

Затем мы получ~ем следующий ряд приближенн,ых уравнений 

L дНо дF1 =О. 
дj~ дwа 

а 

(lOa) 

(lla) 

Отсюда F1 = G1 (Wp, J;, j~), где G1 означает пока произвольную функцию указан
ных аргументов; далее, имеем 

(llб) 

(llв) 

L дНо дF4 + ~ L а2Но дF2 дF2 + L дН2 дF2 + 
дj~ дwа 2 " дj~дj: дwа дw{З дj~ дwа 

а a,t-1 JJ а 

~ дН3 дF2 ~ ~ дН2 дF1 дF1 ~ дНз дF1 Н -Е 
+ L..J дJ* дW + 2 L..J дJ*дJ* дW дW + L...i дJ* дW + 4 

-
4

' 
р р р р,lТ р (]' р (]' р р р 

(llr) 

Усреднение уравнения (1 lб) по Wa снова приводит к формуле (9). Поэтому 
уравнение (llб) можно проинтегрировать и получить решение 

(12б) 

Здесь Ff означает известную, периодическую относительно переменных Wa, Wp, 
а G2 - снова произвольную функцию. При усреднении (llв) по Wp получается 
уравнение для определения G 1 : 

~ дЕ дG1 jj -Е 
L..J дJ* дW + з - З· 
р р р 

~:средняя по Wp, мы получаем сначала 

д 

l:iiз =Ез. 

(!За) 



К КВАН'tОВОЙ ТЕОРИИ МОЛЕКУЛ 53 

Теперь уравнение (13а) можно проинтегрировать и тем самым определить функ
цию G1• Но тогда интегрируется и уравнение (llв) с результатом 

Fз = Ff ( Wa, j;, Wp, J;) + Gз (Wp, J;, j;), (12в) 

где Ff - известная, G3 - произвольная функция. 
Усреднение (llг) по Wa приводит к уравнению 

~ дЕ2 дG2 -
L.J дJ* дW + Ф4 = Е4, 
р р р 

(136) 

где введено сокращенное обозначение 

- 1 ~ д2Но дFf дFf 1"""' д2Е2 дG1 дG1 ~ дНз дG1 -
Ф4 = 2 L.J д "* д "* а а+ 2 L.J дJ*дJ* дW: дW + L.J {j* дW + Н 4· a,{J Ja J{J Wa Wp р,о- р о- р о- р р р 

(14) 

Итак, мы имеем 

(15) 
и F4 приобретает вид 

F4 = F2(wa,j;; Wp, J;) + G4(Wp, J;,j;), 

где F2 - известная, G4 - произвольная функция. Совершенно таким же образом 
мы можем, очевидно, продолжать процесс решения неограниченно. Именно, G3 
определяется в пятом, G4 - в шестом приближении и т.д. 

Для энергии мы получаем ряд следующего вида 

2 3 
Н = Е = Ео + Л Е2 + Л Ез + ... , 

где Ео =Но зависит от переменных Л, ... j;, а Eh, Ез, ... суть функции перемен-
"* "* J* J* НЫХ J J , • • • J" а+\ ' • • • / • 

Метод становится неприменимым, если среднее значение ii 2 тождественно 
обращается в нуль для переменных Wp, jp (р = s + 1, ... , /).Тогда весь процесс не
обходимо повторить еще раз. Сначала с помощью соответствующего канонического 
преобразования следует полностью устранить Н2 из ряда (8), так что он примет вид 

Н =Но+ Л3Нз + Л4Н4 + .... 
Потом следует проделать совершенно аналогичное примененному выше (10) разло
жение канонического преобразования, после чего мы получим разложение энергии 
в ряд вида 

з 
Н=Е=Ео+ЛЕз+ ... , 

исключая случай, когда ii3 снова тождественно обращается в нуль. В этом случае 
процесс следует повторить еще раз и т.д. 

Глава 11 

МЕХАНИКА МОЛЕКУЛ 

§1 
Обозначения и определения 

Молекула представляет собой систему масс, состоящую из ядер и электронов, 
удерживаемых вместе дейстпующими между щ1ми электростатическими силами. 
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Массы ядер Mfc велики по сравнению с массой электронов; мы положим 

Mfc = тfс/Л2 , где Л - параметр, по порядку величины равный .../JLl'Мo, µ - масса 
электрона, М0 - масса ядра водорода. Тогда mfc будуг по порядку величины такими 
же, какµ. 

Задача, которая будет рассматриваться дальше, состоит в том, чтобы определить 

все свойства молекул, вытекающие из этого соотношения между порядками величин. 

Мы будем обозначать малыми буквами все величины, относящиеся к электронам, 

и большими буквами величины, относящиеся к ядрам, а именно: 

Электроны Ядра 

Число n N 
Масса µ Мр = тр/Л2 

Радиус-вектор ra !пр 
Скорость Ua = i'a Up=~p 

Далее мы раз и навсегда условимся обозначать индексы следующим образом: 

Электроны 

а, /3, 'У, ... 
Ядра 

р,и,т, ... 

Поскольку молекула в стационарном состоянии должна быть устойчивой системой, 
то должны существовать некоторые жестко связанные между собой точки ~~, 
от которых ядра при движении молекулы никогда сильно не удаляются. Поэтому 
по аналогии с теорией осциллятора (двухатомная молекула) мы положим для 
движения ядер 

n> _ !пО + )l.n>(I) 
:Л.р - р :J~p ' (1) 

причем переменные !п~1 ) по порядку величины имеют такие же значения, как !п~. 
В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что не все точки ~~ лежат на одной 

прямой; тем самым мы исключаем из рассмотрения частный случай двухатомных 

молекул. Обсуждение важного частного случая прямолинейных молекул будет про
ведено в особой статье. Далее, мы ограничим изучаемые нами явления требованием, 
чтобы все импульсы и моменты импульсов имели одинаковый порядок величины, 

а именно - чтобы они были пропорциональны нулевой степени Л. Это необходимо 
для того, чтобы было можно применять квантовую теорию, согласно которой эти 

величины с точностью до численных множителей равны постоянной Планка h. 
Теперь мы введем жестко связанную с точками !п~ систему координат :Е 

со следующими обозначениями: 

Координаты 

Компонент скоростей 

Электроны 

Ха, уµ, Za 

Uaz =Ха,··· 

Ядра 

Хр, Yp,Zp 
Upz = Хр, ... 

Система Е в общем случае будет двигаться в пространстве. 

Наряду с этим мы будем использовать неподвижную систему координат Е, обо
значая чертой сверху все отнесенные к ней величины. Взаимное расположение двух 
систем Е, Е можно описать шестью параметрами. Три из них представляют собой 
координаты начала системы Е относительно Е; переносная скорость системы Е 
относительно Е будет обозначаться через Ь. Три других параметра определяют 
ориентацию (например, эйлеровы углы); не производя пока определенного выбора 
этих параметров, мы введем для них обозначения tp1, tp2, tрз. Вектор мгновенной 
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угловой скорости системы Е относительно "Е пусть будет 5. Его компоненты 
в системе Е суть линейные функции производных tp1c по времени 8): 

з 

.6z = L az1cФ1c
k=I 

Решение этих уравнений имеет вид 

Ф1с = LЬ1czбz. 
z 

(2а) 

(2б) 

Относительные скорости электронов и ядер в системе Е, ua и Up, связаны 

с абсолютными скоростями iia, U р следующим образом 

iia = Ua + Ь + [sra], 

Up = Up + Ь + [sRp]. 

Кинетическая энергия электронов имеет вид 

Кинетическая энергия ядер будет 

т(Е) = !!:_'""' -2 
2 ~Ua. 

а 

(k) - l '""' -2 - l l'""' -2 
т - 2 ~MpUp- л22 ~mpUp. 

р р 

Потенциальная энергия имеет вид 

где Zp означает порядковый номер ядра р. 

§2 
Допол11ительные координаты и до11олнительные условия 

(За) 

(Зб) 

(4а) 

(4б) 

(5) 

Поскольку по нашим предположениям ядра лишь немного удаляются из жестко 

связанных положений равновесия ~~, естественно ввести в качестве равноправных 
неизвестных шесть параметров, определяющих соответствующее этим положениям 

твердое тело, наряду с относительными координатами ядер и электронов; тогда, 

разумеется, необходимо наложить шесть дополнительных условий, чтобы сохранить 
число степеней свободы. Эти дополнительные условия мы выберем таким образом, 
чтобы подвижная система координат Е с покоящимися в ней точками ~~ как 
можно лучше соответствовала истинному движению ядер. 

Относительные положения точек ~~ мы будем сначала считать произвольными, 
но жестко фиксированными; дополнительно затем окажется, что существует лишь 

конечное число положений, в которых движение ядер имеет характер малых 

8) Мы применяем здесь и в дальнейшем обозначения х, у, z также в качестве индексов, пробегающих 
три напрамения координат; так, например, мы пишем div U = Е tiz и т. д. (см. Вот М. Atorntheorie 
des festen Zustandes. Leipzig, 1923). z 



56 ZUR QUANТENTHEORIE DER MOLEКELN 

колебаний вокруг этих положений, как того требует наше предположение (1). 
Ориентацию системы координат Е по отношению к ~~ мы также будем считать 
сначала произвольной; удобно выбрать ее таким образом, чтобы начало координат 
находилось в центре тяжести, а оси координат совпадали с главными осями инерции 

системы ядер, покоящейся относительно ~~. Тогда имеем 

L тр~~ =О, (6а) 
р 

L трУ: z~ = о, L z~x~ = о, L трХ~УР0 = о. (6б) 
р р р 

После того, как мы определим таким образом систему координат Е по от
ношению к ~~, можно выбрать шесть упомянутых дополнительных условий, 
обеспечивающих совпадение ее движения с движением ядер. Выбор условий 
остается, естественно, до известной степени произвольным и определяется толь
ко соображениями целесообразности. Мы нашли, что предпочтительно выбрать 
следующие дополнительные условия: 

""т ~(!) - о L...J рр-, 
р 

2.:тр[~~~~] =0. 
р 

(7а) 

(7б) 

Первое условие, очевидно, означает, что центр тяжести должен всегда оставаться 
в начале координат системы Е. Смысл второго условия проясняется, если мы 

продифференцируем его по времени; в соответствии с уравнение (1) Up = Л~~I), 
и потому мы имеем: 

LmPUP =0, 
р 

L mp[~~Up] =О. 
р 

(8а) 

(8б) 

В левой части второго уравнения мы имеем момент импульса ядер в системе Е при 
их положениях в ~~; таким образом, мы требуем, чтобы момент импульса обращался 
в нуль, когда ядра проходят с любыми скоростями через положения равновесия ~~ 9>. 

Теперь мы должны еще выбрать, в какой форме мы будем использовать допол
нительные условия при составлении уравнений движения - первоначальной (7) 
или же в продифференцированной (8). Предпочтительным кажется выбрать по
следнюю форму (8), потому что она позволяет применять метод интегрирования 
Гамильтона-Якоби особенно простым образом, как мы немедленно увидим. 

В отсутствие дополнительных условий функция Лагранжа (подынтегральная 
функция в принципе Гамильтона) имела бы вид 

L = т<в> + т<к> - и. (9) 

9) Естесmенно, казалось бы, вместо (8) требовать, чтобы относительньiй момент импульса обращалс11 
в нуль каждое мгновение: ' ' 

L тр[!ЛрWр] "'О. 
.1 ! 

р 

Однако это условие не линейно по смещениям и их производным ПР времени; поэтому ВПОСJ!ОДСТПИИ 
оно оказывается неудобным. 
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К ней мы должны прибавить дополнительные условия с неопределенными 

множителями; эти шесть множителей мы можем рассматривать как компоненты 
двух векторов, которые мы будем обозначать через .U, S:В. Тогда обобщенная 
функция Лагранжа приобретет вид 

L* =L+.UL:mpUp+S:В L:mp[9t~Up]· (10) 
р р 

Здесь уже можно рассматривать в качестве равноправных, не зависящих друг от друга 

переменных координаты электронов и ядер, шесть параметров, определяющих 

систему координат 1:, и шесть компонент векторов .U, S:В. 

§3 
ИмJ;Iульсы и функция Гамильтона 

Мы образуем теперь импульсы, сопряженные только что перечисленным пере

менным; учитывая уравнения (3), (4а), (4б), мы получаем 

(lla) 

(llб) 

(llв) 

(llг) 

(llд) 

Очевидно, S:В есть полный импульс, ~ - полный момент импульса молекулы. 
Функция Гамильтона определяется следующим образом: 

3 

Н = L(UaPa) + L(Up~p) + (ЬS:В) + L tPkФk - L* · (12) 
а р k=\ 

Но так как члены L*, возникающие из дополнительных условий, оказываются 
линейными по Up, то они исчезают из Н, и мы получаем просто: 

н = т<в> +т<k> +и. (12а) 

Таким образом, функция Гамильтона совпадает с энергией; это выгодное 
обстоятельство связано с тем, что мы использовали дополнительные условия 

в продифференцированной форме (8), а не в первоначальной (7). 
Теперь мы вычислим из уравнений (1 la) и (1 lб) переменные iia и U Р и подставим 

найденные значения в уравнения (llв) и (llг); тогда, учитывая формулы (6а) и (7а), 
мы получим 

S:В=p+~-m.u. 

~ = g + Q; - L:: mp[9tp[s:в9t~JJ. 
р 

(13а) 

(13б) 
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При этом величины 

(14) 
а а 

означают импульс и момент импульса электронов, а величины 

(15) 
р р 

импульс и момент импульса ядер; вследствие дополнительных условий вместо 

простых равенств !В = р + Ч3 и ~ = g + ~ появляются еще дополнительные члены, 
содержащие произведения U, 23. С помощью уравнений (13) векторы U и !В могут 
быть исключены из задачи. Первое из уравнений (13) дает 

(16) 

Решение второго относительно !В можно получить разложением в ряд по степеням Л. 
Мы напишем (!За) 

р р 

где сделана подстановка 

(18) 
р р 

Суммы в левой части имеют простой смысл, а именно: они просто связаны 

с моментами инерции и моментами девиации ядер 

Ахх = L: mp(Yi + z;), ... , 
р (19) 

Ayz = - L: трУрZр, ... 
Подставляя сюда уравнение (1), мы получаем 

А АО 'A(I) ,2А(2) 
zz = zz + " zz + " %% ' • " ' 

Ayz = A~z + ЛА~~ + Л2 А?), ... 
(20) 

Здесь, учитывая формулы (6б) и (7б), мы имеем 

А~х = А~ = 2: тр (У:2 
+ z~2), ... , 

о A11z =О, 
(21) 

A(I) = 2"' т (yOy(I) + z(O)z(I)) 
%% . ~ р р р р р ' ••• ' 

р 

A(I) ~ -2"' y:OzO) - -2"' y:(l)zO yz ~ - ~ fflp р р = L.J fflp р PI • • • 1 

(22) 

р р 
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(2) - " ( (1)2 (1)2) А"" - ц тр Ур + Zp , ... , 
р 

А~} = - L mpY)1> z~1 >, ... . 
(23) 

р 

В силу нашего предположения о том, что не все точки 9t~ лежат на одной 
прямой, главные моменты инерции нулевого приближения А~, А~, А~, безусловно, 
не равны нулю. 

Но теперь легко видеть, что уравнение ( 17) можно записать следующим образом: 

Om 1 " (1) О (1) А":.о" + Л2 ц А"у'Ву = g" + 0" - :!>" + Л0" . (24) 
у 

Предположив, что решение имеет вид 

(25) 

мы получим 

о 1 ( о ) 'В" = АО g" + 0" - :Vж ' 
"' 

(26а) 

'13(1) = _1 ( 0 (1) _ ~ "A(t)~o) 
"' АО "' 2 ц жу у ' 

"' у 

(26б) 

( 

(1) (1) (1) ) 
'13(2) = __ 1_ "А(\)'13(\) = __ 1_ "Аху ~(1) _ ~" АжуА11z 'ВО 

"' 2Ао ц "'У 11 2Ао ц Ао У 2 ц Ао z ' 
"' у "' 11 11,z 11 

(26в) 

Теперь мы введем в кинетическую энергию импульсы. В соответствии с уравне
ниями (4а), (46) и (11) имеем 

р(Е) = __!__ L р~, (27а) 
2µ а 

р(К) = л2 (~ L ~ чз; + ~mU2 + ~ L А~'В~ -uчз- ~:в~0). (276) 
р р "' 
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Разложим в ряд по Л также потенциальную энергию: 

Здесь U0 есть энергия электронов при покоящихся ядрах, и далее мы имеем 

Полная энергия (функция Гамильтона) поэтому приобретает вид 

н = Но + ЛН1 + Л2 Н2 + ... ' 
где 

1 '""" 2 Но= 2 .L_.,Pa+Uo, 
µ а . 

К этому можно еще добавить условие 

~=О, 

(28) 

(28а) 

(28б) 

(29) 

(29а) 

(29б) 

(29в) 

(29г) 

(29д) 

если отвлечься от переноса всей молекулы. Полный момент импульса :i) предста
вляет собой некоторый вектор, фиксированный в пространстве (т. е. относительно 

системы ~. но не Е). 
К функции Н теперь можно применять метод Гамильтона-Якоби. При этом 

следующие пары переменных следует считать сопряженными: 

причем величины Фk связаны с :i) уравнением (11). 
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§4 
Движение ~лектронов при покоящихся ядрах и при равновесии ядер 

Поскольку функция Н предстамена в виде ряда по степеням Л, мы будем 
применять методы теории возмущений. При этом мы будем предполагать, что 
невозмущенная задача с уравнением Гамильтона 

1 "' 2 Но = - L.J Ра + Ио = Ео 
2µ 

а 

может быть решена. Здесь Ио есть функция координат ядер Х~, У:, Z~, выбранных 
сначала произвольно, и координат электронов Ха, Уа, Za. Следовательно, речь 
здесь идет о задаче определения движения электронов при произвольно выбранных 

положениях ядер~~. Мы предположим, что эта задача уже решена (как это бьmо 
проделано для положительного молекулярного иона Hi Паули 10> и Ниссеном 10); 
таким образом, пусть мы нашли Но для любых Х~, ... как функцию некоторых 
интегралов действия j1, j2, ... , j 8 : 

(30) 

Среди интегралов j1, Ь,... момент импульса электронов, т. е. абсолютная 
величина вектора 

а 

в общем случае не встречается; ибо закон сохранения импульса действует только 
для свободно поворачиваемых систем, тогда как в нашем случае ядра жестко 
закреплены. 

Угловые переменные, сопряженные интегралам j 1,j2, ••• , пусть будут w1, w2, ••• ; 

мы полагаем, что эти переменные Wa, ja вводятся вместо координат и импульсов 
электронов во все слагаемые функции возмущения. 

Функция Но не содержит импульсов ~pzi ••• , ФА:; таким образом, она является 
вырожденной относительно координат Хр, ... , 'Pk· Эти последние координаты 
испытывают вековые возмущения, и можно предпринять попытку определить их 

из уравнения Гамильтона 
(31) 

где черта означает усреднение по w1, w2, ••• ; однако мы сейчас увидим, что это 

невозможно. Действительно, U 1 есть линейная функция переменных х~1 >, ... , 
коэффициенты при которых являются функциями интегралов j 1, i2, ... и коорди~ 
пат Х~, .... Для того, чтобы можно было оправдать наше допущенце о том, что 
система ядер будет совершать малые колебащ1я около положений ~~, мы должны 

добиться того, чтобы энерrnя Е как функция смещенцй Х~1 ),... не содержала 
линейных членов. Поэтому мь~ должны выбрать положения ядер такцм образом, 
чтобы ВЫПОЛНЯЛQСЬ условия 

(32) 

10> Pau/i W.Jun. Ann. Phys., 1922, 68, 177, 
11> Niessen F. F. Zur Quantentheorie des Wasserstoffmolekiilions. Diss. Utrecht, 1922. 
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Это/и есть известные условия равновесия ядер, которые.применялись, например, 

Паули /и Ниссеном 12> к модели Hi. Дифференцирование по Хр в (:% )
0 
при этом 

' р 

следуеt производить при постоянных Ха, Уа, Za, Paz, ... , как и в производных (32). 
Паули IЗ) доказал также теорему, что 

(32а) 

(Здесь индексы х, р" или ja указывают, какие величины при дифференциро
вании по Хр остаются постоянными.) Доказательство существенно основывается 
на адиабатической теореме. Именно, имеем 

( дU) (дНо) = 
дХр о = дХр z,p. 

Величина g; периодическая по переменным Wa; имеем 14
) 

р 

дjа д дS* 
--=-----, 
дХр дwа дХр 

(33) 

(33а) 

где s• = s - I: jaWa и s - функция действия (невозмущенной) задачи. Среднее 

по времени з':.ачение ~ равно, таким образом, нулю, чем и доказывается 
уравнение (33а). , 

Координаты ядер следует определять из уравнений (32) как функции электрон
ных интегралов j 1,j2, ••• В общем случае каждой конфигурации электронов будет 
принадлежать несколько решений уравнения (32); конечно, применимы из них 
будут только те, которые соответствуют устойчивому равновесию, т. е. которые 
при продолжении процесса приближений дают только вещественные собственные 
колебания ядер. 

Мы исключаем, как бьmо сказано выше, сверх того все такие положения 
равновесия, при которых ядра лежат на одной прямой, так как этот случай требует 

особого рассмотрения. 

Вследствие уравнения (32) мы имеем для Х~1 ), • • • тождественно: 

(31а) 

Таким образом, мы имеем здесь особый случай теории возмущений, когда 
вековые движения вырожденных переменных не могут быть определены из среднего 
значения функции возмущения первого порядка, потому что это среднее значение 
тождественно обращается в нуль. Метод, который следует применять в этом случае, 

бьm рассмотрен нами в § 1; здесь мы будем использовать полученные там результаты. 
В нашем случае дело упрощается еще тем, что импульсы ~Р"'' ... , сопря

женные вырожденным переменным, не входят в Н1 совсем. Соответственно мы 

12) Pau/i W jun. Ann. Phys., 1922, 68, 177; Niessen F. F. Zur Quantentheorie des Wasserstoffmolekiilions. Diss. 
Utrecht, 1922. 
IЗ) Pau/i Wjun. Ann. Phys., 1922, 68, 177. 
14) См., например, Sommeifeld А. Atombau und Spektrallinien. 3. Aufl. S. 719. - Русский перевод: 
Зоммерфельд А. Строение атома и спектральные линии. Т.1, 2. М.: Гостехиздат, 1956. 
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сначала полностью исключим Н1 из функции возмущения с помощью канони

ческого преобразования (4) § 1, производящая функция которого удовлетворяет 
уравнению ( 6) § 1; это уравнение здесь гласит 

~ дНо дF1 ~ ~ ( дU ) (I) _ 
L....J--+ L....JL....J - Х -О 

дjа дwа дХр О Р • 
а р z 

(34) 

Его решение имеет вид 

(35) 
р z р 

Определенные этим уравнением векторы jP удовлетворяют условиям 

(35а) 
р р 

Действительно, если мы подставим в уравнение 

вместо смещений 9'\~1 ) их сдвиг или бесконечно малое вращение 

9'\~1 ) = U или 9'\~1 ) = (s9t~], 
причем переменные Ja, Wa будут оставаться неизменными, то функция U1 должна 
обратиться в нуль; тогда из формулы (34) мы получим следствием, что и функция F1 
для этих смещений ядер должна быть тождественно равна нулю по отношению 

к переменным X~I), ... , и этим доказывается наше утверждение. 
Функция (35) соответствует функции (4) § 1 с тем же обозначением; канониче-

ское преобразование (4а,б) § 1 переводит переменные Wa, ja, Х~1 ), !.Ppz в новые 
величины, которые мы будем ради простоты обозначать теми же буквами. Посколь-

ку функция F1 совсем не содержит !.Ppz и является линейной по Х~1 >, ... , то при 
преобразовании переменные Х~1 ), • • • переходят сами в себя, а сопряженные им 
импульсы !.Ppz, ... получают приращение Лjpz, ... При этом в силу равенства (35а) 
остаются неизменными величины 

(36) 
р р 

а величина 

~< 1 > = Lf9't~1 >s.ppJ (36а) 
р 

переходит в 

где сделана подстановка 

.о<1> = Lf9't~l)jpJ. (36б) 
р 
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Теперь мы можем применить формулы (5), (8) § 1 для вычисления Н в новых 
переменных. Мы удовлетворимся тем, что сообщим результат этого несколько 
длинного вычисления, он гласит: 

где 

Но=Н1, 

н =Но +>..2н2 +лзнз +Л4Н4+ ... , 

1 "°' 1 2 1 ( 2 2) 1 "°' 1 [ ( ) 2 02] H2=2L....m/.Pp+2m р -s:JJ +2.L.....A~ ~z-gz -(!Sll + 
р z 

+ ~ "°' "°'[2z11]x<I)y(1) 2.L.....L.... рtт р (Т ' 

р,tт z,11 
Нз= LLl3;]s:JJpz+ L:L:x~1>{[[3;]]}+ 2::13;11 )!> 11 + L:!3;11z]~11~z+ 

р z р z 11 11,z 

(37) 

(37а) 

(37б) 

+ LLl3;~Js;ptт11+ LLl3~z]~11Ч3pz+ LLl3;:;Jx~1>Yj 1>z~1 >, (37в) 
(Т 11 tт 11,z p,u,тz,y,z 

Н4=(4)+ LLX~1>{14;J+ L(4;11J~11+ LL(4;~Js:J3tт11 }+ 
р z 11 11 (Т 

+ L:L:x~1>yJI>{ [[4;:п+ 2::14;:zJX>z+ ~[4;;11и]~жХ>;;+ 
р,tт z,11 z z11 

+ L'L:l4;:;Js;p"z+ L:'L:[4;;~ii]~zs:J3т;;+ 'L:L:[14~::~1]s:J3pzs:J3и;;+ 
z 1" т ж,;; fJ,iТ !,;; 

(37г) 

При этом скобочные символы суть величины, зависящие только от ДJJижеm1я 
электронов; закон их образования в общем случае настолько сложен, что приводить 
его не имеет смысла. Мы приведем только первый скобочный символ (в Н2): 

[2~] = ( д2U ) + L 8
2 
Но д~рz д~tтll + 

дХрдУtт о ар дjадjр дwа дwр 

+ 2 ~ { д~а ( :~р) ~:: + д~а ( д~/r) О:~: } ' (38) 

Заметим еще, что два члена Нз, которые мы эаписали здесь в виде 

l: L: х~1){ 2: L:13;:Js:JJ11и + 2: 2:rз~~zl2'11Ч31/r }• 
р z tт 11 /r 11,z 

позниl\Ли из членов, имеющихся в формуле (29а) для Нз: 

1 '"°' А~~ о '°" 1 (1) ) 2 L....i АО АО (~z - g;i:)Ф" - ~ ло-Ф111 (1':i: ~ g, ' 
z,y :/1 11 z il! 

Позднее мы еще воспользуемся ими. 

(39а) 

(396) 
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§5 
Гироскопическое движение и колебания электронов 

как вековое возмущение 

Теперь можно определить вековые движения ядер из функции 

- р2 
1 I: 1 (- -) 1 I: 1 2 1 2 Н2=-+- - g2-g2 - -';JJ --';JJ + 

2т 2 А~ :i: :i: 2 тр Р 2т :i: р 

1 '°''°'[Z11] (I) (1) 1 '°' 1 [( _)2 02]-+ 2 ц ц 2ри Хр Уи + 2 ц Ао 1':i: - 9z - (!S:i: - Е1, 
р,и :i:,y :i: :i: 

где черта означает усреднение по движению электwнов. 
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(40) 

Это дифференциальное уравнение Гамильтона может быть решено разделением 
переменных; действительно, оно немедленно распадается на две части, из которых 

первая соответствует колебаниям ядер, а вторая - гироскопическим движениям. 
Сначала мы рассмотрим часть, соответствующую колебаниям, а именно 

~ ~ _1 '-Р2 + ~ '°' '°'[2:i:11 ]x(l)y:(1) - _1 ~2 - ~ '°' _1 eso2 = Е(8) (41) 
2 L т Р 2 ц ц ри Р и 2т 2 ц Ао :i: 2 • 

р р ~и :i:~ :i: :i: 

В качестве квазиупругих сил здесь выступают усредненные скобочные симво
лы [2;~J. Мы покажем, что они идентичны с величинами 

( 
д2Н0 ) 

дхрдУu ;о' 

используемыми Паули и Ниссеном 15> для вычисления колебаний ядер. 
Заметим сначала, что из уравнений (32), (32а), (33), (33а) и (35) следует 

as• 
~p:i: = дХ; 

р 

Теперь, аналогично уравнению (38), имеем 

(33б) 

( 
д2U ) ( д2Н0 ) L { ( д2Н0 ) дjа ( д

2

Н0 ) дjа} 
дХрдУu z,p. = дХрдУu ;

0 
+ 

2 а дХрдjа дУu + дУuдjа дХр + 

+ L д2Но дjа дjр + L дНо д2jа . 
а,/1 дjадjр дХр дУu а дjа дХрдУu 

Отсюда, подставляя дjа/дХр из (33б) и (дН/дХр);0 из (32а) и образуя среднее 

(причем величина д2jа/(дХрдУи) в соответствии с уравнением (33а) равна нулю), 
мы получаем 

Щ Puuli W. jun. Ann. Phys., 1922, 68, 177; Niessen F. F. Zur Quantentheorie des Wasserstoffmolekiilions. Diss. 
Utrecht, 1922. · 

6 Зак. б 
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Таким образом, квазиупругие силы, как и следовало ожидать, определяются 
вторыми производными энергии по координатам ядер при постоянных значениях 

интегралов действия. 

В функции энергии в~•) можно разделить переменные, введя нормальные 
координаты. Для нахождения последних мы напишем уравнения колебаний 

mx~1 ) + _L _L [ 2;~] vj1> =о (42) 
и у 

и будем искать их решения в виде 

X (l) eiwt 
р f'V • 

Тогда мы получим систему линейных уравнений 

w2mX~1 ) - ,L ,L [ 2~~) yjt) =О. (42а) 
и у 

Условие ее разрешимости состоит в исчезновении определителя системы; это 
дает уравнение для w степени ЗN, имеющее ЗN вещественных неотрицательных 
корней 

о2 о2 • о 2 
W1 W2 .•. , WJN •. 

Из них в общем случае равны нулю шесть, соответствующих сдвигам 

!)t~I) = U 

и вращениям (с угловой скоростью s) 

!)t~I) = [s!Jt~]. 
Действительно, при этих движениях относительные положения ядер не изменяются, 
и квазиупругие силы поэтому исчезают. 

Единственным исключением здесь опять будет случай, когда все положения 
покоя ядер лежат на одной прямой; тогда обращаются в нуль только пять частот, 

поскольку вращение вокруг линии соединения ядер отпадает. Этот случай мы 
рассмотрим отдельно. 

Мы пронумеруем частоты w~ так, чтобы шесть равных нулю частот бьmи 
последними (ЗN - 5, ... , ЗN). 

Если мы будем повторять каждую частоту столько раз, сколько это соответствует 
ее кратности, то каждой частоте w~ можно будет сопоставить решение 

(1) - u<т) Хр - РХ>'" (векторно !Л~) = u~>; т = 1, 2, ... , ЗN) 

таким образом, что будут выполняться следующие условия ортогональности и нор
мировки 

(43) 

Мы выбрали выше систему координат так, что ее начало находится в центре 
тяжести, а оси координат совпадают с главными осями инерции системы при 

покоящихся в равновесии ядрах, так что выполняются условия 

,L mр!Л~ = О, ,L mpYp
0 zi = О, 

р р 
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Учитывая это, мы можем выразить шесть решений, соответствующих нулевым 
частотам, которые мы будем называть «несобственными нормальными колебания
ми», с помощью параллельных координатным осям единичных векторов i 1 , i 2 , i 3 
следующим образом: 

о -о WзN-5 - 1 

,,ЗN-S _ ~ 
,и.р - Гт' 

о 
WзN-2 = 0, 

11зN-2 _ (i19\~) 
р -д· 

о 
WзN-4 = 0, 

11зN-4 = ~ 
р Гт' 

о -о WзN-1 - 1 

W~N-3 = 0, 

, 1ЗN-3 _ ~. 
J.A.p - Гт' 

о 
W3N:::::: 0, 

(fЗN-1 _ (i29\~) . ,,ЗN _ [iз9\~) 
Up - /Ai' J.A.p - у'АЧ• 

(44а) 

(446) 

«Собственные» нормальные колебания, числом ЗN - 6, удовлетворяют теперь 
следующим соотношениям ортогональности, которые получаются из условий (43) 
при использовании равенств (44а,б): 

L mpuj;> =о, L mp[9\~j;>J =О, (45а) 

(т, l1=1,2, ... , ЗN - 6). (456) 

Нормальные координаты Qт определяются линейным преобразованием 

Qт = L 11~r)9\~1 > или 9\~1 > = L u~>Qт; (46а) 
р т 

сопряженные импульсы, соответственно, определяются преобразованием 

Рт= L:u~>~P или ~ ~Р = L:uJ;>q". (466) 
р р т 

Нормальные координаты и импульсы, соответствующие нулевым частотам, 
имеют простой смысл; из равенств (44а,б) и (46а,б) мы находим 

далее: 

6* 

1 "' (1) 1 "' [ о (1)] Qзн-s = Vm L.J mpXp , QзN-2 = ГiО L.J mp 9\р9\р ж' 
Р v~ Р 

1 "' (1) QЗN-3 = Vm L.J mpZp , 
р 

l 
РзN-5 = rт'-Рж, 

l о 
РзN-2 = ГАl\~ж. 

vA2 

1 
РзN-3 = Гml.J3z, 

1 о 
РзN= Д~z· 

АО z 

(47а) 

(476) 
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В силу дополнительных условий (7а,б) получаем 

Qзн-s=О, ... , Qзн=О. (48) 

Если вместо Х~1 ), l,J!p мы введем канонические переменные Qт, Рт, то уравнения 
движения . ан 

Qт =арт' 
. ан 

Рт= - аQт 

будут иметь решения (48); но отсюда следует, что функция Н не должна зависеть 
от Рзн-s, ... , РзN· 

В действительности мы видим сначала, что усредненная энергия E~s) (41) 
сводится к 

в~·>=~ L:(P:+w~2Q;), (49) 
т 

где сумма берется только по собственным нормальным частотам. Вводя далее 
переменные Рт, Qт во все слагаемые Н2, Нз, . . . функции возмущения, мы 
видим, что с учетом равенств (47б) импульсы Рзн-s, ... , РзN сокращаются сами 
собой. Например, легко убедиться в этом, вычисляя два члена Нз, указанные 
в уравнении (39б). Во всяком случае, можно вычеркивать все члены, относящиеся 
к несобственным нормальным частотам, а с ними и векторы ЧJ и 18°. 

В формуле ( 49) переменные разделены; решение задачи о колебаниях можно 
получить с помощью канонического преобразования 

l~т Qт = - -
2 0 COS 21rWт, 

1r Vт О Wт ( о) 
Vт = 211' , (50) 

Рт =-~sin21ГWт, 
где Jт, W.,. означают переменные действия и угловые координаты колебания ядер. 
Тогда энергия приобретает вид 

(51) 
т 

Обратимся теперь к гироскопической части Е2 , которая в подробной записи 

имеет вид 

(52) 

Следовательно, речь здесь идет не об обычном волчке, но о «гироскопиче
ском теле со встроенным маховиком•>, недавно рассматривавшимся Крамерсом 

и Паули 16). Эти авторы показали, каким образом можно наложить на эту систему 
квантовые условия; поэтому мы не будем больше обсуждать этот вопрос, а возьмем 
лишь результат. Можно ввести две пары переменных действия и угловых перемен-

ных вращения J, W и J', W' так, что E~r) будет функцией только J, J' (функцией 
волчка К): 

E~r) = K(J, J'). (53) 

lб) Kramers Н.А. Zs. Phys" 1923, 13, 343; Kramers Н.А" Pauli W. jun. Zs. Phys., 1923, 13, 351. Наша 
формула (52) идентична с формулой (19) первой и формулой (1) второй из uитированных работ. 
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При этом J = IX>I означает полный момент импульса молекулы; сопряженная 
угловая переменная W является строго циклической (и, значит, не входит в высшие 
приближения функции энергии Нз, Н4, ... ). 

Полная энергия вековых движений теперь принимает вид 

т 

где введено сокращенное обозначение 

,.,,() р2 lL: 1 - -l!i'i=-+- -(g2-g2). 
2т 2 А0 ж ж 

ж z 

§6 
Высшие приближения 

(54) 

(54а) 

Если мы хотим перейти к высшим приближениям, то.следует ввести в Нз, Н4, ... 
переменные J,,., W,,. (т = 1, ... , ЗN - 6) и Нз, Н4 , ••• ; что касается зависимости 
от W,,., то Нз, Н4, ... будут полиномами 3-й, 4-й, ... степени относительно cos 211'W,,. 
и sin 211' W,,.. Далее следует действовать по методу, указанному в § 1. 

Прежде всего можно показать, что при усреднении по движению электронов 
и ядер мы имеем 

Нз =Ез_ =О. 

Ибо, рассматривая выражение (37в) для Нз, мы видим, что оно содержит, кроме 
(1) 

нечетных относительно переменных Хр , ... и ~Рж• ••• членов, только такие члены 

четного порядка, в которых содержатся произведения Х~1)~и11 • Но в соответствии 
с соотношениями (46а,б) переменные Х~') зависят только от Q,,., а переменные ~рж 
только от Р,,.; в соответствии с формулами (50) разность фаз между Q,,. и Р,,. 
равна 7r /2. Следовательно, при усреднении по W,,. все члены Нз обращаются 
в нуль. Для того, чтобы теперь вычислить Н4 , необходимо по рецепту§ 1 сначала 
определить функцию F2 с помощью дифференциального уравнения ( 11 б) § 1; эта 
функция выражает обратное влияние колебаний ядер и гироскопических движений 
на орбиты электронов; легко видеть, что та часть ее Ff, которая в соответствии 
с формулой (12б) § 1 однозначно определяется дифференциальным уравнением, 
будет полином второй степени относительно Д cos 211' W,,.. 

Следующий шаг состоит в том, что мы образуем среднее значение ii3 по движе
нию электронов и затем вычисляем G1 из дифференциального уравнения (IЗа) § 1, 
в котором вследствие равенств (55) следует положить Е3 =О. При этом G1 будет 
полиномом третьей степени относительно Д cos 211' W,,. и sin 211' W,,.. 

Вслед за тем можно образовать Ф4 по уравнению (14) § l; мы получим полином 
четвертой степени относительно Д cos 211' W,,. и Д sin 211' Wт. Наконец, вычисляя 
в соответствии с уравнением (15) § 1 среднее значение Ф4 по движению ядер 

ф4 =Е4, 

мы получим полином, содержащий Д в нулевой, второй и четвертой степени; 
коэффициенты при первых двух степенях будут зависеть как от электронных 
интегралов j1, j 2, ••• , так и от гироскопических интегралов J, J'; коэффициенты 
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при четвертой степени будуr зависеть только от j1, J2,... Поэтому мы можем 
написать 

Е4 = E~1 )(J, J') + L Jтv} 1 )(J, J') + ~ L V~uJтJu• (56) 
т r,u 

Обрывая процесс приближений на этом месте, мы получим для полной энергии 
молекулы следующее представление 

[ 4 (1)( ')] 2{ ( ') "" [ о 2 (1)( ')] } 4 l ~ о J Е= Е0 +Л Е0 J,J +л К J,J + L.J vт+Л vт J,J J.,. +л 2 L.Jv.,.11 .,.Jи . 
.,. ~" 

(57) 
Формула (57) для энергии имеет зависимость от J.,. точно такого же вида, 

как энергия системы резонаторов с учетом членов до четвертого порядка в потен

циальной энергии включительно 17>. Однако коэффициенты здесь не постоянные, 
а функции квантовых чисел, принадлежащих движению электронов и гироскопи

ческим движениям. Зависимость от электронных квантовых чисел можно вообще 
определить, разумеется, только в том случае, если будет задана конкретная модель 

молекулы. Зависимость от квантовых чисел гироскопического движения можно 
определить в принципе полностью, однако в общем случае вычисления оказывают
ся слишком сложными, чтобы ими стоило заниматься при теперешнем состоянии 
экспериментальных данных о полосатых спектрах. Существенные упрощения на
ступают только в случае, когда положения равновесия всех ядер лежат на одной 

прямой; к этому случаю, который был категорически исключен в данной работе, мы 
вернемся позднее. Здесь мы скажем только, что тогда возникают новые осложнения 
из-за появления вырожденных состояний. Это имеет место уже для двухатомных 

молекул, если вместе с Кратцером is), Крамерсом и Паули 19> мы будем предполагать, 
что средний момент импульса электронов g не совпадает по направлению с линией 
соединения ядер; в действительности это возможно только в том случае, если 

циклическая координата электронного движения (азимут относительно оси ядер) 

оказывается вырожденной сама по себе или случайно 20>; на это обстоятельство 
названные авторы не обратили внимания. Для трех- и многоатомных молекул при
бавляется еще одно вырождение, касающееся колебаний ядер перпендикулярно оси 
ядер. Этот случай заслуживает подробного рассмотрения, если учесть возможность 
того, что он реализуется для таких молекул, как Н20 или СО2. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

l. Молекула рассматривается как механическая система, состоящая из ядер 
и электронов и находящаяся в состоянии дипамического равновесия; из этого об
щего представления должна систематически развиваться теория полосатых спектров. 

2. Математическое решение этой задачи основывается на том, что функция 
энергии разлагается в ряд по степеням Л, причем Л2 по порядку величины есть 
отношение массы электрона к массе ядра. 

3. Отыскиваются такие решения задачи о движении, при которых ядра уда
ляются от жестко связанных положений равновесия только на длину порядка Л. 

11> Вот М., Вюdу Е. Zs. Phys., 1921, 6, 140; см. также Вот В., Hiickel Е. Zs. Phys., 1923, 14, 1. 
18) Kratzer А. Аnп. Phys., 1923, 71, 72. 
19

) Kramers Н.А. Zs. Phys., 1923, 13, 343; Kramers Н.А., Pauli W. Zs. Phys., 1923, 13, 351. 
20> Вот М., Heisenberg W. Zs. Phys., 1923, 14, 44. 
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О положениях равновесия ядер сделано предположение, что они не все лежат 
на одной прямой; вырожденный случай, когда они все лежат на одной прямой, 

должен быть рассмотрен позднее. Квантовая теория учитывается при помощи 

требования, чтобы для искомых решений все импульсы и моменты импульсов 
оставались конечными при Л = О. 

4. Для математической формулировки требований, перечисленных в п. 3, вво
дится подвижная система координат, в которой равновесные положения ядер 

покоятся. Шесть параметров, определяющих эту систему отсчета, рассматриваются 
в качестве дополнительных координат; для сохранения числа степеней свободы 

служат шесть дополнительных условий, которые требуют, чтобы подвижная система 
координат как можно лучше описывала истинное движение ядер. 

5. Из функции Гамильтона для этой задачи могут быть исключены множители 
Лагранжа, соответствующие этим дополнительным условиям. 

6. Механическая задача может быть затем решена методами теории возмущений. 
Невозмущенная система образована из электронов при жестко фиксированных 
ядрах. Координаты ядер играют роль вырожденных переменных. 

7. Функция возмущения первого порядка при усреднении обращается в нуль 
вследствие требования, что должны существовать равновесные положения ядер. По
этому обычный метод определения вековых возмущений координат ядер оказывается 

неприменимым. Предлагаемый здесь метод в абстрактной форме излагается в § 1; 
он исходит из того, что При помощи подходящего канонического преобразования 

функция возмущения первого порядка может быть тождественно обращена в нуль. 
8. Функция возмущения второго порядка определяет одновременно колебания 

ядер и гироскопические движения как вековые возмущения. Разделение переменных 
для колебаний может быть произведено известным образом благодаря введению 

нормальных координат. Гироскопические члены совпадают с энергией «гироско
пического тела со встроенным маховиком», исследованной Крамерсом и Паули; 
они могут быть рассмотрены по указанному этими авторами методу при помощи 
разделения переменных. 

9. Функция возмущения третьего порядка не вносит вклада в энергию; функция 
возмущения четвертого порядка дает в энергию вклад~ зависящий от квантовых 
чисел колебаний ядер квадратично, а от квантовых чисел электронного движения 
и вращения очень сложным образом. 

10. Исключенный в этой работе случай, когда ядра в равновесии лежат на одной 
прямой, приводит к новым видам вырождения; именно, в случае двухатомных 

молекул, момент импульса которых не совпадает по направлению с осью ядер, 

вырождается сопряженная моменту циклическая переменная, для многоатомных 

молекул вырожденными будуТ еще колебания ядер перпендикулярно оси. 

(Поступила 21 декабря 1923 г.) 



ОБ ИЗМЕНЕНИИ ФОРМАЛЬНЫХ ПРАВИЛ 

КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ В ПРОБЛЕМЕ 
АНОМАЛЬНОГО ЭФФЕКТА 3ЕЕМАНА* 

В работе предпринята попытка при помощи простого обобщения квантовоте
оретических правил получить формальное описание части тех ямений, которые 
происходят при связи нескольких электронов. В частности, показано, что возра
жения против принципа построения по статистическим весам, а также «законов 

перманентности• эффекта Зеемана не допускают иной интерпретации, кроме как 
предположения о том, что энергия связи определяется не одним, а несколькими 

квантовыми числами. 

Введение 

С тех пор, как экспериментальные данные!) по аномальному эффекту Зеемана 
бьmи систематизированы Ланде 2> в соответствии с известными в то время квантово
теоретическими принципами и представлены в виде формул, становится все яснее, 

что объяснение явлений аномального эффекта Зеемана с необходимостью повлечет 

за собой глубокие изменения в наших квантовотеоретических представлениях з). 
Особенно отчетливо это проявляется в несостоятельности принципа построения 

по статистическим весам атомного остова и электрона 4). 

Хотя мы еще далеки от истинного объяснения принципиальных трудностей, 
встречающихся в эффекте Зеемана, нам все же кажется, что определенного 
успеха с формальной точки зрения удается достичь путем простого изменения 
правил квантовой теории. Мы намереваемся показать, что предлагаемые нами 

изменения s) правил позволяют получить не только описания принципа построения, 
но и g-факторы Ланде, а также столь характерные для аномального эффекта Зеемана 

законы перманентности б}. 

• Uber eine Ablinderung der formalen Regeln der Quantentheorie beim ProЫem der anomalen Zeemaneffekte. -
Zs. Phys., 1924, 26, Н.4-5, S. 291-307. Перевод Ю.А.Данилова. 
I) Back Е. Ann. d. Phys., 1923, 70, 333; Zs. Phys., 1923, 15, 206. 
2
) Lande А. Zs. Phys., 1921, 5, 231; ls. Phys., 1921, 22, 117; Zs. Phys., 1922, 11, 353; Zs. Phys., 1923, 15, 189; 

Zs. Phys., 1923, 16, 391; Zs. Phys., 1923, 19, 112. 
з) Lande А. Zs. Phys., 1923, 24, 441. 
4
) Bohr N. Ann. d. Phys., 1923, 71, 228. 

5) Пользуясь случаем, я хотел бы поблагодарить проф. Бора за разностороннюю помощь, которую 
я извлекал из ero советов. 
б) Pau/i W. Zs. Phys" 1923, 16, 155; Lande А. Zs. Phys., 1923, 19, 112; Heisenberg W. Zs. Phys., 1922, 8, 273. 
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§1 
Формулировка нового квантового принципа 

К обобщению квантовых правил, о котором идет речь, приводит непосредствен

но рассмотрение формулы Ланде, задающей значения g 1>. 
Воспользуемся обозначениями и нормировкой Ланде: пусть R - момент 

импульса атомного остова, К - момент импульса внешнеrо электрона, J -
полный момент импульса атома. Тоrда 

- (J + ~)(J - ~) + R2 - К2 
g-l+ ( 1)( 1) J+2 J-2 

(1) 

Согласно принципу строения, следовало бы ожидать, что значение J встретится 
повторно как момент импульса атомноrо остова в ближайшем атоме с большим 

числом электронов. Однако в спектре ближайшего атома мы обнаруживаем две 
мультиплетные системы с R - моментом импульса, равным J + 1/2 и J - 1/2. 
Отсюда с необходимостью следует, что значению энерrии связи следует ставить в со

ответствие не квантовое число момента импульса J, а два числа (J + 1/2, J - 1/2), 
поскольку и в формулу для g, и в R - момент импульса ближайшеrо элемента 
с большим числом вместо J всеrда входит пара чисел (J + 1/2, J - 1/2). Огкла
дывая на время обсуждение физического смысла предлагаемого нами формализма, 
мы вводим новое квантовое правило: любое заданное значение энергии связи 
между электроном и квантовым остовом связано не со значением J квантовоrо 
числа полного момента импульса, как предполагалось ранее, а с двумя такими 
числами ((J + 1/2, J - 1/2) в наших обозначениях). Значение энергии связи можно 
вычислить, заменив в формуле 

дF 
Н=

дJ 
(2) 

(интеrральный инвариант F мы определяем как F = J Н dJ) производную в пра
вой части конечной разностью дF = F(J + 1/2) - F(J - 1/2). Следовательно, 
получающееся значение энерrии квантовомеханической связи (в отличие от Hkt мы 
обозначаем ее Hqu) удометворяет соотношению 

+1/2 

Н911 =F(J+ ~)-F(J- ~) = ЛF= ! Hk1dJ. (3) 

-1/2 

Чтобы подчеркнуть формальную аналоrию между этим правилом и условием 
частот, запишем последнее в виде 

Vqu =ДН:::! V1c1 dJ1c. (4) 

Из нового квантового правила, представленного в виде (3), мы узнаем, во
первых, что в предельном случае большие квантовые числа Hqu и Н1с1 приближенно 
равны и, во-вторых, что Н911 формально можно получить просто усреднением Н1с1. 

Покажем, что построенная Ланде В) и Паули 9> эрзац-модель позволяет получить 
правильные значения g и закон перманентности. 

7> Landi А. Zs. Phys" 1923, 15, 189. 
в) Landl А. Zs. Phys., 1923, 19, J 12. 
9) PQull W. Zs. Phys" 1924, ZO, 371. 
5 Зак. 6 
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§2 

Эрзац-модель 

Условимся в дальнейшем обозначать через k момент импульса внешнего 
электрона, через т - компоненту полного момента импульса в направлении поля 

(внешнего поля Н), через Pr и Pk - компоненты r и k в направлении поля, 
через j - полный момент импульса, через l(Jr, l{Jk и ф - углы, сопряженные 
с Pr, Pk и j. Таким образом, l{Jr и l{Jk означают азимуты моментов импульса r и k 
относительно направления поля, ф - угол между плоскостью rkj и плоскостью jH. 
Следуя Паули 10>, предположим, что в нашей модели атомный остаток обладает 
двойным магнетизмом. Заглавными буквами R, К, J мы обозначим квантовые 
числа моментов импульса r, k и j. Интенсивность внешнего магнитного поля 
характеризуется ларморовской частотой о. Для упрощения записи мы будем 
у всех моментов импульса опускать множитель h/21r, превращая их тем самым 
в безразмерные числа. 

Механическая задача, возникающая в связи с эрзац-моделью, была подроб

но рассмотрена Паули 11 >. Мы лишь повторим наиболее сушественные детали 
вычислений. 

Для математического описания рассматриваемой задачи можно воспользоваться 
переменными двух типов: 

1) r, k, т, j и ф; 

П) r, k, т, Pk И l{Jk - l{Jr 

и, соответственно, 

r, k, т, Pr и l{Jr - rpk. 

В обоих случаях мы имеем задачу с одной степенью свободы и сопряженными 
переменными: либо j и ф, либо Pk, l{Jk - l{Jr и Pk, l{Jr - l{Jk. Переменные первого 
типа более пригодны в случае слабого внешнего поля, переменные второго типа 
оказываются более удобными для средних и сильных внешних полей. 

Полная энергия атома во внешнем поле состоит из трех частей: действия 
поля Н на внешний электрон k cos (kH)oh, на атомный остов 2r cos (rH)oh 
и взаимодействия между электроном и атомным остовом. Если желательно сохранить 

правильные «пропорции интервалов» 12>, то, как известно, последнее взаимодействие 
следует приближенно заменить косинусом между r и k. Однако мы сначала 
не будем принимать это предложение, чтобы показать, что значения g и закон 
перманентности от него не зависят. 

Функция Гамильтона Н для выбран.ной нами модели в переменных 1 типа имеет 
следующий вид: 

_!_ - { ( j2 + r2 - k2 j2 + k2 - r2) cos ф 
h н - о т 2 2j2 + 2j2 + 2j2 х 

V } (j2 _ k2 + r2) x(j2-m2)[(k+r)2-j2)((j2-(k-r)2) +/ 
2
kr . 

!О) Pauli W. Zs. Phys., 1Q?4, 20, 371. 
11 ) IЬid. 
12

) Lande А. Zs. Phys., 1923, 15, 189; Heisenberg W. Zs. Phys., 1922, 8, 273. 

(5) 
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Действительно,' 

и 

. j2 + k2 _ r2 
cos (kJ) = 2kr , 

. j2 + r2 _ k2 
cos(r1)= 

2 
. , 

TJ 
j2 _ k2 _ r2 

cos (kr) = 
2
kr , 

. т 
cos (JH) = -;-

J 

cos (kH) = cos (jH) cos (jk) - sin (jH) sin (jk) cos -ф, 

cos (rH) = cos (jH) cos (jr) - sin (jH) sin (jr) cos 1/J. 

В переменных 11 типа 

cos (rH) = ~, cos (kH) = ~, 
cos (rk) = cos (rH) cos (kH) + sin (rH) sin (kH) cos ('Pr - «р1:), 

в силу чего 

где х = tp, - IPk - угловая переменная, канонически сопряженная с р,. 

Если ввести фазовые интегралы 

2~ f j dф = J, 2~ f Pr dx = Pr, 
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то из (5) при о ~ f (в слабом магнитном поле), как показывают простые 

соображения теории возмущений 13), сразу же следует, что 

(
J2-K2-R2) ( J2+R2-K2) 2 

Н = f 2KR + l + 2J 2 Moh +о , (7) 

а из (6) при о~ f (в сильном магнитном поле) -

2ir 

1 ! (PrM-Pr y'(R2 -P,?)[K2 -(M-P,)2
] ) (8) 

H=(Pr+M)oh+ 211" dxf R ---к-+ RK cosx . 
о 

Разумеется, для определения стационарных состояний оба фазовых интеграла J 
и Р, совершенно эквивалентны. Из общих теорем механики следует, что отличаться 
они моrут лишь на целые кратные квантовых чисел М, R и К. 

Нам не хотелось бы останавливаться на вопросе о соответствии между отдель

ными значениями J и Р,, поскольку он подробно разобран в работе Паули 14
). 

~з) См., например, Вohr N. On the Quantum Theory of Line Spectтa. Part П. 
14) Pouli W. Zs. Phys" 1924, 20, :т. 
5· 
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Чтобы nрименить схему вычислений из§ 1 (равенство (3)), пос.троим функцию 

F= ! HdJ= ! HdPr. 

При о ~ f из (7) получаем: 

! ( J2 _ к2 _ R2) ( J1 + к2 _ R2) 
F = f 2К R dJ + J + 2J 1И oh, (9) 

а при о ~ f из (8): 

( р:) 1 ! 12,,. (Pr M-Pr 
F = MPr + Т oh + 211' dPr dx f R К + 

о 

..j(R2 - Pl)[K2 - (М - Р,)2) ) 
+ RК cosx . (10) 

В частности, если взаимодействие между электроном и атомным: остовом считать 
пропорциональным косинусу между R и К, то формулы (9) и (10) упрощаются: 

1 

при о~ w 

при о~ w 

( 
J1 _ к2 _ R2) J2 _ к2 _ R2 

F _,., h· 
2KR -..... 2KR ' 

_ ~J2 _ J(K2 + R2) ( J2 +К2 -R2) 
F - 2KR 11Jh+ J + 2J Moh, 

( 
Р.2) Р.2(м _ ~Р.) 

F = MPr + Т oh+ " 2RK3 
" wh. 

§3 
Квантовотеоретическая и1перпретаци.я 

в соответствии с квантовым nри11ципом иа § l 
и срав11ение с эмпирическими формулами 

(11) 

(12) 

Сравнивая соотношения (1) и (7), нетрудно заметить, что формула (3) приводит 
к правильным значениям g, если для квантовых чисел К, R и М сохранить 
значения, приведенные Ланде, то есть положить 

для s-, р-, d-, Ь-, ... термов и 

1 3 5 7 
к= 2' 2' 2' 2'." 

1 2 3 4 
R= 2' 2' 2' 2,". 

·для синглетных, дублетных, триплетных, квартетных, ... систем. Однако квантовому 
числу J мы должны приписать вместо одного значения J0 , как это сделал Ланде, 

1 ..,. 1 
два значения Jo + -z, "0 - 2 · 
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Напримеr>, для дублета R == 1 мы получили бы: 

R 1 
к 

1 3 5 

,.J._ 2 2 ,.-.-.. ,.-.-.. ,.-.-.. ,.-.-.. 
J 3 1 s 3 1 7 s 3 

2 2 2 2 2 2 2 2 

Возникающая при этом нормировка J и М обладает большим формальным 
преимущf:ством перед прежней нормировкой. Как известно, векторное сложение К 
и R с J приводит к неравенству 

IK-RI ~ J ~ IK+RI. (13) 

Чтобы получить правильное число уровней (это достигалось либо подходящей 

нормировкой J, выбираемой с таким расчетом, чтобы Jmax == /К + R - ~ /, лиqо 
введением дополнительного запрета), прежде приходилось исключать из соотноше
ния (13) знаки равенства, соответсtвующие параллельному расположению векторов. 
При нормировке Зоммерфельда ts) эти трудности не возникают, но в такой форме 
нормировка Зоммерфельда лишена модельной интерпретации, поскольку момент 
импульса основного состояния она ставит во взаимосвязь с моментом импульса 

возбужденного состояния. 

Аналогичные трудности возникают и при нормировке М постольку, поскольку 
параллельное расположение векторов М = J при прежней нормировке исключа
лось. Предлагаемое нами обобщение квантового принципа автоматически приводит 
к тому, что J может принимать все значения 

к+ R, к+ R - 1, ... ' IK - RI, 

а М - все значения 

J, J - 1, ... ' -J, 

как и следовало ожидать. 

В§ 1 мы показали, что число возможных уровней энергии на единицу меньше 
числа возможных значений J. Оrсюда и получается правильное число расщепленных 
термов. 

Поясним это на примере. 

Рассмотрим р-терм триплетной системы, для которой выполняется закон 
косинуса и, следовательно, справедливы соотношения (11) и (12). 

Тоrда R =~.К=~ (о~(&/): 

{ J=З -(.i)h+~Moh} 
Р1 !! + lмoh 

27 2 } 

{ 
J = 2 -~(.i)h + 3Moh } ~(.i)h 

Р2 _.!1 + lмoh 
- 25 3 

27 2 
} 12 

{ 
J - 1 - 27(.i)h + 2Moh } 27(.i)h 

Рз -~ + ~Moh 27 2 
J = О -0(.i)h + ОМ oh 

JS) Sommelfe/d А. Ann. d. Phys" 1923, 73, 32; Zs. Phys" 1923, 24, 360. 
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Соответствующие допустимые значения М ясны из следующей схемы: · 

{J= 3 М= -3 -2 -2 о +1 +2 +з 

Pt 1 1 1 1 1 1 
{J= 2 М= -2 -1 о +1 +2 

Р2 1 1 1 1 
{J= 1 М= -1 о +1 

Рз 1 1 
J= о М= о 

Отсюда вытекают следующие выводы: мы получаем, как и должно бьпь, 
три р-терма, причем для верхнего терма М может принимать значения, не превы
шающие 2, для среднего терма - не превышающие l и для самого нижнего терма -
«Не превышающие О •. Предложение о «законе косинуса• приводит к правильному 
отношению 2: l интервалов дv. Из формулы (11) следует предложенное Ланде 
обобщение закона пропорций интервалов на случай произвольного мультиплета. 

Выбранная нами нормировка квантового числа Pr отличается от пре:Жней 
и в более сильных полях. Параллельное расположение векторов R 11 Н разрешено 
и в этом случае, Pr принимает следующие значения: 

R, R - 1, ... , -(R - 1), -R. 

§4 
Принципы пермане11п1ости 

Содержание так называемых суммационных теорем сводится к следующему 
угверждению: 

Jmax 

сумма Е Mqu линейна по о и u.i. 
J=Jmm 

Покажем, что оно непосредственно следует из квантового правила, сформули
рованного в § 1. 

Действительно, из (2) получаем: 

(14) 

Здесь u.i означает угловую переменную, канонически сопряженную с J. Если поло
жить wo = !,. , то согласно общим законам механики dJ dUI = dj dUl0 • Следовательно, 
интеграл (14) преобразуется в интеграл на плоскости jU10 , взятый по области 16) 

соответствующей прямоугольнику Jmax ~ J ~ Jmin. 1 ~ UI ~О. Выясним, на какую 
область плоскости ju.io отображается этот прямоугольник. Особый выбор границ 
прямоугольника приводит к тому, (и это существенно важный пункт приводимо
го нами доказательства), что область Jrnax ~ J ~ Jmin, 1 ~ u.i ~ О отображается 
на область, также имеющую форму прямоугольника Jmax ~ j ~ Jmin• 1 ~ l.IJo ~ О. 
Действительно, из (5) следует, что j = Jrnax = const и j = Jmin = const - решения 

16
) Этим замечанием я обязан nроф. Борну, которому мне хотелось бы выразить приэнателыщсть 

' многие другие ценные советы. 
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уравнений движения, поскольку при j = jmax = k + r и j = jmin = lk - rl (и : 
множитель, стоящий в (5) при косинусе, обращается в нуль, в силу чего 
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Следовательно, границы J = Jmax и J = Jmin при отображении переходят в прямые 
j = jmax И j = jmin· То, что весь прямоугольник Jmax ~ J ~ Jmin• 1 ~ w ~ О 
отображается на весь прямоугольник jmax ;:;: j ~ jmin, 1 ;:;: w0 ~ О, следует просто 
из того, что при произвольном поле каждая точка последнего прямоугольника 

соответствует некоторому вещественному значению энергии и, таким образом, 

некоторому возможному движению. Из (5) и (14) получаем 

(15) 

Сумма (14) действительно линейна по о и w. Причина суммационных теорем 
носит не физический, как предполагал автор ранее, а математический характер. Она 
существенно связана с тем обстоятельством, что предельные значения J, М или Pr 
соответствуют параллельному расположению векторов. Отсюда особенно отчетливо 
видно, что искусственное исключение из рассмотрения случаев параллельного 

расположения векторов противоречило бы физическому существу проблемы. 

Приведенное выше доказательство суммационных теорем привело нас к фор
мально очень простому и полному описанию аномального эффекта Зеемана, 
хараюеризуемого в слабых полях формулами Ланде. Практически прогресс достиг
нут лишь настолько, насколько нам поЗволяют продвинуться соотношения (3), (6) 
и (10). То же относится и к расчету расщепления линий в средних магнитных полях. 

§5 
Физическая и11терпретация формализма, иЗJiоженного в § 1 

Насколько сильно формальное упрощение, вносимое квантовым правилом из § 1 
в проблему эффекта Зеемана, настолько неясен его физический смысл. То, что 
одно значение энергии связи формально соответствует двум квантовым числам J, 
а одно квантовое число J - двум значениям энергии связи, на первый взгляд 

кажется своеобразным «Ходом» теории, особенно чуждым сложившимся ранее пред
ставлениям. Однако не исключена возможность, что формальная аналогия между 
соотношением (3) и условием частот впоследствии позволит прийти к определенной 
физической точке зрения относительно интерпретации § 1, в то время как проблема 
связи между электронами тесно связана с теорией излучения, что обязывает нас 
при рассмотрении связи учитывать взаимодействия, обуславливающие возможность 

перехода из одного стационарного состояния в другое. Возможна и обратная ситуа
ция: правило из§ 1, пригодное в том виде, как оно приведено в нашей работе, лишь 
для решения проблем аномального эффекта Зеемана, может указать направление 
модификации существующей механики и создания квантовой механики систем 
с несколькими электронами. 
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Предварительный характер приведенных выше вычислений особенно ясно виден 
из того, что мы вместо обычной механики вынуждены использовать эрзац-модель. 
В окончательный вариант теории эффекта Зеемана немеханические свойства нашей 
эрзац-модели, а также формулы для у-фактора Ланде из § 3 должны следовать 
из квантовой механики, в число требований которой будет входить сохранение 

устойчивости и при связи электронов. Для достижения этой цели пока не сделано 
ни шага. Однако можно предположить, что принципиальные трудности на пуrи 

к интерпретации полуцелых квантовых чисел, формулы релятивистского дублета 
и двойного магнетизма проистекают из того же источника, к которому восходит 

модификация квантовой механики, связанная с введением формулы для g из§ 1. 
В том, что это действительно так, нас убеждают вполне отчетливые признаки. 

Например, «целочисленносты~ расщепления линий при эффекте Пашена-Бака 
(при целом М) обусловлена применением схемы из § 1 к полуцелым значениям Pr. 
Столь неудовлетворительные с теоретической точки зрения полуцелые значения К 

предстают в новом свете в результате исследований Ланде 11>, установившего, что 
уровни р 1 и Р2, судя по всем их магнитным свойствам, должны быть нормированы 
на К = 3/2 и образовывать в видимой (так же, как и в рентгеновской) части 
спектра релятивистский дублет, соответствующий значениям К = 2 и К = 1. 

Что касается двойного магнетизма, то следует обратить внимание на следующее 

обстоятельство: как показано в § 3, введение электрона с К = 1/2 не изменяет 
фактор магнетизма, равный 2, так как все а-термы и атомный остаток по-прежнему 
обладают значением g, равным 2. 

Физическая интерпретация квантового правила из § 1 играет существенную 
роль и при рассмотрении принципа строения. Строгое обоснование необычного 
поведения статистических весов (см. введение) и различных вариантов допустимого 
расположения векторов момента импульса при связи должно исходить из разумного 

обобщения правила из § 1 на системы с несколькими электронами и исследования 
числа возможных конфигураций векторов. Эта задача для сильных магнитных полей 
рассмотрена в § 6. Однако предварительно мы можем указать схему, показывающую 
чисто формально естественную взаимосвязь принципа строения и квантового пра
вила из § 1. Хотя и в этом случае мы сначала вынуждены отказаться от физической 
интерпретации, тем не менее предлагаемая схема показывает, что квантовое пра

вило из § 1 почти с необходимостью приводит к законам строения, предложещ~ым 
недавно Ланде, а также автором в данной статье. 

>:s: состояние Дуплет 

f 
Нормальное R=l 

~ l(K==l/2) J==3/2 1/2 

t 1~1 
R==3/2 

Триплет 

J==2 1 

А 
R==2 

1/2 

Синглет 

1 о 

ls=;;; 
Квартет Дуплет Дуплет 

~ (К==3/2) J==3/2 3/2 1/2 
( 

~~~~:~~ое Д:~ 

р,-терм р,-терм 

(L,) (L,) 

R==5/2 3/2 1/2 

/:'\., 
Квинтет Триплет Триплет Синглет ._,.._ ..__., 

ZnL, ZnL, 

11> Lande А. Zs. Phys., 1923, 15, 189; Zs. Phys., 1923, 19, 112; Zs. Phys., 1923, 16, 391; Naturwiss., 1924, 
12, 332. 
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«Правило ветвления», о котором шла речь в работе 18>, эквивалентно правилу 
из § 1. Однако поминное обоснование принципа строения, сводящее объяснение 
поведения статистических весов непосредственно к квантовомеханическим эф
фектам, становится возможным лишь при рассмотрении систем с несколькими 

электронами. 

§6 
Несколько внешних электронов 

Разумное обобщение принципа из § 1 на случай нескольких электронов до сих 
пор удавалось построить лишь в простейшем случае очень сильных магнитных 

полей, т. е. очень слабой связи. В § 2 мы описывали атом в случае слабой связи 
величинами r, k, т и Pk, где Pk - проекция k на Н. Если у атома имеется 
несколько внешних электронов, то их мы, естественно, будем описывать величинами 

где k1, k1, ... , kз - моменты импульсов электронов, Pk,,Pk2 , ••• ,pk. - их проекции 
на Н. Квантовотеореtическая энергия Hqu возникает в этом случае при «одновре
менном» усреднении по Pk,, Pk2 , ••• , Pk. (подобно тому, как в случае одного внеш
него электрона мы получали ее при усреднении по Pk). «Одновременность» здесь 
означает, что мы усредняем по прямой, проведенной в пространстве Pk" ... , Pk. 

через точки Р2,, Р22 , ••• , Р2. и, например, P21+l, P2
2
+l, ... , Р2. +1, т.е. по простран

ственной диагонали n-мерного куба Pk,, ... , Pk.; Pk, + 1, Pk2 , ••• , Pk.; ... ; Pk, + 1, 
Pk2 + 1, ... , Pk. + 1. 

Нетрудно показать, что при таком обобщении принципа из § 1 мы получаем 
не только правильное число термов, соответствующее требованиям принципа стро

ения, но и правильную картину расщепления термов в сильных магнитных полях. 

Обратимся в качестве примера к случаю, в котором из атома с квартетным s-термо~ 
в основном состоянии при добавлении одного электрона получается атом с квинтет
ной и триплетной системой, и рассмотрим d-термы такой системы. У нас имеется 
атомный остаток с R = 2 и двумя внешними электронами К1 = 1/2, К2 = 5/2. 
Классическая энергия в случае сильных полей согласно (6) (/ =О) определяется 
выражением 

(16) 

следовательно, квантовотеоретическую энергию можно представить в виде 

(17) 

Проведем границы рассматриваемой области на плоскости Pk,Pk2 : величина Pk, 
должна быть заключена между +1/2 и -1/2, величина Pk2 - между +5/2 
и -5/2. Кроме того, поскольку R = 2, то при заданном значении М возникают 
границы Pk, + РА:2 = М + 2 и Pk1 + Pk2 == М - 2. На рис. 1 эти границы изображены 
при М == 1. Лежащие в рассматриваемой области диагонали проведены на рис. 1 
толстыми линиями. Таким образом, при М = 1 мы получаем четыре терма 
квинтетной системы, которым соответствуют диагонали, идущие сверху слева 

направо вниз. Как следует из соотношения ( 17), они связаны с расщеплением 

1 
--Hqu = 3, 2, 1, О. 
o·h 

18
) Lande А. Zs. Phys" 1923, 16, 391; Naturwiss" 1924, 12, 332. 
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Рис. 1. К1 == ~, К2 == ~, М = 1 

Кроме того, мы получаем три терма триплетной системы, которым соответствуют 
диагонали, идущие сверху вниз справа налево. Они связаны с расщеплением 

1 
--Hqu == 2, 1, О. 
O·h 

Если провести аналогичные вычисления для других значений М (например, 
сдвинуть наклонные границы допустимой области на отрезок, соответствующий 

новому значению М), то результат окажется следующим: 

1 {Квинтет 
оН Триплет 

М=О 

2, 1, о, -1, -2 
1, о, -1 

3, 2, 1, о 
2, 1, о 

2 

4,3,2 
3,2 

3 

5,4 
4 

4 

6 

Полученные значения полностью совпадают с найденными Паули 19) для рас
щепления в сильных полях. 

Итак, обобщение принципа из § 1 на случай нескольких внешних электронов 
не представляет никаких трудностей. Тем не менее, в приведенной выше форме 

это обобщение нельзя признать удовлетворительным, поскольку прежде всего 
оно не позволяет объяснить ни причины, по которым справедливы принципы 
суМмирования, ни расщепление в слабых полях. Однако нам кажется весьма 

естественным, что искать объяснение последнего из названных выше пунктов 
надлежит в тесной связи с решением всех прочих принципиальных трудностей 
аномального эффекта Зеемана и что существенную роль при этом играет физическая 
интерпретация § 1. Мы ИЗJiожили приведенное выше обобщение § 1, чтобы показать, 
насколько тес»о принцип строения связан с соответствием между двумя квантоаыми 

числами и одним значением энергии связи и, кроме того, развить формализм, 

позволяющий (что имеет практическое значение) вычислять расщепление линий 
в сильных полях для всех типов мультиплетов. Что же касается принципа строения, 
то мЬI снова приходим именно к тем классам мультиплетоа, которые недавно бьmи 
рассмотрены Ланде и автором. 

§7 
Сректр 11со11а 

В \11.ачестце непосредстnенноrо прuложения точки зрения, uзложенной в пре
дыдущем р1щделе, рассмотрим спектр неона, проанализированный Пашеном 20) 

и теоретич1,1ски классифиццрованный Ланде 21 >. Атомный остов возбужденного 
19

) Раи/i W Zs, PhY&·· 1924, JO; 371. 
20

> Paschrn F. Ann. d. РЬуs., 1919, 60, 40!1; 1920, 63, 201. 
21> Lande А. Zs. Phys., 1923, 17, 292. 
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неона обладает состояниями L1 и L2 22>, которые Ланде 23> отождествил с р 1 и Р2. 
Следовательно, принцип строения приводит к следующей схеме: 

Jатомныll остов = 

Класс мультиплета атома: 

1 
2 

3 
2 

5 
2 ---........ ---.; , ___ ...,.... __ _ 

Синглет - Триплет Триплет -Квинтет 

Все термы, указанные этой схемой, и их расщепление в сильных полях описывает 
обобщение принципа из § 1. 

Особенно просто выглядят соотношения для в-термов неона. Действительно, 
в случае эффекта Зеемана, очевидно, безразлично, является ли электрон с k = 3/2 
внутренним, а электрон с k = 5/2 внешним или наоборот. Следовательно, в-термы 
неона в точности соответствуют р-термам щелочноземельных элементов, т. к. у по

следних внутренний электрон обладает k = 1/2, а внешний k = 3/2. Таким образом, 
мы приходим .к необходимости предположить, что не только в сильных, но и в сла
бых магнитных полях четыре в-терма ведут себя точно так же, как, например, 
четыре р-терма магния (в частности, имеют одни и те же значения g ). Именно это 
и наблюдается в эксперименте. Однако если говорить о пропорциях Jштервалов, то 
магний (р-термы) и неон (в-термы) обладают различными свойствами, поскольку 
силы связи значительно расходятся. Сравним в-термы неона с р-термами магния, 
расположив для удобства те и друrие в виде следующей таблицы: 

1 
Система 

Li L2 

термов l(винтет-Триплет Триплет -Синглет 

Неон Терм В5 84 82 В3 

Значение g 3 3 1 о 

2 2 о 
Mmax 2 1 1 о 

м~.я 1 
Система 

Триплет Синглет 
термов 

Терм Р1 р2 рз р 

Значе1те 9 з 3 о 1 2 2 о 
Mmax 2 1 о 1 

Для высших уровней (р-, d-, ... ) нещн~ мь1 пжжt~ ю1чеrо не п;щорим о реалм~:о 
наб;цодаемых расстощщщс: между уропнпми кnинте.т-трцплетной и трщщет-с1шrлет
flой систем, встречающихся, например, у маrю<Jя •ши у хромц, t.щрrацца, железа: 
ПРl'IП<:денная выше !Qlассификацщ1 9щ1с~мет дишh простуrо схему распредещнщя 
:шачеций J. Свойст~щ распредещщия полностью щщтветствуют тому, что с:ле
дует ожидать из теорепщеских с!щбрЮ1Сенцй. Спрапм.ливостh •ЗIU<РЩ\ косинуса• 
представляет собой характерное исключение для «МУЛJ:~ТИдлет;;~. nepJIQЙ: i;ryneни» (пну
треиний электрон на 8~орбите), о(\Qсновани:"'м которого м1>1 пщ1щ не располапlем. 
Не исключено, ощ~щю, что во~мож:ную причину J<РУЩещс;:я щще:щовения Jl~аи
модействия, ПIIOЯJJJIЯющerocn преж.щ; всего в болhmих КВ!!дРУПОJJhНМХ ч.денах, нам 
удастся извлечJ> из nр!Анпипа, »~о~еннощ n § 1 ц из § 6. Если t1з д,Jlyx валентных 

22
) Grotian. Zs. P!)ys., 1922, 8, 116, 

23> Lande А. Zs. Phys., 1923, 16, 391. 
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электронов внугренний находится на в-орбите с k1 = 1/2, то из схемы усредне
ния, приведенной в § 6, следует, что вектор k1 усредняется по всем допустимым 
положениям -1 ~ cos (k1H) ~ + 1. Оrсюда можно сделать вывод, состоящий в том, 
что, взаимодействуя с внешним электроном, внутренний электрон ведет себя, как 

сферически симметричный потенциал. Пользуясь схемой усреднения, приведенной 
на рис. 1, нетрудно показать, что этот сферически симметричный эрзац-потенциал 
одинаков для диагоналей, идущих в одном и том же направлении, и, следовательно, 

сильное взаимодействие между внешним и внугренним валентными электронами 

проявляется лишь в значительном различии величины термов триплетной и квин

тетной систем и что малая ширина расщепления в каждой мультиплетной системе 

не связана с усреднением взаимодействия. 

Если внугренний электрон движется не по в-орбите, то мы не можем ожидать, 
что будет выполняться закон косинуса, и нам не остается ничего другого, как 
предположить, что интервалы между всеми термами имеют один и тот же порядок 

величины. Мы отнюдь не можем ТРебовать, чтобы значения g были рациональными 
и однозначно определялись СТРуктурой ·мультиплета. Нам следует предположить, 

что в значения g входит отношение связи, подобно тому, как, например, р-термы 
характеризуются отношением L,-Lz. Оrсюда следовало бы, что в рассматриваемом 

p;-pt 
нами случае правило Престона, согласно которому значения g не зависят от главного 
квантового числа, перестает действовать. 

Все эти утверждения справедливы даже если ограничиться рассмотрением связи 
между векторами момента импульса, то есть связи между электронами, усредненны

ми по всей розетке орбит. Однако для неона связь между электронами оказывается, 
по-видимому, столь сильной, что, как показывает принцип отбора (см. § 8), нельзя 
пренебрегать даже периодическими противоположно направленными возмущения

ми электронов. Связь этого типа в конечном счете нарушает рациональность значе
ний g и для в-термов. В общем случае необходимо предположить, что и для муль
типлетов первой ступени значения g рациональны лишь с такой точностью, с какой 
можно считать пренебрежимо малыми возмущения орбит, вызываемые связью. 

§8 
Принцип отбора 

Формальный прогресс, достигнутый введением правил из § 1 и § 6, мы усма
триваем в утверждении о том, что, например, у щелочных земель и синглетная, 

и триплетная системы обусловлены одной и той же энергией связи, принадлежащей 

атомному остатку. Прямое отношение к этому имеет тот факт, что у обоих мульти
плетных систем совпадают границы серий и комбинационные линии между трипле

том и синглетом имеют ту же интенсивность, как и линии каждого из мультиплетов. 

Наше замечание позволяет также понять некоторые экспериментальные данные 

(например, по марганцу 24) и железу 25)), свидетельствующие о том, что ком
бинационные линии возникают главным образом между какими-нибудь двумя 

мультиплетными системами, в то время как комбинационные линии, соответствую

щие другим мультиплетным системам, выпадают. Разумеется, окончательный ответ 
на затронутые нами вопросы будет получен лишь после того, как удастся выяснить 

квантовотеоретический механизм связи. 

Правила из § 1 и § 6 не оказывают влияния на вычисление интенсивностей 
по принципу соответствия 26). 

24> Back Е. Ann. d. Phys., 1923, 70, 333; Zs. Phys., 1923, 15, 206. 
25) Laporte О. Zs. Phys., 1924, 23, 135. 
26) Lande А. Zs. Phys., 1922, 5, 231 (5); Sommelfeld А., Heisenberg W. Zs. Phys., 1922, 11, 131. 
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Заключительные замечания 

Содержание настоящей работы сводится к следующему: показано, что простое 
изменение формальных квантовых правил позволяет описывать структуру мульти

плетов и эффект Зеемана проще и с несколько более близкой к единой точки зрения, 
чем существовавшие ранее правила. В частности, закон перманентности и правила 
строения вряд ли можно интерпретировать иначе, чем приняв предположение 

о том, что одному значению энергии связи соответствуют два квантовых числа. 

Что же касается физического смысла предложенного нами формализма, то можно 
предположить следующее. Правило из § 1 отражает тот факт, что квантовомеханиче
ское взаимодействие между атомами и полями излучения, полностью аналогичное 

взаимодействиям связи, связано с возможностью перехода из одного стационарного 

состояния в другое. В этом смысле можно предположить, что формализм, анало
гичный изложенному в § 1 и § 6, играет в квантовой механике взаимодействий связи 
общую роль, выходящую за рамки проблемы эффекта Зеемана. 



О КВАНТОВОТЕОРЕТИЧЕСКОЙ 
ИНТЕРПРЕТАЦИИ КИНЕМАТИЧЕСКИХ 

И МЕХАНИЧЕСКИХ СООТНОШЕНИЙ* 

В работе предпринимается попытка построить основы квантовотеоретической 
механики, базирующейся исключительно на соотношениях между принципиально 
наблюдаемыми величинами. 

Как известно, против формальных правил, широко используемых в квантовой 
теорим при вычислении наблюдаемых величмн (например, энергии атома водорода), 
вьщвигается веское возражение, что существенную составную часть этих правил 

образуют соотношения, содержащие такие величины (как, например, координаты, 
период обращения электрона), которые, по-видимому, принципиально не могут 
быть наблюдаемыми, т. е. что в этих правилах отсутствует какое-либо наглядное 
физическое обоснование, если только мы не будем питать надежды, что эти 
ненаблюдаемые теnерь величины когда-нибудь позднее станут доступными опыту. 
Эти надежды можно бьmо бы считать обоснованными, если бы упомянутые правила 
бьmи внутренне непротиворечивыми и имели четко очерченную область применения 
к квантовотеоретическим проблемам. 

Однако опыт показывает, что указанным формальным правилам квантовой 
теории подчиняется только атом водорода, а также эффект Штарка в этом атоме, 

но что уже в проблеме «скрещенных полей» (атом водорода в электрическом 
и магнитном полях различного направления) обнаруживаются трудности фундамен
тального характера, что эти правила, наверное, не могут быть применимы к задаче 
о влиянии периодических переменных полей на атомы и, наконец, что распростра

нить эти правила на атомы с несколькими :электронами оказалось невозможным. 

Стало обычным называть отклонением от классической механики указанную выше 
несостоятельность правил квантовой теории, хотя сами они существенно характери

зуются именно применением классической механики. Однако термин «отклонение» 
едва ли можно считать правомерным, особенно если принять во внимание, что уже 

условие частот Эйнштейна-Бора (которое действует без каких-либо ограничений) 
означает настолько полный отказ от классической механики или, лучше сказать 

с позиций волновой теории, от кинематики, положенной в основу механики, что 

даже при решении простейших задач квантовой теории о применимости класси

ческой механики не может быть и речи. При этих обстоятельствах, по-видимому, 
лучше совсем отказаться от надежд на то, что ненаблюдаемые сегодня величины 

(например, координаты и период обращения электрона) станут наблюдаемыми; 
одновременно следует признать, что частичное согласие указанных выше квантовых 

правил с опытом носит более или менее случайный характер и потому имеет 

* ОЬеr quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen. - Zs. Phys., 1925, 33, 
879-893. Перевод А. А. Сазыкина. 
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смысл попытка построить квантовую механику, аналогичную классической меха

нике. Наряду с условием частот в качестве важнейших исходных положений такой 

квантовой механики можно взять дисперсионную теорию Крамерса I) и основанные 
на этой теории результаты позднейших работ 2>. Ниже мы постараемся получить 
некоторые новые квантовомеханическме соотношения, чтобы использовать их для 

полного рассмотрения некоторых частных задач. При этом мы будем ограничиваться 

задачами с одной степенью свободы. 

§1 

В классической теории излучение движущегося электрона (в волновой зоне, т. е. 

(!: "' f) "' ~) определяется не только формулами 

Q: = r:c2 [t[t6 ]], 

е . 
f) = r2c2 [tt], 

но и появляющимися в них в следующем приближении слагаемыми, например, вида 

е . 
rc3 tJtJ, 

которые могут быть названы «квадрупольным излучением»; в еще более высоком 
приближении добавляются слагаемые вида, например 

е . 2 
rc4 uu . 

Аналогичным образом можно получать приближение сколь угодно высокого поряд
ка. (Выше бьmи использованы следующие обозначения: (!;, f) - напряженности 
поля в точке наблюдения, е - заряд электрона, t - расстояние до электрона 

от точки наблюдения, tJ - скорость электрона.) 
Можно поставить вопрос о том, как должны выглядеть указанные слагаемые 

более высокого порядка в квантовой теории. Поскольку в классической теории 
высшие приближения вычисляются просто при условии, что движение электрона 

или его Фурье-разложение задано, то в квантовой теории следует ожидать че
го-то аналогичного. Этот вопрос не имеет ничего общего с электродинамикой, 

но, что представляется нам особенно важным, носит чисто кинематический ха
рактер; в простейшем виде мы можем сформулировать его следующим образом. 
Пусть задана некоторая квантовомеханическая величина, заменяющая классическую 

величину x(t); какая квантовотеоретическая величина будет тогда заменять x(t)2? 
Прежде, чем ответить на этот вопрос, мы должны вспомнить о том, что 

в квантовой теории было невозможно сопоставить электрону точку в пространстве 

как функцию времени с помощью наблюдаемых величин. Тем не менее электрону 
и в квантовой теории можно сопоставить излучение; оно может характеризоваться, 

во-первых, частотами, которые зависят от двух переменных и имеют функциональ
ную форму в квантовой теории 

1 
v(n, п - а)= h{W(n) - W(n - а)}, 

I) Kramers Н.А. Nature, 1924, НЗ, 673. 
2) Вот М. Zs. Phys., 1924, 26, 379; Кгатеrs Н.А., HeisenЬerg W. 11;. Phys., 1925, 31, 681; Вот М., Jordan Р. 
Zs. Phys., 1925, 33, 479. 
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в классической теории 
1 dW 

v(n, а)= av(n) = ah dn . 

(Здесь произведена замена одной из канонических постоянных по формуле nh = J.) 
Характеристические (в смысле сравнения классической теории с квантовой) 

комбинационные соотношения для частот имеют вид: 

в классической теории 

v(n, а)+ v(n, /З) = v(n, а+ /З); 

в квантовой теории 

v(n, n - а)+ v(n - а, n - а - /З) = v(n, n - а - /З) 

или 

v(n - {З, п - а - /З) + v(n, п - /З) = v(n, п - а - /З). 

Во-вторых, наряду с частотами для описания излучения необходимо знать 
амплитуды, которые определяют поляризацию и фазу; амплитуды могуr быть 

представлены в форме комплексных векторов (каждый их которых имеет шесть 
независимых определяющих параметров). Амплитуды также зависят от двух пере
менных п и а, так что соответствующая часть излучения может быть представлена 
в следующем виде: 

в квантовой теории 

Re {21(n, n - a)eiw(n,n-a)t}, (1) 

в классической теории 

(2) 

В квантовой теории фаза (содержащаяся в 21) на первый взrляд не имеет физического 
смысла, так как в этой теории частоты в общем случае не соизмеримы со своими 
обертонами. Однако мы сейчас увидим, что фаза и в квантовой теории имеет 
примерно такой же смысл, как и в классической теории. Рассматривая некоторую 
определенную величину ~(t) в классической теории, мы можем полагать, что она 
представляется совокупностью величин вида 

21a(n)eiw(n)at' 

объединение которых в сумму или интеграл, в зависимости от того, будет движение 

периодяческим или нет, дает представление x(t): 

+ар 

x(n, t) ""' 2: !.lia(n)eiw(n)at, 
а=~оо 

+оо 

x(n, t) = J Шa(n)eiw(n)at d!J, (2а) 

-оо 

Аналоrичиш~ естестц~:щное объединение квантовых величин IJ силу равноправ
ности величин n, п - t'V )Щ)!{ется невозмоЖflJ>Iм и паrому не имеющих смысла; тем 
не менее щщлчину x(t) мшкцо представить в виде сщшКУпнос:ти величин 

Щ(п, n - a)eiw(n,n-a)t, 
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после чего можно попытаться ответить на поставленный вопрос: какое представле

ние будет иметь величина x2(t)? 
В классической теории мы получим, очевидно, следующий ответ: 

+оо 

93,в(n)eiw(n),бt :::: L ~a~,в-aeitu(n)(a+,б-a)t, (3) 
а=-оо 

или 
+оо 

93,в(n)eiw(n),бt == J ~a~,в-aeitu(n)(a+,б-a)t da, (4) 
-00 

причем тогда 

00 

x(t)2 :::: L 93,в(n)eiw(n)pt (5) 
.в=-00 

или 
+оо 

93p(n)eiw(n),дt = ! 93p(n)eiw(n),дt dfЗ. (6) 
-оо 

В квантовой теории самая простая и наиболее естественная гипотеза состоит 

в том, чтобы заменить соотношения (3)-(4) на следующие 

+оо 

93(n, n - fЗ)eitu(n,n-p)t = L ~(n, n - o:)~(n - а, n - fЗ)eitu(n,n-,д)t (7) 
а=-оо 

или 
+оо 

93,в(n)eiw(n)Pt = J da~(n, n - a)~(n - а, n - {З)eiw(n,n-p)t; (8) 
-оо 

и при этом соотношение такого вида выглядит как почти неизбежное следствие 

комбинационных соотношений для частот. Принимая эту гипотезу (7) и (8), мы 
видим, что фазы амплитуды ~ в квантовой теории имеют точно такой же физический 
смысл, как в классической теории: произвольной и лишенной физического смысла 
можно считать начальную точку отсчета времени, а с ней и общую для всех ~ 

фазовую постоянную; однако фаза отдельных ~ существенно входит в величину 93 з). 
Геометрическая интерпретация таких квантовых фазовых соотношений по аналогии 
с классической теорией пока представляется едва ли возможной. 

Если мы зададим далее вопрос о представлении величины x3(t), то без труда 
найдем: 

в классической теории 

+оо +оо 

~<п, r> = :Е L: ~а(n)~р<п>!Лт-а-р(п); (9) 
а=-ооР=-оо 

З) См. также: Кramers Н.А., Heisenberg W. Zs. Phys., 1925, 31, 681. В используемые там формулы для 
индуцированного момента рассеяния существенно входят фазы. 
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в квантовой теории 

+оо +оо 

~(п, п - -у)= 2: 2: 1.2t(n, п - a)l.2t(n - а, п - а - .б)О!(п - а - ,в, п - -у), (10) 
а=-оо {3=-оо 

или вместо сумм соответствующие интегралы. 

Аналогичным способом могут быть представлены в квантовой теории все вели
чины вида xn(t), и если дана какая-нибудь функция /[x(t)], то для нее, очевидно, 
всегда можно найти квантовотеоретический аналог при условии, что эта функция 

разлагается в степенной ряд по х. Однако существенная трудность возникает, если 
мы будем рассматривать две величины x(t), y(t) и их произведение x(t)y(t). 

Если x(t) характеризуется амплитудой 2(, а y(t) - амплитудой ~.то предста
вление x(t)y(t) принимает вид: 

в классической теории 

+оо 

~13(n) = I: l.2ta(n)~13-a(n), 
а=-оо 

в квантовой теории 

+оо 

~(п, п - fi) = I: 2!(n, п - а)~(п - а, n - .fl). 
а=-оо 

В то время как в классической теории произведение x(t)y(t) всегда рав
но y(t)x(t), в квантовой теории в общем случае это вовсе необязательно. В част-
ных :ж:е случаях, например, при образовании x(t) · x(t)2, указанная трудность не по
является. 

Если, как это бьmо сделано в начале этого параграфа, поставить вопрос 
об образовании произведения вида 

v(t)iJ(t), 

то v'{J в 1<вантовой теории следует заменить на (vv + i.Jv)/2 для того, чтобы получить 
щхшзводную v2 /2 по времени. Аналогичнь1м образом, вероятно, всегда можно 
пмчислять естествеm-н~1е квантовые средние величины, которые, однако, выглядят 

пшотеп1чес10tми в еще больше~ степени, нежели формулы (7) и (8). 
Несм!УfРя на ТРЛ!llФ что изложеюп~1е трудности, формулы типа (7), (8) могли бы 

б1>1тъ 1щобще достаточнъ1ми и для того, чтобы определять взаимодействие электронов 
JJ атрме с ттомощJ>ю характеристических амплитуд электронов. 

Пщте этого JЩссмотрения, прсдt.tетом которого была кинематика 1<вантовой 
тещщи, мъ,1 ттеJWJtдем к ~маче мехащ1191 об оnреде.лс.шии величин 21, v, W при 
ус.rщщч1, что tРвщщ1ы \:Иды, действующие п Сffстеме. В сушествующей теории эта 
з~щача решаетсff в два этаnа: 

J. Ицтеrр,ироваfще уРавнениfl движещщ 

Х + /(Ф) == 0. (11) 

2. Опрещшение константы при перищщч~ском дцижении из условия 

f Р dq = f тх dx = J(= nh). (12) 
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Есш~ мь1 беремся за построение квантовотеоретической механики, по возможно
сти аналогичной классической механике, то наиболее естественным цредставляется 

сохранение уравнения дв.11жеюtя ( 11) и в коонтовой теории, причем ддя того, чтобы 
не сход.11ть с твердой цочвы принципиал.1:~но наблюдаемых величин, необходимо 

только заменять величины ii, /(:t) на их квантовые aHilJIOГИ, известпые из § 1. 
В классической теориц решение уравнения (11) можно искать в форме разложения х 
в ряд (или интеграл) Фурье с t1еопределенными коэффициентами (и частотами); 
правда, при этом мы получаем в общем случае бесконечно мt1oro уравнений с бес
конечно большим числом неи:щестных или интегральные уравнения, которые лишь 
в частных случаях моrут быть сведены к простым рекуррентным формулам ддя Щ. 
В квантовой теории мы все-таки вынуждены пока искать решеt1ие уравнения (11) 
п указанной форме, посколь.ку, как было уже сказаiщ, функция :o(n, t) не допускает 
непосредственного определения аналогичной ей квантовотеорет.11ческой функции. 

Это приводит к тому, что квантовотеоретическое решение уравнения ( 11) 
можно получить прежде всего только в простейших случаях. Прежде чем перейти 
к таким простым примерам, мь1 рассмотрим еще квантовотеоретическое определение 

константы по условию (12). Итак, мы предполагаем, что в классической механике 
мы имеем периодическое двщкени11 

+оо 

а;= Е aa(n)eia".t; (13) 
а=-оо 

тоrда 
+оо 

mФ = т Е qq(?J.)i~41neia"'~' 
-оо 

Уч»тJ~JПШJ, Ч'fР "'-~ = аа' т. е. чтg величц1щ х ДQJI:Жt!a PЬITI:! вeщecтвet1t1Qfi, мы 
lll'INMHM 

(14) 

Этот фмРвмй интеrрц,л ,1щ си~ пор ~ЧJПМИ в рр.щ~цщнстве с.дуч!lев равным 
иелоЧИСJJС!i@М)' М:f)liTJiOMf h, т. е. раПНJ!Iм nh; PJJHilJ<Q Это урловие BljlГJJЦЦИT 
не ТС>дь~щ щтерщ1Jн»о чуждым мe'НitfИJ<e, tilJ и щ~<,:щзвo.JJl:!flWM даже 9 трчки 
:1Pt!IOHJ CMhЩllЦ принципа CQQ'fП~TCTf:IИH; В{Щ!> ЦQ ПРИtШИПУ СОQТЩПQТJJИЯ jJeЛИ'fffЩl J 
JJJ)JfИИMAt!T Цl}./IO!JИMIНJHhf~ l'PilТJiRJe 'ltJачеиип п TWfhJ,<;Q \,! ТQIЩОсТв~ ,цо ттрриЗВОJiвfЩtf 
П()С'fОЯПН:РЙ, и: ПМ!,iСТО )'QJJQЩH{ (Н) gмее @IП\:;ствещщ QJ>ЩP бы пр~дцщщгать 

d d f 
fln, (~h) == d~ . тх2 tЦ 1 

too 4, 
f/. = i'lfm ?: а dn (a"1nltJg\1). (15) 

11=-q> 

Коц~Чf!Q, т~.fЦ}е ycщ}f:IK~ 1:щределяет тогда все значения аа только с точностью 
до не1щfЩJQЙ JJO(JТOSJJJJf PЙ, и эrа неопределещ-юсть дQ.JPJrna приводить к трудностям 
в связц с обt1аружением на опыте полуцелых квантовых чисел. · 
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Если мы зададим вопрос о квантовотеоретическом соотношении между на
блюдаемыми величинами, соответствующем условиям (14) и (15), то утраченная 
однозначность восстановится сама собой. 

Хотя только уравнение (15) может быть преобразовано в простое квантовотео-
ретическое соотношение 4), примыкающее к дисперсионной теории Крамерса, 

00 

h = 41Гт L {la(n, п + a)l2w(n, п + a)- la(n, п - a)l2w(n, п - а)}, (16) 
а=О 

однако это соотношение оказывается здесь достаточным для однозначного опреде

ления величин а; ведь имеющаяся в величинах а вначале неизвестная постоянная 

определяется сама собой условием, что должно существовать нормальное состоя

ние, в котором излучение уже не происходит; следовательно, если для нормального 

состояния ввести обозначение n0 , то для всех а > О должно быть 

a(no, по - а)= О. 

Поэтому в квантовой механике, использующей только соотношение между на
блюдаемыми величинами, не должен возникать вопрос о целом или полуцелом 
квантовании. 

Уравнение (11) и (16) вместе, если их можно решить, позволяют полностью 
определить не только частоты и энергии, но и квантовотеоретические вероятности 

переходов. Однако фактически решить эти уравнения удается сначала только в про
стейших случаях; особые сложности возникают также во многих системах, таких, как 
атом водорода, из-за того, что решениям соответствуют частично периодические, 

а частично апериодические движения, вследствие чего ряды (7), (8) и уравне
ние (16) всегда распадаются на сумму и интеграл. В квантовой механике разделение 
на «периодические и апериодические движения» в общем случае невозможно. 

Тем не менее уравнения (11) и (16) можно было бы по крайней мере принци
пиально, рассматривать как удовлетворительное решение задач механики, если бы 

удалось показать, что это решение согласуется или не вступает в противоречие 

с уже известными квантовомеханическими соотношениями; что, следовательно, 

в задачах механики малое возмущение влечет за собой добавочные члены в энергии 

или частотах, которые точно соответствуют найденным Крамерсом и Борном -
в противоположность тому, что дала бы классическая теория. Далее бьmо бы необхо
димо исследовать, соответствует ли в общем случае уравнению ( 11) в предложенной 
здесь квантовотеоретической интерпретации интеграл энергии m:i:2 /2+U(x) = const 
и удовлетворяет ли найденная таким образом энергия условию Л W - аналогич
ному тому, которое имеет место в классической механике: 11 = дW / дJ. Общий 
ответ на эти вопросы позволил бы вскрыть внутренние взаимосвязи между уже 

сделанными квантовомеханическими опытами и обеспечил бы возможность постро
ения квантовой механики, последовательно оперирующей только с наблюдаемыми 
величинами. Не говоря об общей связи дисперсионных формул Крамерса с уравне
ниями ( 11) и ( 16), мы можем ответить на оба поставленных выше вопроса только 
в совершенно особых частных случаях, когда указанные уравнения допускают 

решения в форме простых рекуррентных соотношений. 

Упомянутая общая связь дисперсионной теории Крамерса с нашими уравнени
ями (11), (16) состоит в том, что уравнение (11) (т.е. его квантовотеоретический 

4
) Это сооmошение было получено на основе рассмотрения дисперсии уже В. Куном (Kuhn W. Zs. Phys., 

1925, 33, 408) и Томасом (1homas. Natшwiss., 1925, 13). 
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аналог) так же, как и в классической теории, приводит к следствию, что ко
леблющийся электрон можно считать свободным по отношению к свету, длина 
волны которого намного короче длин волн всех собственных колебаний системы. 

Этот результат следует также из теории Крамерса, если принять во внимание еще 
уравнение (16). Действительно, Крамерс получает для момента, индуцированного 
волной Е cos 211'vt, следующую формулу 

2 2 2:00 
{ /а(п, п + a)/2v(n, п +а) /a(n, n - a)/2v(n, n - а)} 

М = е Е cos 211'vt · - - ; 
h v2(n n + а) - v2 v2(n п - а) - v2 

а=О ' ' 

значит, для v ~ v(n, n +а) 

2Ее2 cos 21Гvt ~ 2 2 
М = - 2 ц {/a(n, п +а)/ v(n, n +а) - la(n, n - а)/ v(n, n - а)}, 

V h а=О 

что в силу уравнения ( 16) преобразуется к виду 

е2 Ecos211'vt 
М= - v247r2m 

§3 

Рассмотрим теперь в качестве простейшего примера ангармонический осцил
лятор 

х + "1~Ж + Лж2 = О. (17) 

В классической механике это уравнение может быть рещсщ,> подстанощФй 

ж = Лао + а1 cos t.Jt + Ла2 cos 2wt + л 2 аз cos 311Jt + ... + лт-\ ат cos T"1t, 

причем коэффициенты а будуr степенными рядами по Л, начинающиМJfСJJ сво
бодным по отношению к Л членом. Попытаемся найтп аналоrпчное решенпе 
в квантовой теории, представляя :с велцчинами следующего вида 

Ла(n, n); a(n, n - 1) cosw(n, п - l)t; Ла(п, n - 2) cos"1(n, п- 2)t; 

.•• ' лт- 1 а(n, n - т) cos Y.l(n, n - r)t, .... 

Рекуррентные формулы для определения ко~ффициентов а и частот w в сОQТВет~ 
ствии с уравнениями (3), (4) или {7), (8) гласят (с точностью до чле1щв пopmum ПQ ..\): 

в классической теории 

a2(n) 
,~фio(n) + Т = О; 

-UJ2 + "'~ ""' О; 
? 

( 2 1) ( а, ~4чJ·· +wo ai n) + i ""'О; 

{-9w2 + ц~~)аз(n) + а1а2 =О; 
............................. , 

(18) 
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в квантовой теории 

2 () а2(п+l,п)+а2(п,п-1) 
"'оао п + 4 = О; 

2 . 2 
-w (п, п - 1) +"'о =О; 

2 2) а(п, п - l)а(п - 1, п - 2) 
(-w (п, п - 2) +"'о а(п, п - 2) + 

2 
=О; (I9) 

2 2) а(п, п - l)а(п - 1, п - 3) 
(-w (п, п - 3) +"'о а(п, п - 3) + 

2 
+ 

а(п, п - 2)а(п - 2, n - 3) 
+ 2 =О; 

К этому добавляется квантовое условие: 
в классической теории ( J = пh) 

+оо 1 12 d I: 2 O!r "1 
1=21Гm- т --· 

d 4 ' у -оо 

в квантовой теории 

00 

h = 1Гm I: [lа(п + т, п)12w(п + т, п) - lа(п, п - т)12w(п, п - т)]. 
о 

Эго дает в первом приближении как в классической, так и в квантовой теории 

2 2 (п + const)h 
. а 1 (п) или а (п,п-1)= . 

7Гmwo 
(20) 

Постоянную в формуле (20) в квантовой теории можно определить из условия, 
что величина а(п0 , п0 -1) в нормальном состоянии должна обращаться в нуль. Если 
мы определим n таким образом, что в нормальном состоянии значение n равно 
нулю, т. е. п0 =О, то получим 

2 nh 
а (п,n-1) = --. 

1Гm"1о 

Тогда из рекуррентных уравнений (18) следует, что в классической теории 

величины ат (в первом приближении по Л) будут иметь вид х(т)-т/2 , где х(т) 
означает множитель, не зависящий от п. В квантовой теории из уравнения (19) 
получается 

~ a(n, n - т) = х(т)у ~· (21) 

причем х(т) означает тот же самый коэффициент пропорциональности, не за
висящий от n. При больших значениях п квантовотеоретическое значение ат, 
естественно, приближается асимптотически к классическому. 

Для энергии естественно принять классическое выражение 

тх2 mw5x2 тЛх3 

-2- +-2- +-3- = w, 
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которое в используемом здесь приближении действительно принимает постоянное 

значение также и в квантовой теории, в соответствии с уравнениями (19), (20) 
и (21) равное (с точностью до величин порядка ..\2) 

в классической теории 
nhwo 

W=--, 
21Г 

в квантовой теории (в соответствии с уравнениями (7), (8)) 

(п + !) hwo 
W= . 

21Г 

(22) 

(23) 

Таким образом, в соответствии с этой точкой зрения уже в случае гармо

нического осциллятора энергия определяется не «классической механикой», т. е. 

не по формуле (22), а имеет вид (23). 
Более точные вычисления с учетом также высших приближений для величин W, 

а, u; будут проведены на упрощенном примере ангармонического осциллятора 

следующего типа 

•• 2 ' з о х + u;0x + лх = . 
В соответствии с классической механикой здесь можно полагать 

х = а1 coswt +..\аз cos Зwt + ..\2as cos 5u;t + ... ; 
аналогично, в квантовой теории мы положим 

а(п, п - 1) cosu;(n, п - l)t; ..\а(п, n - 3) cosw(n, п - З)t; 

Величина а здесь будет опять иметь вид степенных рядов относительно ..\, 
первый член которых, как в формуле (21), имеет вид 

Этот результат получается из уравнений, соответствующих уравнениям (18), (19). 
Выполняя вычисление величин w, а с помощью уравнений (18), (19) в прибли

жении до ..\2 или..\, мы получаем 

3nh 2 3h2 
2 w(n,n-l)=wo+..\--2--..\ 

6 5 2 2 (17n +7)+ ... , 
87Гw0 т 25 w0 т 1Г 

( 
Зпh ) 

а(п, п - 1) = 1 - ..\ 
6 3 +... , 

1 1Гw0т 

1 
а(п, п - 3) = 

32 
hз ( 39(n - l)h) 

3 7 3 
n(n - l)(n - 2) l - ..\ 3 . 

1Г w0 т 327Гw0 т 

(24) 

(25) 

(26) 

Для энергии, которая определяется как постоянное значение величины (я не смог 
доказать в общем виде, что все периодические члены действительно равны нулю, 

но в принятом здесь приближении это оказалось так) 

m:i:2 mU1ix2 т..\х4 
-2- + -2- + -4-, 
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получается формула 

(п + 4) hыо 3 (n
2 + n + 4) h2 

2 h3 
( 3 51 2 59 21) 

W = + Л - Л 17n + -n + -п + - . 
211" 8 · 41Г2UJ8m 5121ГзUJбm2 2 2 2 

(27) 
Эту энергию можно вычислить также и по методу Крамерса-Борна, рассма

тривая член (mЛ/4)х4 как энергию возмущения гармонического осциллятора. Тогда 
мы все равно получаем точно результат (27), что представляется мне серьезным 
доводом в поддержку квантовомеханических уравнений, принятых здесь за основу. 

Далее, вычисленная по формуле (27) энергия удовлетворяет соотношению (см. (24)) 

w( n, n - 1) 1 [ ( ) ( )] ----=-Wn -Wn-1 
211" n ' 

которое также следует рассматривать как необходимое условие, дающее возможность 
определить вероятности перехода в соответствии с уравнениями (11) и (16). 

В заключение мы рассмотрим в качестве примера ротатор и обсудим связь 

уравнений (7), (8) с формулами интенсивности для эффекта Зеемана 5> и для 
мультиплетов б). 

Пусть ротатором будет электрон, обращающийся вокруг ядра на постоянном 
расстоянии а. Тогда «уравнения движения• как в классической, так и в квантовой 

теории показывают, что электрон совершает плоское равномерное вращение вокруг 

ядра на постоянном расстоянии с угловой скоростью w. «Условие квантования• 
в форме (12) дает результат 

в форме (16) - результат 

h;;;: 21Гm{a2w(n + 1, n) - a2w(n, n - 1)], 

и п обоих случаях получается 

( 1) 
h(n + const) 

"' n, n - = 2 2 • 11'ma 

Услопие, что п нормрпьном состоянии (no:::::: О) излучение отсутствует, приводит 
к формуле 

Эцерrия nринимает пил 

hn 
w(n n - 1) =:: -. 

' 211'ma2 

т 2 
w~=v, 

2 
ми п щют1щrстпии с ураnн1щиями (7), (8) 

S) Goudщ/ifh, Kranig ~- /,. Nцtщwi§S., Hm, J3, 90; Жinl /1, z-. Phys,, l925, 31, 340. 

(28) 

(29) 

б) Кronig R. L. Zs. Phys., 1925, Д 885~ Soтmnff!/d А" fl{jn/ Н. SitAJrnisЬer. prouss. Akad. Wiss" 1925, 141; 
Russell Н. N. Nature, 1925, 115, 835 
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что опять удовлетворяет соотношению Ul(n, n-1) = 2; [W(n)-W(n-1)]. В поддержку 
отличающихся от принятых сегодня в теории формул (28) и (29), по-видимому, 
говорит тот факт, что многие полосатые спектры (в том числе и такие, для которых 

существование электронного импульса представляется невероятным), по Кратцеру ?) , 

приводят к формулам типа (28), (29) (которые прежде пытались объяснить, вводя 
в угоду классической механике полуцелое квантование). 

Для того, чтобы получить в случае ротатора формулы Гоудсмита-Кронига
Хенля, мы выйдем за рамки задач с одной степенью свободы и предположим, 

что ротатор совершает очень медленную процессию v вокруг оси z внешнего 
поля, ориентированной в некотором направлении пространства. Предположим, что 
этой прецессии соответствует квантовое число m. Тогда движение характеризуется 
величинами 

z: a(n, n - 1; т, т) cosU1(n, n - l)t; 

х + iy: Ь(n, n - l; m, т - l)ei[<11(n,n-t)+o]t; 

Ь(n, n - l; т - l, m)ei[-<11(n,n-t)+oJt. 

Уравнения движения принимают простую форму 

х2 + у2 + z2 = а2. 

В соответствии с уравнением (7) отсюда получается s) 

~ [~a2

1(n, n - l; m, m) + Ь2 (п, n - l; m, т - l) + Ь2(n, n - l; m, т + l) + 

+ 2a2(n + l, n; т, т)Ь2(п + ln; т - 1, m) + Ь2 (п + l, п; т + l, m)] = а2 ; (30) 

l 
2a(n, n - 1; т, m)a(n - 1, n - 2; т, m) = 

= Ь(n, n - l; m, т + l)Ь(n - 1, n - 2; т + l, m) + 
+Ь(n,n-1;m,m-1)Ь(n-1,n-2;m-1,m). (31) 

К этим уравнениям добавляется условие квантования, следующие из (16): 

21Гm[Ь2 (n, n - l; m, т - l)U1(n, n - l) - Ь2 (п, n - l; т - l, m)U1(n, n - l)) = 
= (m + const)h. (32) 

Все эти уравнения удовлетворяют (с точностью до неопределенной постоянной 
при т) соответствующим классическим соотношениям, однозначно определяю

щим ао, Ь1, Ь-1: 

~а2 + ь2 + ь2 = а2· 2 о 1 -1 ' 

l 2 
4ао = Ь1Ь-1; 
21Гm(Ь~ 1 - ь: 1 )U1 = (m + const)h. 

7) См" например, Kratzer В.А. SitzungsЬer. Bayr. Akad" 1922, 107. 
8) Уравнение (30) в основном совпадает с правилами сумм Орнштейна-Бурrера. 

8 Зак. б 

(33) 
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Самое простое решение квантовотеоретических уравнений (30), (31), (32) имеет 

Ь( п, п - l; т, т - 1) == а 

Ь(п, п - 1; т - 1, m) =а 

а( п, п - 1; т, т) = а 

(n+m+l)(n+m). 

4(n+4)n ' 

(n - т)(п - т + 1) 

4(n+4)n 

(n + т + l)(n - m) 

(п + 4) п 
Эти выражения согласуются с формулами Гоудсмита, Кронига и Хенля; однако 

далеко не просто доказать, что они будут давать единственное решение уравне
ний (30), (31), (32) - хотя мне это кажется вероятным, если учитывать граничные 
условия (обращение в нуль величин а, Ь на «границе», см. цитированные выше 
работы Кронига, Зоммерфельда и Хенля, Рассела). 

Аналогичное проведенному выше рассмотрение формул для интенсивности 
мультиплетов также приводит к результату, что эти формулы согласуются с урав

нениями (7) и (16). Этот результат также может служить доводом в поддержку 
правильности кинематического уравнения (7). 

Можно ли считать удовлетворительными уже в принципиальном отношении 
аналогичные изложенным выше методы определения квантовотеоретических ве

личин с помощью соотношений между наблюдаемыми величинами, или же эти 

методы представляют лишь еще один слишком грубый подход к крайне запутанной 

физической проблеме квантовотеоретической механики - это будет ясно только 
при более основательном математическом исследовании методов, примененных 
здесь весьма поверхностно. 

Геттинген, Институт теоретической физики 

(Поступила 29 июля 1925 г.) 



К КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ* 

М. БоРн и П. ИоРдлн 

Недавно предложенный Гейзенбергом подход развит (сначала для систем с одной 
степенью свободы) в систематическую теорию квантовой механики. Математичес
ким аппаратом теории служит матричное исчисление. После краткого изложения 
основных понятий теории матриц дается вывод механических уравнений движения 

из некоего вариационного принципа и приводится доказательство того, что закон 

сохранения энергии и условие частот Бора следуют из уравнений механики в силу 
условий квантования Гейзенберга. Вопрос об однозначности решения и интерпре
тации фаз в парциальных колебаниях затрагивается на примере гармонического 

осциллятора. В заключение излагается попытка включить в новую теорию законы 

электромагнитного поля. 

ВВЕДЕНИЕ 

Подход к построению новой кинематики и механики, удовлетворяющий основ

ным требованиям квантовой теории, который недавно бЫJI опубликован в этом 

журнале Гейзенбергом t), представляется нам необычайно важным. Этот подход 
представляет собой попьпку учесть новые факты путем создания новой адекватной 
системы понятий вместо более или менее искусственной и натянутой подгонки ста

рых привычных понятий. Гейзенберг столь отчетливо сформулировал те физические 
идеи, которыми он руководствовался, что любые дополнительные пояснения стано
вя~ся излишними. Однако с формальной, математической точки зрения развитые им 

соображения, как он сам подчеркнул, находятся лишь в начальной стадии. Свои ги
потезы Гейзенберг продемонстрировал на простых примерах и не довел до общей те

ории. Поощряемые тем, что с идеями Гейзенберга нам довелось знакомиться iп statu 
nascendi, мы взяли на себя смелость завершить его исследования, придав формаль
но-математический вид его подходу, и предлагаем сейчас некоторые из полученных 

нами результатов. Они свидетельствуют, что на заложенном Гейзенбергом основании 
действительно можно возвести здание математической теории квантовой теории, 

обладающей замечательно глубокой аналогией с классической механикой, и в то же 
время правильно передающей специфические особенности квантовых явлений. 

Следуя Гейзенбергу, мы ограничимся сначала рассмотрением системы с одной 
степенью свободы, относительно которой мы предположим, что она, говоря класси

ческим языком, периодична. Обобщением нашей математической теории на случай 
систем со сколь угодно большим числом степеней свободы, а также на апериодиче
ские движения, мы займемся в дальнейшем. Что же касается более существенного 

обобщения предложенного Гейзенбергом подхода, то мы не будем ограничивать
ся ни рассмотрением нерелятивистской квантовой механики, ни вычислениями, 

• Zur Quantenmechanik. (Von М. Вот und Р. Jordan). - Zs. Phys., 1925, 34, Н. I-11, 858-888. Перевод 
Ю. А. Данилова. 

I) Нeisenberg W. Zs. Phys., 1925, 33, 879. 
8' 
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производимыми только в декартовых координатах. Единственное ограничение, на

лагаемое нами на координаты, заключается в том, что использовать так называемые 

координаты либрации, которые в классической теории являются периодическими 
функциями времени. Впрочем, в некоторых случаях естественно ввести другие 

координаты. Например, в случае ротатора угол поворота ~р-линейная функция вре
мени. Аналогичным образом поступил, рассматривая ротатор, Гейзенберг, однако 
осталось невыясненным, можно ли обосновать использованный им метод с точки 
зрения последовательной квантовой механики. 

Математическую основу предложенного Гейзенбергом подхода составляет закон 

умножения квантовомеханических величин, который Гейзенберг вывел при помо
щи остроумных соображений соответствия. Приводимая ниже наша формулировка 
формализма Гейзенберга основана на следующем замечании: правило умножения 

квантовомеханических величин представляет собой не что иное, как хорошо из
вестный математикам закон умножения матриц. Бесконечная по двум направлениям 

таблица (с индексами, принимающими дискретные или непрерывные значения) -
так называемая матрица - служит представлением физической величины, задавае
мой в классической теории как функция времени. Таким образом, математические 

методы новой квантовой механики характеризуются тем, что вместо обычного 
анализа, оперирующего с числами, в них используется матричное исчисление. 

Эти методы мы попытались применить к анализу простейших проблем меха
ники и электродинамики. Выведенный из соображений соответствия вариационный 
принцип приводит к уравнениям движения для функции Гамильтона наиболее общего 
вида по аналогии с классическими каноническими уравнениями. Условия кванто
вания вместе с соотношениями, вытекающими из уравнений движения, допускают 
простое матричное представление. Матрицы позволяют дать строгое доказательство 

закона сохранения энергии и условия частот Бора, выполняющихся в указанном 
Гейзенбергом смысле. Самому Гейзенбергу не удалось полностью доказать свои 

утверждения даже для рассмотренных им простых примеров. Затем мы переходим 
к более подробному рассмотрению этих примеров, чтобы понять роль, которую 

играют в новой теории фазы парциальных колебаний. В заключение мы показыва
ем, что основные законы электромагнитного поля в вакууме также укладываются 

в рамки новых методов, и проводим обоснование высказанного Гейзенбергом пред
положения о том, что абсолютные величины элементов матрицы, представляющей 
электрический момент атома, служат мерой вероятностей перехода. 

Глава 1 

МАТРИЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

§1 
Элементарные операцци. Функции 

Мы будем рассматривать квадратные бесконечные матрицы 2) и обозначать их 
полужирными буквами, в то время как светлые буквы будут всегда обозначать 
"обычные числа: 

( 

а(О, О) а(О, 1) а(О, 2) ) 

а = ( a(n, m)) = ~\~:.~~ .. ~~~: .~! .. -~~~:. ~! ..... 
2> Более подробное изложение теории матриц см., наnример, в книгах Вбсhеr М. Einfiihrung in die 
hбhere Algebra. Leipzig: Teubner, 1910. § 22-25, а также Courant R., Нilberl D. Methoden der mathematischen 
Physik, 1. Berlin: Springer Verlag, 1924. Кар. 1. 
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Равенство двух матриц означает равенство соответствующих элементов: 

а= Ь означает а(п, m) = Ь(п, rr~ 
Сложение определяется как сложение соответствующих эл~;;м,;н1uu. 

а= Ь +с означает а(п, m) = Ь(п, m) + с(п, m). 

101 

(1) 

(2) 

Умножение определяется известным из теории определителей правилом «строка 
на столбец»: 

00 

а= Ьс означает a(n, m) = ~ Ь(п, k)c(k, m). (3) 
k=O 

Возведение в степень определяется как повторное умножение. Для умножения 
выполняется ассоциативный закон, а сложение и умножение связаны дистрибуniв-
ным законом: 

(аЬ)с = а(Ьс), 
а(Ь +с) = аЬ + ас. 

(4) 
(5) 

Коммутативный закон для умножения, вообще говоря, не выполняется: равен

ство аЬ = Ьа справедливо не во всех случаях. Если это равенство выполняется, 
то говорят, что матрицы а и Ь коммутируют. Единичная матрица, задаваемая 
соотношениями 

1 = (Onm); 

обладает свойством 

{ 
Onm =О 
Onm = 1 

al = la =а. 

при n#m, 
при п = т 

Матрица а- 1 , обратная 3> матрице а, определяется соотношениями 

а- 1 а = аа- 1 = 1. 

(6) 

(ба) 

(7) 

«Средним» матрицы а называется матрица, диагональные элементы которой 
совпадают с соответствующими диагональными элементами матрицы а, а все 

остальные элементы равны нулю: 

ii = ( Onтa(n, п)). (8) 

Сумма диагональных элементов называется следом матрицы а и обозначает
ся D(a): 

D(a) = ~ а(п, п). (9) 
n 

Пользуясь правилом (5) умножения матриц, нетрудно доказать следующее 
утверждение: если след произведения у= х1 х2 ••. Xm конечен, то он не изменяется 

при циклической перестановке сомножителей: 

(10) 

З) Как известно, в случае конечнЬfХ квадратных матриц приведенное нами определение позволяет 
однозначно задать матрицу а- 1 , если определитель А матрицы а отличен от нуля. Если А =О, то 
матрица, обратная матрице а, не существует. 
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В правильности этого утверждения, очевидно, достаточно убедиться в случае 

двух сомножителей. 
Если элементы матриц а, Ь - функции параметра t, то 

!_ L а(п, k)Ь(k, m) = L { a(n, k)Ь(k, m) + a(n, k)b(k, m) }, 
dt k k 

или (по определению (3)) 
d . 
dt (аЬ) = аЬ + аЬ. (11) 

Повторное применение соотношения (11) приводит к его обобщению 

d 
dt (Х1Х2 ". Xn) = Х1Х2 •.• Xn + Х1Х2 ". Xn +". + Х1Х2 ". Xn· (11') 

Операции (2) и (5) позволяют определить функции от матриц. В качестве 
функции f(x1, х2, ... , xn) наиболее общего вида мы рассмотрим сначала функ
цию, формально представимую в виде суммы конечного или бесконечно большого 
числа произведений степеней арrументов Xk с числовыми коэффициентами. Функ
ции У1(х1, х2, ..• , Xn) могут быть заданы также уравнениями. 

f1(Y1, ·. ·, Yn; Х1, Х2, .•. , Xn) =О, 
(12) 

Чтобы получить функции у1 описанного выше вида, удовлетворяющие уравнени
ям ( 12), необходимо лишь разложить У1 в ряды по произведениям степеней матриц Xk 

и, подставив в уравнения (12), делить коэффициенты. Ясно, что уравнений всегда 
получается столько же, сколько неизвестных. К сожалению, в рассматриваемом 
случае число уравнений и неизвестных больше, чем при использовании метода 
неопределенных коэффициентов в обычном анализе с коммутативным умножени
ем. В каждом из уравнений (12), подставив разложения для У1 и собрав подобные 
члены, мы помимо слагаемого С'х1х2 получим еще одно слагаемое С"х2х 1 , и обра
щать в нуль нам придется как С', так и С" (а не только С' +С"). Однако дЛЯ 
этого в разложении каждой функции У1 имеются два члена х1х2 и х2х 1 с двумя 
коэффициентами, которыми мы и можем воспользоваться. 

§2 
Символическое дифференцирование 

В этом параrрафе мы хотим рассмотреть вычислительный процесс, который 

неоднократно понадобится нам в дальнейшем. Мы будем называть его дифферен
цированием матричной функции. Однако следует иметь в виду, что эта операция 
обладает свойствами, лишь частично напоминающими свойства операции диф
ференцирования в обычном анализе. Например, правило дифференцирования 
произведения или сложной функции в матричном исчислении в общем случае 
не выполняется. Лишь в том случае, если матрицы коммутируют между собой при 

дифференцировании их остаются в силе все правила обычного анализа. 
Пусть 

8 

у= п X/m = Х1,Х12 •.• 'К/,· 
m=I 

(13) 
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Положим по определению 

ду s s m=r-1 

lJ = L:б/,k П X/m П X/m! 
Xk r=I m=r+I m=I 

при j :f: k, 
(14) 

Словесно это правило формулируется следующим образом. Пусть в заданном 
произведении все сомножители выписаны отдельно (например, произведение х~х~ 
представлено в виде х1х 1 х1 х2х2. Выделим какой-нибудь сомножитель xk и умножим 
произведение всех следующих за Xk сомножителей его на произведение всех сомно

жителей, предшествующих Xk (именно в этом порядке!). Сумма всех полученных 
при этом членов и будет производной исходного произведения по xk. 

Поясним правило дифференцирования произведения матриц на нескольких 
примерах: 

dy n-1 
dx =nx ' 

у= x~x'J.', 
ду n-1 т n-2 т т n-1 
дх~ = Х1 Х2 + Х1 Х2 Х1 + ... + Х2 Х1 , 

ду 2 
-д = Х1Х2Х1Хз + Х2Х1ХзХ1 + ХзХ1Х2. 
Х1 

Потребовав дополнительно, чтобы 

(15) 

получим тем самым производную ~ для аналитических функций у самого общего 
вида. 

Имея в виду эти определения, а также определение следа матрицы (9), получаем 
соотношение 

дD(у) = ду (n, m), 
дх1с(n, m) дхk 

(16) 

где справа стоит элемент (n, m) матрицы -1:;. Это соотношение можно использовать 
для определения производной -!:; . 

Чтобы доказать его, достаточно рассмотреть функцию у вида (13). 
Из (14) и (5) получаем: 

'Тr+I = m, 'Тв+I = 'Т1, 'Тr = n. 

С другой стороны, из (3) и (9) следует, что 

дD(у) в r-1 

дж1е(т, n) = ~ б1,1с ~ Ц х1Р(тр, 'Тр+1) J].
1 
х1Р(тр, Тр+1), (l 7') 

'Т1 = 'Тs + 1, 'Тr = n, 'Тr+I = m. 

Сравнивая (17) и (17'), приходим к соотношению (16). 
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Подчеркнем важное для последующего следствие из определения (14): частные 
производные произведения матриц инвариантны относительно циклических переста

новок сомножителей. В силу соотношения (16) это утверждение также должно 
следовать из (10). 

В заключение наших предварительных замечаний несколько слов необходимо 
сказать о функциях g(p, q) двух переменных. Для 

получаем из (14): 

в-\ 

8у '°' s-1-1 r 1 a=L...JP qp, 
р 1=1 

r-1 
8у _ '°' r-1-j в j 
д -L...JЧ pq. 

q j=l 

(18) 

(18') 

Как упоминалось в главе 1, § 1, рассматриваемая функция g(p, q) наиболее 
общего вида представима в виде линейной комбинации членов 

" z= ll(Ps;qr;). 
j=l 

Если ввести сокращенное обозначение 

" 1-1 

Р1 = п {p';qr;) п (p";qr;), 
j=l+l j=I 

то производные от z можно записать в виде 

д " •1-l 
дz = LLP•1-l-m{'P1pm, 
р 1=1 m=O 

k r1-I 
дz _ "" qr1-l-mp1p"'qm 
дq - L....i L....i . 

1=1 m=O 

Из этих уравнений вытекает одно важное следствие. Рассмотрим матрицы 

дz дz 
d1 =q- - -q, 

дq дq 

дz дz 
d2 =р- - -р. 

др др 

Подставляя в (22) выражения для производных (21), получаем: 

" 

откуда 

d1 = L{qr'P1p"' - P1p"'qr'), 
1=1 

k 

. d2 = L (p''qr'P1 - qr'P1ps')·, 
1=1 

" d1 + d2 = L (p'1qr'P1 - P1p'1qr1). 
1=1 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 
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В правой части этого выражения второй член каждого слагаемого старше первого 

члена следующего слагаемого, а первый и последний член всей суммы взаимно 
уничтожаются, и мы получаем 

(23) 

В силу линейности этого выражения по z оно выполняется не только для z 
вида (19), но и для произвольных аналитических функций g(p, q) 4). 

В заключение нашего беглого обзора матричного исчисления мы хотим доказать 
следующую теорему: любое матричное уравнение 

F(x1, х2, ... , х,.) =О 

остается в СШlе, если во всех матрицах - аргументах х; произвести одну и ту же 
перестановку всех строк и столбцов. Достаточно доказать, что для двух матриц а, Ь, 
переходящих при такой операции в матрицы а', Ь', выполняются тождества 

а'+ Ь' =(а+ Ь)', а'Ь' == (аЬ)', 
где матрицы в правых частях получаются из матриц а + Ь и аЬ при одной и той же 
перестановке строк и столбцов. 

Наше утверждение ~ы докажем, заменив операцию перестановки умножением 

на некоторую специальным образом выбранную матрицу 5). 

Условимся записывать перестановку в виде 

3 
kз ···)==(п). ... kп 

Поставим ей в соответствие матрицу перестановки 

p(n,m) = { ~ р = (p(n, m)), при m= kп. 
в противном случае. 

Транспонированную матрицу обозначим 

p(p(n, m)), р(п,т) = { ~ при n= km, 
в противном случае. 

Умножив матрицу р на транспонированную матрицу р получим: 

рр = ( ~ p(n, k)p(k, m)) == ( Dnm) = 1, 

так как сомножители р(п, k) и p(k, m) обращаются в нуль одновременно лишь в том 
случае, если k = kn = km, то есть если n = т. Следовательно, матрица р совпадает 
с матрицей, обратной матрице р: 

- -1 
р=р . 

4) В действительности для функций r переменных выполняется более общее соотношение 

~ ( х.::. - ::. х.) = о. 
r 

$) Избранный нами способ доказательства обладает тем преимуществом, что 01Четливо показывает тесную 
сnязь перестановок с важным классом более общих преобразований матриц. В справедливости доказы

ваемой нами теоремы можно убедиться и непосредственно, если заметить, что определения равенства, 
а тахже сложен11J1 и умножен11J1 матриц нихах не связаны с упорядочением строк и столбцов матриц. 

7 Зак. 6 



106 ZuR QUANTENMECНANJK. VoN М. BoRN UND Р. JoRDAN 

Пусть а - произвольная матрица. Тогда 

ра== (_Lp(n,k)a(k,m)) == (а(kп.т)) 
k 

- матрица, возникающая из матрицы а при перестановке ( ~ ) строк, а 

ар- 1 == (_La(n,k)p(k,m)) = (a(n,km)) 
k 

- матрица, возникающая ИЗ а при перестановке столбцов. Подействовав на строки 
и столбцы матрицы а одной и той же перестановкой, получим матрицу 

1 -1 
а =рар , 

откуда непосредственно следует: 

а'+ Ь' == р(а + Ь)р- 1 =(а+ Ь)', 
'Ь' -t ( Ь)' а =раЬр ==а. 

Тем самым наше утверждение доказано. 
Итак, мы видим, что ни порядок элементов, ни их расположение по рангу 

не определяется матричными уравнениями. 

Справедливо гораздо более общее утверждение: любое матричное равенство 
инвариантно относительно преобразования вида 

' ь ь-1 а= а , 

где Ь - произвольная матрица. Правда, как мы увидим в дальнейшем, на матричные 
дифференциальные уравнения это утверждение переносится не автоматически. 

Глава 2 

ДИНАМИКА 

§1 
Основ11ые законы 

Динамическая система описывается координатой q и импульсом р, задаваемых 
в виде матриц 

q = (q(n, m)e2iri11(n,m)t), р = (p(n, m)e2iri11(n,m)t). (24) 

Величины v(n, m) означают здесь квантовотеоретические частоты, соответствующие 
переходам между состояниями с квантовыми числами п и т. Матрицы (24) должны 
быть эрмитовыми, то есть при транспонировании каждый элемент матрицы должен 

переходить в комплексно-сопряженную величину (при всех вещественных t). 
Следовательно, должны выполняться соотношения 

q(n, m)q(m, п) = lq(n, m)l2 (25) 

и 

v(n, т) = -v(m, п). (26) 
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Если q - декартовы координаты, то величины (25) задают меру вероятностей 
переходов п +-+ т (см. главу 4, § 2). 

Потребуем, чтобы выполнялось соотношение 

v(j, k) + v(k, l) + v(l, j) =О. (27) 

Вместе с соотношением (26) оно означает, что суmествуют величины Wn, для 
которых 

hv(n, т) = Wп - Wm. (28) 

Если учесть (2) и (3), то отсюда следует, что функция g(p, q) всегда имеет вид 

g = (g( n, т )e2iriv(n,m)t) 
1 (29) 

где матрица (g(n, т)) получается из матриц (q(n, т)), (р(п, m)) так же, как матри
ца g из матриц р, q. Поэтому вме.сто не используемого впредь представления (24) 
можно выбрать более краткие обозначения 

q= (q(n,m)), р= (p(n,m)). (30) 

Производную матрицы g = (g(n, m)) по времени мы получим, обратившись еще 
раз к представлению (24) (или (29)): 

g = 27ri(v(n, m)g(n, m)). (31) 

Если, как мы предполагаем, v(n, m) :/=О при п :/= т, то g =О означает, что g -
диагональная матрица с g(n, m) = бптg(п, п). 

Дифференциальное уравнение g = а остается инвариантным, если строки 

и столбцы всех матриц, а также числа Wn подвергнуть одной и той же перестановке. 
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим диагональную матрицу 

W = (бnmWn)· 
Для нее имеем: 

Wg= (:LбnkWng(k,m)) = {Wng(n,m)), 
k 

gW= (~g(n,n)бkmwk) = (Wmg(n,m)) 

и по определению производной матрицы (31) 

27Гi 27Гi 
g= h((Wп-Wm)g(n,m)) = h(Wg-gW). 

Если р - матрица перестановки, то трансформированная матрица 

W' = pWp-J = (бnkmWnk) 

диагональна, причем на ее диагонали стоят величины Wn, подвергнутые переста
новке. Следовательно, 

. -1 211"i (w' , 'w') ·' pgp =h g -g =g, 
7* 
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где g = pgp-1, а g' означает производную матрицы g по времени, образованную 
по правилу (31) - с переставленными Wn. 

Таким образом, строки и столбцы матрицы g претерпевают ту же перестановку, 
что и строки и столбцы матрицы g, из чего и следует наше утверждение. 

Следует подчеркнуть! что аналогичное утверждение для произвольного преобра
зования вида а' = ЬаЬ- не верно, поскольку матрица W' не диагональна. Тем 
не менее мы считаем необходимым изучить общие преобразования несколько по
дробнее, чтобы понять более глубокие взаимосвязи новой теории. К этим вопросам 

мы намерены вернуться в дальнейшем б). 
Для функции Гамильтона вида 

н = _1 р2 + U(q) 
2т 

мы вместе с Гейзенбергом предполагаем, что уравнения движения имеют такой же 

вид, как и в классике, в силу чего их можно записать в обозначениях главы l, § 2 

. ан 1 
q=-=-p, 

8р т 

. ан av (32) 

р=- aq =-aq· 

Пользуясь принципом соответствия следует попытаться вывести уравнения 
движения для произвольной функции Ihмильтона Н(р, q). Они необходимы для 
релятивистской механики и в особенности для рассмотрения движения электронов 
в магнитном поле. В последнем случае функция Гамильтона Н не представима 
в виде суммы двух функций, одна из которых зависит только от импульсов, 

а другая - только от координат. 

В классике уравнения движения выводятся из принципа действия 

'• '• I L dt = j {pq - Н(р, q)} dt = экстремум. (33) 

to to 

Если предположить, что JJ (33) вместо L подставлено разложение Фурье, 
а промежуток времени t 1 - to достаточно велик, то вклад в интеграл даст лишь 
постоянный член функции Лагранжа L. Вид, который принимает при этом принцип 
действия, наводит на мысль о следующем его квантовомеханическом аналоге. 

Должен достигаться экстремум суммы диагональных элементов D(L) = Е L(k, k): 
k 

D(L) = D(pq - Н(р, q)) = экстремум (34) 

при надлежаще выбранных р и q и фиксированных v(n, m). 
Приравнивая нулю производные от D(L) по элементам матриц р и q, получаем 

уравнения движения 

. дD(Н) 
211'av(n, m)q(n, m) = ( ) , 

дрт,n 

. дD(Н) 
21Гav(m, n)p(m, n) = ( ) . 

дqт,n 

б) См. выходящее в ближайшем будущем продолжение этой работы. 
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Из соотношений (26), (31) и (16) следует, что уравнения движения в общем 
случае приводятся к каноническому виду 

. ан 
q= др' 

. ан 
р=- дq' 

(35) 

В качестве условия квантования Гейзенберг воспользовался соотношением, 

установленным Томасом 7) и Куном В). Равенство 

l/v 

J=fpdq=/pqdt 
о 

•классической• квантовой теории, разлагая р и q в ряд Фурье 
00 

р = L Pтe2irivтt 
1 

т=-оо 

можно преобразовать к виду 

00 

q = L qтe2trivтl 

т=-оо 

(36) 

Если при этом р = mq, то Рт можно выразить через qт и получить классическое 
уравнение, которое при преобразовании по принципу соответствия переходит 
в разностное уравнение, совпадающее с соотношением Томаса и Куна. Но поскольку 
мы не предполагаем, что выполняется соотношение р = mq, то уравнение (36) 
требуется перевести в разностное уравнение, минуя склассический• этап. 

Соответствовать должны величины 

00 а 

L Т дJ(qтP-r) И • 
т=-оо 

1 00 

h L (q(n + т, n)p(n, n + т)- q(n, n - т)р(n - т, n)), 
т=-оо 

при этом в правой сумме q(n, m) и p(n, т) с отрицательными индексами следует 
положить равными нулю. В результате мы получим в качестве аналога соотноше
ния (36) в духе принципа сооrветствия условие квантования 

2:(p(n1 k)q(k, n)- q(n, k)p(k, n)) = ~. 
11 21fi 

(37) 

Оно представляет собой бесконечный набор равенств: по одному для каждого n. 
В частности, при р = mq, мы получаем 

"' 2 h L...J v(k, n)!q(n, k)I = - 2-, 

7> Thomas W. Natuiwiss., 1925, 13, 627. 
8) Kuhn W. Zs. Phys., 1925, 33, 408. 

811" т 
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что, как нетрудно видеть, совпадает с условием квантования Гейзенберга, или 

соотношением Томаса - Куна. Соотношение (57) следует считать существенным 
обобщением этого равенства. 

Из (37) видно, что сумма диагональных элементов D(p, q) должна быть беско
нечно большой: в противном случае из (10) следовало бы, что D(p, q) - D(q, р) =О, 
в то время как соотношение (37) приводит к D(p, q) - D(q, р) = оо. Таким образом, 
рассматриваемые матрицы никогда не бывают конечными 9>. 

§2 
Следствия. Закон сохранения энергии и условие частот 

Содержание предыдущего пункта полностью устанавливает основные законы 

новой механики. Все остальные законы квантовой механики, претендующие на об
щезначимость, должны быть выведены из основных. Прежде всего необходимо 
доказать закон сохранения энергии и условие частот Бора. Закон сохранения энергии 

утверждает, что если JI - энергия, то iI = О, или Н - диагональная матрица. 
Диагональные элементы Н(п, n) матрицы Н интерпретируются по Гейзенбергу как 
значения энергии различных состояний системы, а условие частот Бора требует, чтобы 

hv(n, m) = Н(п, п) - Н(т, m) 

или 

Wn = Н(п, n) + const. 

Рассмотрим величину 

d = pq - qp. 

Из (11) и (35) следует, что 

il . . . . дН дН . дН ан 
= pq + pq - qp - qp = q дq - дq q + р др - др р. 

Учитывая (22) и (23), получаем, что ci == О и d - диагональная матрица. 
Но именно диагональные члены матрицы d, удовлетворяют условию квантова
ния (37). При помощи единичной матрицы 1, заданной соотношением (6), все, что 
нам удалось установить о свойствах матрицы d, можно записать в виде равенства 

h 
pq-qp= -.1. 

2?ri 
(38) 

Мы назовем его «уточненным условием квантования» и будем использовать 

во всех дальнейших выводах. 

Из соотношения (38) следует, что если из него выведено некоторое равенство (А), 
то оно останется в силе при перестановке матриц р и q, и одновременной замене h 
на -h. Например, из двух соотношений 

pnq = qpn + n2h .Рп-1, 
11"'/, 

h -qnp = pqn - n-.qn 1 
2?ri 

(39) 

(39') 

требуется доказать лишь одно, что легко делается по индукции из равенства (38). 

9) Они не принадлежат также и к классу «ограниченных• бесконечных матриц, изучению которых 
посвящено подавляющее большинство математических работ. 
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Докажем теперь закон сохранения энергии и условие частот в том виде, 

о котором говорилось выше, сначала для случая, когда 

Н = Н1 (р) + H2(q). 

Как показано в главе 1, § 1, Н1 (р) и H2(q) можно разложить в формальные 
степенные ряды 

Н1 = ~ а,р•, Н2 = ~ Ь,q'. 

Из формул (39), (39') получаем: 

h ан 
Hq - qH = 21Гi др ' 

h ан 
Нр-рН=--. -. 

21Г~ дq 

Сравнивая с уравнениями движения (35), приходим к соотношениям 

21Гi 
q = h(Hq-qH), 

27ri 
р = h(Hp - рН). 

Если матрицу Hg - gH для кратности обозначить 1 ~ 1 · то 

(40) 

(41) 

(42) 

Отсюда следует, что для любой матрицы g = g(p, q) выполняется соотношение 

. 21Гi 1 Н 1 21Гi ( Н) 1 =т к =т нg-g · (43) 

Чтобы доказать его, достаточно представить g как функцию от р, q, р, q и 1~1 

при помощи соотношений (11), (11'), ар, q - как функцию от 1~1 и 1: 1 при 
помощи соотношений (42) и воспользоваться соотношениями (41). В частности, 
полагая в (43) g = Н, получаем 

il =о. (44) 

После того, как закон сохранения энергии доказан и установлено, что Н -
диагональная матрица, соотношения ( 41) принимают вид 

hv(n, m)q(n, т) = (H(n, n) - Н(т, т) )q(n, т), 

hv(n, m)p(n, m) = (Н(п, n) - Н(т, m) )p(n, m), 

откуда следует условие частот. 

Если перейти к функциям Гамильтона более общего вида Н* = Н* (р, q), то, как 
нетрудно понять из примеров (достаточно выбрать хотя бы н• = p2q), в общем 
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случае равенство Н* = О не выполняется. Но функция Гамильтона Н = t (p2q + qp2
) 

приводит к тем же уравнениям движения, что и Н*, но производная по времени iI 
снова равна нулю. Учитывая это, мы формулируем закон сохранения энергии 
и условие частот следующим образом. Дл.я каждой функции Н* = Н*(р, q) существует 
такая функция Н = Н(р, q), что н• и Н как функции Гамильтона порождают одни 
и те же уравнения движения и Н играет в этих уравнениях движения роль постоянной 
во времени энергии, удовлетворяющей условию частот. 

В силу приведенных выше соображений достаточно доказать, что данная 
функция Н помимо уравнений 

дН дН* дН дН* 
= = 

др др' дq дq 
(45) 

удовлетворяет уравнениям (40). Как показано в главе 1, § 1, функция н• представима 
в виде формальной суммы произведений степеней р и q, и вследствие линейности 
уравнений (40) и (45) по Н каждому слагаемому в разложении Н* можно поставить 
в соответствие определенный член в разложении Н. Таким образом, необходимо 
рассмотреть лишь случай 

" н• = п (ps;qri). (46) 
j=I 

Как показано в главе 1, § 2, равенства ( 45) будут выполнены, если Н представить 
в виде линейной комбинации тех произведений степеней р и q, которые получаются 
из Н* при циклической перестановке множителей (необходимо лишь, чтобы сумма 
коэффициентов была равна 1). Несколько труднее ответить на вопрос, как следует 
выбирать эти коэффициенты, чтобы удовлетворить одновременно и уравнениям (40). 
Достаточно ограничиться случаем k = 1, то есть выбрать 

н• = p'q•. (47) 

Формула (39) допускает обобщение 10>: 

n-\ 
т n n т h """' n-1-1 т-1 1 

р q - q р = m-. L..- q р q . 
21ГZ 1==0 

(48) 

. При n = 1 мы снова получаем соотношение (39). В общем случае (48) следует 
из того, что в силу (39) 

to) Другое обобщение определяется формулами 

qnpm = f j! ( J) (j) (-
2
:iy pm-jqn-j, 

j=O 

где j возрастает до меньшего из чисел m, n. 
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Переставляя матрицы р и q и изменяя знак перед h, получаем новую формулу 

h т-1 . . 
pmqn - qnpm = n-. .L: pm-1-Jqn-1p1. 

211"Z j=O 

Сравнивая с ( 48), приходим к соотношению 

1 s 1 r . . 
--.L:p'-lqrpl = --.L:qr-Jp"ql. 
S + 1 l=O Т + 1 j=O 

Мы утверждаем, что функции Н*, имеющей вид (47), соответствует 

Н = _1_ t p'-lqrp'. 
s + 1 1=0 

(48') 

(49) 

(50) 

Доказать необходимо лишь соотношения (40) (для этого нам придется вспомнить 
формулу (18') из главы 1, § 2). 

Из (50) следует, что 

Нр- рН = _l_(qrps+l -ps+1qr). 
s+l 

Если учесть соотношение (48), то полученная формула эквивалентна нижнему 
равенству (40). 

Используя соотношение (49), получаем 

Hq - qH = _1 _ (p•qr+1 - qr+lp'). 
. r+ 1 

Если учесть соотношение (48), то эта формула эквивалентна верхнему равенству (40). 
Тем самым наше утверждение полностью доказано. 

Если в классической механике постоянство энергии il = О можно «вычитать» 
непосредственно из канонических )'Равнений, то в квантовой механике, как мы 

видели, закон сохранения энергии Н = О не лежит на поверхности столь открыто. 
В том, что вывод закона сохранения энергии из принятых предположений 

далеко не тривиален, нетрудно убедиться, если попытаться доказать постоянство 
функции Н так же, как это делается в классической механике - прямым вычисле

нием производной iI. Сначала iI нужно представить при помощи соотношений (11) 
и (11 ') как функцию от ~· q и р, q, а затем вместо р и q подставить - ~~ и 0::. 
В результате мы получим Н как функцию отри q. Соотношение (38) и выведенная 
из него формула, помещенная в примечании 11) позволяют разложить эту функцию 
в сумму членов ap'qr. Требуется доказать, что все коэффициенты а этого разложе
ния равны нулю. Соответствующие вычисления дЛЯ самого общего (в остальном -
вполне реализуемого) случая настолько сложны ll), что выполнить их не представля
ется возможным. В том, что, -несмотря на все трудности, закон сохранения энергии 
и условие частот удается доказать в столь общем виде, мы усматриваем подтвержде
ние наших надежд на создание теории, содержащей глубокие физические законы. 

11) Для случая Н = 2~р2 + U(q) их можно легко и быстро провести, если воспользоваться соотноше
нием (39). 
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В заключение мы хотели бы сформулировать утверждение, легко следующее 

из формул этого раздела: соотношения (35), (37) можно заменить соотношениями (38) 
и (44) (где Н означает энергию) и определить частоты из условия частот. 

В дальнейшем мы неоднократно будем сталкиваться с важными приложениями 
этого утверждения. 

Глава 3 

ИССЛЕДОВАНИЕ АНГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 

Ангармонический осциллятор с 

1 w2 1 
Н = -р2 + _.o.q2 + -Лqз 

2 2 3 
(51) 

был подробно рассмотрен еще Гейзенбергом. Тем не менее мы посвятим ему новое 
исследование с тем, чтобы получить самое общее решение основных уравнений для 
этого случая. Если основные уравнения теории действительно полны и не требуют 
введения вспомогательных предположений, то абсолютные величины lq(n, m)I, 
lp(n, m)I элементов матриц q и р должны однозначно определяться из уравнений. 
Убедимся в этом на примере ангармонического осциллятора (51). Что же касается 
фаз 'Pn,m, 'l/Jn,m В 

q(n, m) == \q(n, m)\eil".,m, 

p(n, m) == lp(n, m)leiФ •. ", 

то основные уравнения должны фиксировать их не однозначно, а лишь с некоторой 
неопределенностью. Точное установление степени этой неопределенности имело бы 
первостепенно значение, например, для статистики взаимодействия квантовых 

атомов с внешним излучением. 

§1 
Гармонический осциллятор 

Исхощrым пунктом для наших рассуждений служит теория гармонического 
осциллятора. При малмх Л движение, описыuаемое функцией Гамильтона (51), 
можно рассматривать, как нозмущение гармонического колебания с энергией 

2 
1 2 Wo 2 

Н= 2р +2q. (52) 

Но и u простой задаче о днижении гармонического осциллятора nроuеденный 
Гейзенбергом 11нм11з нуждается в дополнении. Оно к11сается некоторого суще
стuенноrо утвержцс:щия о в11де решения, осноuанноrо на принципе соотнетствия. 

ЛоскодъI<У в 1q~асс11ческой механике имеется лцшь одна гармоническая соста
мюощая:, то Гейзенберг щщдит матрицу, соответствующую лишь переходу между 
соседнJJми состоющями, то есть 11меющ}'10 вцд 

о 
q(12) 

о 

о 

о 
q(23) 

о 

о 

о 

... ) ... (SЗ) 

Мы же стремимся построить теорию самостоятещ,но, не прибегая к помощи 
классической теории - не опираясь на принцип соответствия. Естественно поэтому 
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выяснить, нельзя ли матрицу вида (53) вывести из основных уравнений и, если нет, 
то какие дополнительные условия следует потребовать. 

Из сказанного в главе 2, § 1 об инвариантности относительно перестановок строк 
и столбцов можно заключить, что вид матрицы (53) не определяется однозначно 
основными уравнениями. Действительно, если строки и столбцы подвергнуть одной 
и той же перестановке, то канонические уравнения и условие квантования останутся 

инвариантными, и мы получим новое решение, внешне отличное от прежнего. 

Но все решения, возникающие при одинаковых перестановках строк и столбцов, 
отличаются лишь способом записи, то есть нумерацией элементов. Докажем, что 
nри помощи одной лишь перенумерации элементов решение всегда можно привести 
к виду (53). Уравнение движения 

•• 2 о 
q + Woq = ' 

если записать его для элементов, примет вид 

где 

{v2(n, m) - vб)q(n, m) =О, 

w~ = 2?Гvо, hv(n, m) = Wn - Wm. 

Из уточненного условия квантования 

h 
pq-qp= -.1 

2?Г~ 

(54) 

(55) 

(56) 

следует, что для каждого n должно существовать такое п', при котором q(n, п') #О. 
Действительно, если бы при каком-то n все q(n, n') обратились в нуль, то п-й 
диагональный член матрицы pq - qp был бы равен нулю, что противоречит условию 
квантования. Далее из соотношения (55) мы заключаем, что всегда существует 
такое n', при котором 

IWn - Wn1 1 = hvo. 

Поскольку мы исходим из предположения о том, что Wn # Wm лри n # т, 
то могут сушествовать не более чем два таких индекса п' и п". Действительно, 
соответствующие значения Wn', Wn" являются корнями квадратного уравнеюfЯ 

(Wn - х) 2 = h2vб, 

и если сушествуют два таких индекса п' и п", то частоты должны удовлетворять 
соотиошению 

v(n, п') = -v(n, n"). (57) 

Из уточненного условия квантования (56) получаем 

Е v(k, n)lq(n, k)l2 = v(n1
, n){lq(n, n')l2 

- lq(n, п")12 } = ~' (58) 
k 8?Г 

а энергия (52) определяется выражением 

H(n, m) = ~4?Г2 2: { -v(n, k)v(k, m)q(n, k)q(k, m) + vбq(n, k)q(k, m)} = 
k 

= 2?Г2 L q(n, k)q(k, т){vб - v(n, k)v(k, m) }. 
k 
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В частнос1·и, щш т = n находим: 

H(n, n) = W11 = 4-1r
2vJ(lq(n, n')l2 + lq(n, n")l2

). 

Возможны три случая: 

а) индекс n" не существует, и Wn' > W11 , 

б) индекс n" не существует, и Wn' < Wn, 
n) индекс п" существует. 

(59) 

Рассмотрим теперь в случае б) вместо n индекс п'. Ему соответствуют не более 
двух значений (п'У и (n')", одно из которых должно быть равно n. Тем самым 
мы приходим либо к случаю а), либо к случаю в) и можем исключить случай б) 
из рассмотрения. 

В случае а) v(n', n) == +v0 , и из соотношения (58) мы получаем 

2 / 2 h 
Vo lq(n, n )1 = 811"2 , (60) 

а из (59) -

Wn = H(n, n) ::::: 41Г2vJ/q(n, n')/2 = ~voh. 
По предположению, Wn f= Wm при n f= т. Следовательно, в случае а) существует 
не более чем один индекс п = по. 

Если такой индекс n0 , существует, то можно задать числовую последовательность 

так, чтобы 

Тогда при любом k 
(nk+1)" = n11. 

Таким образом, при k > О из (58) и (59) следует, что 

H(n11, n11) = 41Г2vJ{lq(n11, nk+t)l2 + lq(п11, nk-1)1 2
}, 

~h = Ф11·2vJ{/q(nk, nн1)12 
- lq(nk, nrc-1)1 2

}. 

Из (60) и (61) получаем 

и, подставляя в (61), находим 

Wnk = H(n11, n1c) = Voh( k + ~). 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

Остается выяснить, не может ли случай а) не выполняться ни при каком n. 
Если бы это было так, то, начав с произвольного n0 , мы могли бы найти 

1 " ~ 1 nЯ = n1 и п0 = п_ 1 из полученных значении в свою очередь сопоставить n1 = п2 , 

п{ = п0 и n~ 1 = n0 , п~ 1 = n_2 и т.д. В результате мы получили бы числовую 
последовательность 

(65) 
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и при каждом k от -оо до +оо выполнялись бы соотцошения (61) и (62). Но это 
невозможно, так как в силу соотношения (62) величины х1с = lq(n1c+1, n1c)l2 образуют 
эквидистантную числовую последовательность, а так как они положительны, то 

среди них должна существовать наименьшая величJtна. Обозначив соответствующий 
индекс через n0 , мы возвращаемся к предыдущему случаю. Таким образом, 
формулы (63) и (64) и на этот раз остаются в силе. 

Нетрудно видеть, что среди чисел n1c содержится любое число n: в противном 
случае, приняв n за начальный член, мы могли бы построить новую последо
вательность (65), причем формула (60) выполнялась бы по-прежнему. Но тогда 
начальным членом обеих последовательностей соответствовало бы одно и то :ж:е 
значение Wn = H(n, n), что невозможно. 

Итак, доказано, что из индексов О, 1, 2, 3, . . . можно построить новую после
довательность no, n1, n2, n3 , ••• , для которой выполняются формулы (63) и (64). 
В новых индексах решение принимает форму (53) Гейзенберга. Таким образом, 
решение (53) можно рассматривать как нормальную форму общего решения. Как 
следует из (64), нормальная форма обладает тем свойством, что 

Wn.+I > Wn•· 

Наоборот, если потребовать, чтобы величина Wn = H(n, n) с уsеличением n 
возрастала, то мы с необходимостью получим, что n11 = k. Таким образом, этот 
принцип однозначно определяет нормальную форму. Но фиксируется лишь способ 
записи решения, и вычисления становятся более обозримыми. Физически :ж:е ничеrо 
нового мы не получаем. 

В этом - глубокое отличие нашего подхода от прежнего По.луIОiассичес
кого способа определения стацJtо11арных состояний. Траектории, вычисленные 
по классической теории, заполняют сплошь все пространство, вследст1ще чего 
и в дополнительно выделенных квантованных траекториях заранее зало:ж:1щ~~ опре

деленная числовая последовательность. Новц механика считает истинной теорию 
дисконтинуума, поэтому в ней речь JЩеТ не о последопательнОС1'Н квантовых сос;;то
яний, определяемой физическим процессом, а о квантовых числах, представляJQщцх 
собой не что иное, как различающие Jtндексы, которые можно упорядочиВDть и нор
мировать из соображений удобства (например, по воэрастающим ~и"рги.ffм Wn). 

Уравнения движения 

12 
Анrармоническиit OCЦllJJJUП'Up 

ii + "1~q + Aq
2 = о (66) 

вместе с условием квантования приводяr к следующей системе уравнений дп.JJ 
матричных элементов: 

(w~ -(1)
2(n, m))q(n, m) + ,\ ~ q(n, k)q(k, m) =о, 

11 

Е w(n, k)q(n, k)q(k, n) ;;; ~ h , 
" 41f 

Будем искать решение системы в ПJЩе Pa:JJJOЖeJПfЙ 

( ) о( ) , (1)( ) ,2 ti>( ) w n, т = w n, т + "1.11 n, т + " w п, m + , , . , 
q(n, m) = q0(n, m) + .\q(l)(n, m) + ,\2qШ(n, m) +, ... 

(67) 

(б8) 
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При,\= О мы получаем рассмотренный в предыдущем разделе случай гармони

ческого осциллятора и записываем решение (53) в виде 

(69) 

где черта све{'ху означает комплексно-сопряженную величину. Если матрицу 
q0 = (q0(n, m)J возвести в квадрат или в более высокую степень, то получатся 
матрицы того же вида, а именно суммы членов 

(р) -
({)n,m = {пбп,т-р + {тбп-р,т· 

Это наводит на мысль искать решение в виде 

q0(n, m) = (a)~1Ji, 

q(l>(nm) = (x)~m + (х')~~. 
q(2)(nm) =(у)~~+ (у')~~. 

(нечетные и четные значения индекса р чередуются). 

(70) 

(71) 

Действительно, если подставить разложения в уравнения (67), приравнять нулю 
коэффициенты при степенях ,\ 

(w~ - w0(n, m)2)q(1)(n, m) - 2w0(n, m)w(1)(n, m)q0(n, m) + 

+ L q0(n, k)q0(k, m) =О, 
k 

L { w0(n, k) (q0(n, k)q( 1)(k, п) + q< 1 >(п, k)q0(k, п) + 
k 

+ w< 1 >(п, k)q0(n, k)q0(k, п)} =О, 

(w5 - w0(n, m)2)q(2>(n, m) - 2w0(n, m)w(1)(n, m)q<1>(n, m) -

- (w< 1 >(п, m)2 + 2w0(n, m)w(2)(n, m))q0 (n, m) + 

+ L (q0(n, k)q<1>(k, m) + q(1)(n, k)q0(k, m)) =О, 
k 

L { w0(n, k)(q0(n, k)q(2)(k, т) + q(1)(n, k)q<1>(k, т) + 
k 

+ q(2)(n, k)q0(k, m)) + w(1)(n, k)(q0(n, k)q(l)(k, m) + 

+ q(1)(n, k)q0(k, m)) + w2(n, k)q0(n, k)q0(k, m)} =О 

и учесть правило умножения 

L Пnkm({)~2(11)i% = Пn,n+p,n+p+q{п1/m+p6n,m-p-q + 
k 

+ Пn,n+p,n+p-q~n1Jn+p-q6n,m-p+q + 
+ Пn,n-p,n-p+q{n-p1/n-p6n,m+p-q + 
+ Пn,n-p,n-p-q{n-p1/n-p-qбn,m+p+q, 

(72) 

(73) 

(74) 
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то,приравняв нулю коэффициенты при 'f/n,m-s. мы убедимся, что соотношение (71) 
позволяет удовлетворить всем условиям и высшие члены в (71) обращаются в нуль 
тождественно. 

Вычисления приводят к следующим результатам. 

Первое из уравнений (72) при подстановке выражений (71) дает: 

2i.J~Xn + lanl
2 

+ lan-11
2 =О, 

-З~..1~х~ + anan+I =О, 
(1) 

i..ln,n-1 =О, 

второе уравнение выполняется тождественно. Таким образом, 

lanl
2 

+ la~-11 
Xn =- 2 

2i..10 
1 anan+1 

Xn = --2-. 
З~..10 

Из первого уравнения (73) получаем: 

2 (2) + 2 2 - / + - / о i.Joani..ln,n+I anXn+I + anXn + an-1Xn-I an+1Xn = 1 

8 2 / / / 
- i..loYn + anXn+I + an+2Xn =О, 

(1) 
i..ln,n-2 =О, 

(75) 

(76) 

(77) 

второе уравнение выполняется не тождественно, а порождает определяющее урав

нение для Yn: 

- - - - 21 '/2 2/ / /2 о anYn + anYn - an-IYn-1 - an-IYn-1 + х - Xn-2 = , 
Ц/(2) j2) 

n,n+I I 
1
2 n,n-1 I 

1
2 О 

--- an - -- an-1 = . 
i..10 i..10 

(78) 

Решение имеет вид 

(2) - 1 ( 12 2 1 12) i..ln,n+I - З~..13 lan+I + lan-11+3 an , 
о 

1 (79) 

Если для краткости положить 

(80) 

то 1/ определяется из уравнения 

1 ( 4 4 1 2 2 1 2 2) 
'f/n - 'f/n-1 = i..1ri /anl - lan-1/ + 9lanl lan+1/ - 9lan-1I lan-21 . (81) 

Формулы (76) и (79) показывают, что величины Xn, х~, у~ выражаются через ре
шение нулевого приближения an. Их фазы также определяются фазами соответству
ющих величин гармонического осциллятора. Иначе обстоит дело с величинами Yn: 
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хотя fJn однозначно определяется уравнением (81), соотношение (80) не позволяет 
полностью определить Yn. Возможно, что дополнительные определяющие уравне
ния для Yn возникают в следующем приближении. Мы вынуждены оставить этот 
вопрос открытым. В то же время нам хотелось бы подчеркнуть его принципиальное 
значение для замкнутости всей теории. Ответы на все статистические вопросы 
зависят от того, верно ли наше предположение, что в каждой строке (или в каждом 
столбце) матрицы q остается неопределенной фаза лишь одного элемента q(n, т). 

В заключение мы хотим привести явные формулы, которые получаются, 
если подставить найденное ранее (в главе 3, § 1) решение для гармонического 
осциллятора. В нормальной форме, следующей из (63), оно имеет вид 

h h 
C=-=--

4?rwo 8?r2vo · 

Из соотношений (76), (79) и (81) получаем: 

с 
Xn = --

2 2 (2n+ 1), 
ЦJо 

:&~ = ~ · /(п + l)(n + 2)ei(ip.+'Pнa>, 
3(1)

0 
V 

v'В г--------
11 ~ = 12(1)4 V(n + l)(n + 2)(n + З)ei(ip.+tpн1+'P•+2>; 

о 

и, WJtlдорательно, 

(1) (\) 
Ц)n,n-1 ; О, (l)n,n-2 =О, 

(2) 5 с 
"'n,n-1 = -3 "'3 n 

2 

1 1 ( ) "" 11 ю(· ~)) 
'l/n !,JOlj 'Pn - 'Фп = llan\ = 18 w~ vn + 1 . 

СJС~IПЪ ~то-,11цбР ~ще отнасJпмьпо Yn в ~том щжблщкснии пепозмажно. 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

Лщщмни~ фРрм:улч~ мм хотим выписать tlщe р!Р в предположении, что ф" = lfJn. 
С ТО'Пfостъm до J.JЛенов ц~ще второго ПQрnдка по Л пмучаем: 

2~ с 
w(n, n - 1) ="'о - 4 3 зn +.", 

. "1iJ 

ц.~(п, n - 2) = 2wo + ... , 
(86) 
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с 
q(n, п) = -Л2(2п + 1) + ... , 

"'о 

- г;:;-- i<p.-1 ( 2 11 Сп ) q(n, п - 1) - vCne 1 + Л 
18 

ыri +... , 

q(n, п - 2) = л~. /n(n - l)ei('Pa-l+\?a-2) + ... ' 
Зы0 V 

../8 ~-----
q(n, n - 3) = >.2 12"16 jn(n - l)(n - 2)ei(ip.-1+'1'.-2+ip,_3) + ... 

Энергию удается вычислить в явном виде. Она определяется выражением 

( 1) 2 5С
2

( 17) Wn = hvo n + - - >. - 2 n(n + 1) + - + .... 
2 3 ы0 30 

Условие частот выполняется, так как с учетом соотношений (82) имеем: 

2 2С2 h 
Wn - Wn-1 = hvo - >. - 2 n + ... = -

2 
ы(n, n - 1), 

"'о 7Г 
h 

Wn - Wn-2 = 2hvo + ... = 27Г ы(n, n - 2). 

121 

(87) 

(88) 

С формулой (88) можно связать замечание Гейзенберга о том, что отклонение 
от классической теории возникает уже в членах низшего порядка и устранить 

его формально можно введением «полуцелого» квантового числа n' = n + 1/2. 
В остальном полученное нами в (86) выражение для ы(n, n-1) в точности совпадает 
с частотами, вычисленными на основании классической теории. Действительно, 

классическая энергия определяется выражением 12> 

{li:I) - 25 С2 2 
Wn - hvon - >. -

3 
- 2 n + · ·. , 
"'о 

вследствие чего классическая частота оказывается равной 

1 aw~"1> 2 s с2 
1 ( ) "'"' = - -- = hv,o - >. - -2 n + " . = "' (n n - 1) = - w.<qu) - w<qu) . h дn 3 "'о qu ' h n n-1 

Тем самым доказано, что выражение (88) (с точностью до аддитивной постоянной) 
можно вывести и из формулы возмущений Крамерса-Борна. 

Глава 4 

НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ ПО ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

По Гейзенберrу, если q - декартова координата, то квадраты абсолютных 

величин lq(n, m)l2 элементов матрицы q служат мерой вероятностей переходов. 

12>см. Вот М. Atommechanik. Berlin, 1925. Кар. 4, §42, S.294. Для полноrо совпадения с полученным 
нами выражением в формуле (6) необходимо положить а== 1/3. 
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В заключение нашей работы мы хотели бы показать каким образом это предпо
ложение можно обосновать, исходя из более общих соображений. Для этого нам 
придется затронуть вопрос о том, как следует интерпретировать в смысле новой 

теории основные уравнения электродинамики. Необходимо, однако, подчеркнуть, 

что излагаемые ниже соображения носят сугубо предварительный характер. Они 
должны дать лишь общее представление о принципиальных основах нашего подхода 
к пр()блеме. Затронутые нами вопросы, в особенности отношение предлагаемой 
нами теории к теории квантов света, будут подробно изложены в дальнейшем. 

Здесь же мы хотим обсудить лишь такие вопросы, которые не требуют знания 
точной формы условия квантования для системы со многими степенями свободы. 
В том, что при этом удается достаточно далеко продвинуться в электродинамике, 
нетрудно убедиться из следующих соображений. Полость с электромагнитньwи ко
лебан1JJ1Ми представляет собой систему с бесконечно большим числом степеней свободы. 
Тем не менее для анализа собственных колебаний такой полости вполне пригодны 
д()казанные р предыдущюс. параграфах теоремы, относящиеся к системам с одной сте
пенt>!О свободы, поскольку полость с электромагнитным излучением эквивалентна 

системе несrтзанных осцUJ1ЛЯторов. В том, что такую систему можно проанализи
рощпь до конца, нет ни малейших сомнений. Особое значение при этом имеет 
щщейност1> осноРных ураРнений электромагнитного поля (принцип суперпозиции). 
Именно из линейноспf уравнений следует, что эрзац-осцилляторы гармонические, 
а именно для гармонического осциллятора (в отличие от других систем) закон 
сщранения энергии вьщолняется независимо от условия квантоРания: из 

1 
Н ~ 2 (р2 + w~q2) 

мы цQ.ЛУЧаем 

н. 1 (. . 2. 2 ;,) 1 ~( ) о = j РР + РР + WoQQ + WoQч = zwo -qp - pq + pq + qp = · 

Мgжно надеят1>ся поэтому, что и»тегральнJ>1е соотношения электродинамики ва
КуУмil (:щкон сохраlfения ~щ;ргии и импулiоса) удастсп получитt> в общем виде из ма
тричн1>1х аналогов уравнений Максведщ1, не исполъзуп условие квантопания. Доказав 
~тр, мм тем спмым об()снуем: утпер:ждепи.е Гейзенберга об интерпретации. lq(n, m)l2• 

§1 
Урппt•~пря Мпрсвелла, закон СС1~ронщ1и11 ан~рrии и импульса 

Ус,nовимся, J<ПК обычно, обозначать векторы готическими буквами, матрицы -
полУЖирнwм и •щ~;:,ла - ~:;ветлым щрифщм. В выборе едиюш мы будем следовать 

rieбftИY>Y АРраГПt.f!\ 13). 
~шжтромагнищые. J]вления в ваКуУме мажно описывать nри помощи суперпози

ции П:ЛQСКП~ вQJJн. Н1щ~пженности Э!lб.КТРИl!С!Сlщrо и мапщтного ЛРЛJ! Е и s; плос
крй ~MfiЪI MqJ QУдеМ P'lttTIП'Ь матрцц(lМц, эломснты кторых имеют 1щд гармоничес
ких Пl!Рс~ч1х !ЩJПi. Эт!Э QЗftаЧает, что в щ1межаще распоJщж~шиой системе координат 

iJ = ( l)(n, m)e2iril'(",щ)(t-z/c))' (89) 

Разумеете}{, т:рбходимо иметь в виду, что 1t и m, 1.щобщ(I rщюря, прищ.Jмают 
»е дискретff Ре. мн()жестпо ~начений и ~:щиачаtот но gтдельиwt~ числа, а наборь~ 
чисел (пекторы). 

J З) Abraham М. Theorie der Elekrizitiit, 11. Leipzig, 1914. 
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Уравнения Максвелла сохр~щяют свой щщ и в матричном вариапт~: 

1 . 1 . 
rot.f.J ~-~=о, щt ~ + -Sj =О. (90) . с с 

Дифференцироцапие fIQ Ф, у, z, t цроизводится н:ад кажм~м элемецтом цатрицы 
в отдельносщ 14>. . 

Выведем закон сщранени.ff энергии-импульса. Для этого щщбходимо сделать не
сколько прещэарител1:1н:ых замечаний ртносительно умножеюц~ матричных векторов. 

Определим ск(J.JIЯрное процэf/еденце соотнощением 

(flt, fВ) = tlf~ = tlf;~z + Шi,fВll + Шz~z1 
а векторное проиэ(1едение - соотщщ1ением 

[21.Щ);~: = Шu~z -21.zfВy· 
Поскольку }'Множение матрцц не :wммутатищf р, то соотнощения 

Ш~ = ц.\tl(, [21.f»] = -[~Ш] 
вообще rопоря:, щ1 f//JlfloщmюmC!I, 

Наоборот, мы утпер:жда.:~м, что 

piv(Щ~) = (rpt Щ, ~)- (Ш, roi ~). 

Плооность ~»ерrип W оррещшцм (кцJi: ~:щм.qрцую ц~трицу) сротнощещ1е?vt 

w = _!__ (\!2 + iJ2). 
li'lr . 

Таrда из (11) цодучаем: 

li?ГW = f; + t~ + SJi;t + .iJ, 
а И:J (90) -

811" =W::::: (е;, rot n) t (rqt .f.J, ~)...., (ifJ, rgt lif) - (rot '6, jj). 
~ . . . . . -. . . .. 

Слел;gпвтммщ (t1i::inи поспщн:щи~щ,ся сщщщшеlfп~::.ч (?3)), 

w + div 95 = Q, 

rде 
с 

~ = 81f ([~$;1) - [~Q:]). 

(91) 

(92) 

(93) 

{94) 

(95) 

(96) 

Это .- reope!.fn Пf)ffHПfНfn дЛ5J М/ПЩfIJНОЙ ~леJ.qродюн~мики, e;i р:щача~т вектfl!' 
UЭ!IY'ICHf#I, 

· Ml\.llPГИЧJП~JM pgp~Ptil ~ожно ВЧJJ\~НИ :ц закон сохр~щения 1П1ШУJП~са. Определи}.f 
мак.сп~шловс~и~ tШЩlml{.!Щlffl сщrrнщщщиями 

. - 1 ( 2 ~ 2) ( 2 .:;.2 .:;.2) T"z - /111" ~; - f!i/ - Ez + SJz - ~.Jy - ~.Jz , (~7) 

!4) Иногда требУ!!Т\:JI ИПЩ: 1щи~/Ш!f!! эщ:~qрома!f!ИТНОrр nоля, ТТРП l'lffi'PO~ Щ!OCТfЩlfCТJ!t:f!lfЫ~ 1Соорди1f/!ТЫ 
являются щ~ !lJfCJJl!Mlf, iJ мaТfllfПl!MП· ЭтQ прив~щит к нер!'j1Щ1JИМОС'ПI внес!Jf ~00J11етствующие пзменения 
в интерпретацию 'Jlllmf)>IX TTP!-JIHJ!Oднlilx по 1щщ:транС"f!l(:J!f!~м переменным в уравнениях Ч!!ксвелла. 
К этому вопросу MJ>I flll)lepeны вернуrъся в дальнейшем. 
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а плотность импульса излучения - соотношением 

1 1 
g = с2 €5 = 81ГС ([~JJ] - [JJ~]). (98) 

Тогда, как показывают вычисления, аналогичные приведенным выше, 

. дТ:~:z T:i:y дTzz 
gz= дх + ду +~- (99) 

Выведенные нами соотношения становятся особенно наглядными, если вос
пользоваться четырехмерными обозначениями теории относительности. Система
тическое изложение четырехмерного векторного анализа и теории относительности 

на основе теории матриц с ее некоммутативным умножением будет дано в другом 
месте. 

§2 
Сферические волны. Излучение диполя 

Поскольку мы ставим целью вычислить излучение осциллятора, необходимо 
теперь рассмотреть сферические волны. 

Введем вектор Герца 3 как матричный вектор. Поля ~ и j) связаны с 3 
уравнениями 

1 .. 
~ = grad div 3- с23' 

1 
iJ = - rot3, 

с 

В классической теории 3 для сферической волны пропорционален 

1 21riv(t-r /с) 
-е 
r 

(100) 

Как известно, это выражение можно представить в виде суперпозиции плоских 
волн 15>, если воспользоваться тождеством 

eixr i~ ! tx(~s) - = - е duJ, 
r 21Г 

(101) 

где t - числовой (не матричный) радиус-вектор, идуmий из центра сферической 
волны в начало отсчета, !i - единичный вектор, duJ = dsz d!iy d!iz. Следовательно, 
в нашей теории из плоских волн, представленных матрицами вида (89), при 
интегрировании по направлению нормали к волновому фронту можно получать 
сферическую волну вида 

3 = eq(n,m) , 
( 

e21riv(n,m)(t-r /с)) 

r 
(102) 

где матрица eq = (eq(n, m)) соответствует электрическому моменту, возбудившему 
волну. 

Вычисления, позволяющие, исходя из представления (102), определить элек
тромагнитное поле и излучение, совпадают с аналогичными вычислениями в клас

сической теории, так как числовой вектор коммутирует с любой матрицей. Как 

IS) См., например, Debye Р. Ann. Phys., 1909, 30, 755 (формула (71
), с. 758). 
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нетрудно проверить, 

е 1 .. 
Sj = -- -[тq] 

с2 r2 ' 

~ = ; r~ [т[тq]], 
(103) 

откуда 

(104) 

Интеrрирование по всем направлениям производится так же, как в классической 
теории. Энерrия, излучаемая в секунду, оказывается равной 

! 
2 2 

Sdf- - =._q2 
- 3 с3 . (105) 

Чтоб.ы получить среднее излучение, выражение (105) необходимо усреднить 
по времени. При этом возникает диагональная матрица 

2 е2-
3 с3 q2. (106) 

Если осциллятор колеблется вдоль некоторого фиксированного направления, то 

матричный вектор q можно заменить матричным скаляром q = ( q( n, т)) и получить 
излучение 

2 е2- 327Г4е2 ( ) 3 с3 ii2 = 3Т ~ v(n, k)
4
lq(n, k)l

2 
• 

k 

(107) 

Пока мы еще не в состоянии построить полную теорию излучения, которая бы 
позволяла однозначно сопоставлять отдельные члены ряда (107) стаццоиарным 
состояниям: для этого было бы необходимо предварительно исследовать обрат
ное действие излучения на осциллятор, то есть располагать теорией заТ}'Хания. 

К разработке такой теории мы намерены обратиться в дальнейщем. Здесь же мы 
намереваемся лишь проверить, определяется ли излучение величинами lq(n, k)l2

• 

Из выражения (107) видно, что это действительно так, xor.q рходящие в него 
величины задают не все спонтанное излучение, исходящее пз (щного стационар

ного состояния. Действительно, спонтаниые переходы происхgдят всегда только 

в состояния с меньшей энергией, или (при подходящей нумерации) в состояния 
с меньшим квантовым числом, Мы можем теперь чисто формальtю описать, каким 
образом это обстоятельство проявится в нашей теории. Для ~того мы обр~уем 
не среднее, а сумму диагональтих элементов матрицw излучения (105): 

(108) 

Изменив порядок суммирования п правой части, преобразу<!М OQ к ПJtдУ 

(109) 

Итак, требуемое соответствие достигнуто: каждому состопнию n, мы gопоста
вили излучение, вызванное переходами во все состояния k < n, причем каждый 
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переход порождает интенсивность, известную из классической теории. Если пред
положить, что индексы п расположены в порядке возрастании энергии Wn, то 
полученный результат совпадает с опытом. 

Таким образом, предположение Гейзенберга обосновано в указанном выше 
ограниченном смысле. 

В этой связи уместно подчеркнуть, что наше утверждение относительно веро
ятностей переходов не зависит от предположения о невырожденности системы, то 
есть о том, что все Wn различны. 

В заключение мы хотели бы также отметить, что вместе с вероятностями 
переходов мы определяем также и статистические веса состояний, при этом 

каждому состоянию, характеризуемому ()ДНОЙ строкой и одним столбцом или одним 

днагональным членом матрицы W следует приписать один и тот же статистиqеский 
вес. Как будет показано в дальнейшем, этm результат (обобщенный на случай 
систем с несkолыmми степенями свободы) сам по себе приводит к основному 
принципу статистики Бозе-Эйнштейна кnа.нтов света. 

Примечание при корректуре. Пока наша работа f/аходилась в печати, мы совместно 
с В. Гейзенбергом разработали анонсированное нами обобщение теории на случай 
многих степеней свободы. Полученные результаты будут изложены в следующей 
работе, которую надлежит рассматривать, как продолжение данной. Там же мы 
дадим более подробное изложение многих вопросов, лишь затронутых в этой статье. 
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СОВМЕСТНО С М. БОРНОМ И П. ИоРДАНОМ 

Квантовая механика, развитая в части 1 настоящей работы на основе предложен
ного Гейзенбергом исчисления, обобщена на системы с произвольным числом степе
ней свободы. Построена теория возмущений для невырожденных и большого класса 
вырожденных систем и показана ее связь с теорией собственных значений эрмитовых 

форм. Полученные результаты использованы для ввода правил квантования импульса 
и момента импульса, а также правил отбора и формул для интенсивностей. В за

ключение развитая теория применена к статистике собственных колебаний полости. 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе предпринята попытка дальнейшего построения теории 
общей квантовотеоретической механики, физические и математические основы 

которой были заложены в двух предыдущих работах авторов 1>. Эту теорию удалось 
обобщить на случай систем с многими степенями свободы 2> (глава 2) и путем 
введения «канонических преобразований» свести задачу интегрирования уравнений 
движения к известным математических проблемам. При этом обнаружилась с одной 
стороны далеко идущая общность построенной теории канонических преобразо
ваний с классической теорией возмущений, а с другой стороны связь квантовой 

механики со столь разработанной математической теорией как теория квадратич

ных форм бесконечно большого числа переменных (глава 3). Прежде чем перейти 
к подробному изложению нашей теории, мы попытаемся более точно очертить ее 
физическое содержание. 

Исходным пунктом для построения предлагаемой теории явилось убеждение 

в том, что трудности, с которыми в последние годы приходилось сталкиваться 

в квантовой теории буквально на каждом шагу, удается преодолеть не раньше, 
чем в механике движений атома и электронов будет построена математическая 
система соотношений между принципиально наблюдаемыми величинами, не усту
пающая по простоте аналогичной системе классической механики. Такая система 
квантовомеханических соотношений между наблюдаемыми величинами не может 
не выявить недостаток, присущий прежней квантовой теории: отсутствие прямой 
и наглядной геометрической интерпретации, обусловленное тем, что движение 
электронов не допускает описания в терминах общеизвестных понятий простран
ства и времени. Характерная особенность новой теории заключается в том, что она 
означает перестройку как кинематики, так и механики. Важное преимущество новой 

• Zur Quantenmechanik. 11. (Mit М. Вот und Р. Jordan). - Zs. Phys" 1926, 35, 8-9, 557-615. Перевод 
Ю. А. Данилова. 

I) Heisenberg W. Zs. Phys" 1925, 33, 879; Вот М" Jordan Р. Zs. Phys" 1925, 34, 858. В дальнейшем при 
ссылках на эти работы будет указываться: часть 1. 
2) Примечание при корректуре. В появившейся недавно работе Дирака (Dirac Р. Proc. Roy. Soc. London, 
1925, 109, 642) независимо получены некоторые результаты, содержашиеся в части 1 и в настоящей 
работе, и указаны физические следствия из них. 
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теории состоит в том, что положенные в ее основу постулаты органически входят 

в новую механику как ее составная часть. Например, существование дискретных 
стационарных состояний для новой теории столь же естественно, как существование 

дискретных частот собственных колебаний для классической теории (см. главу 3). 
Что касается фундаментальных, связанных с основополагающими квантовотеоре

тическими постулатами различий между квантовой и классической теориями, то, 
по нашему мнению, формализм, излагаемый в двух цитированных выше работах 
и в настоящей статье, если только он окажется правильным, может рассматриваться 

как квантовая механика, обладающая весьма сильным сходством с классической 
механикой, о котором нельзя бьmо и мечтать. В подтверждение мы сошлемся лишь 
на законы сохранения энергии и импульса, а также на вид уравнений движения (гла
ва 1, § 2). Сильное сходство между новой и классической теорией проявляется, 
в частности, в том, что в новой теории не может быть и речи о некоем самостоятель
ном принципе соответствия. Более того, новую теорию можно рассматривать как 
точную формулировку принципа соответствия Бора. Важная задача дальнейшего 

развития новой теории состоит в более точном исследовании этого типа соот
ветствия и описании перехода символической квантовой геометрии в наглядную 

классическую геометрию. Если иметь в вИдУ этот вопрос, то особенно важное 
достоинство новой теории мы усматриваем в том, что в ней непрерывные спектры 
и линейчатые спектры атомов выступают равноправно, как решения одного и то

го же уравнения движения и математически тесно взаимосвязаны (см. главу 3, § 3). 
Различие между «Квантованными» и <mеквантованными» движениями в новой тео

рии утрачивает всякий смысл, поскольку в ней нигде не фигурирует ни одно условие 

квантования, выделяющее определенные движения из огромного числа возможных 

движений. Вместо этого условия в теории имеется квантовомеханическое основное 
уравнение (глава 1, § 1), которое выполняется для всех возможных движений 
и необходимо для того, чтобы задача о движении вообще имела смысл. 

Хотя математическое единообразие и простота предлагаемой теории позволяют 
ут:верждать, что она правильно передает существенные особенности истинного 
положения вещей в проблеме СтРОения атома, необходимо отчетливо сознавать, 
что эта теория це может разрешать принципиальные трудности квантовой теории. 

Силы, соответствующие сопротивлению излучеция классической теории, не учтены 
в предлагаемой теории, а от1щсительно отношения проблемы связи к развиваемой 

квантовой механике в цей имеются лишь отдельные неявные указания (см. гла
ву 1, § 5). Тем не менее, новая теория позволяет несколько иначе взглянуть 
на квантовотеоратиче1жие трудности и порождает более обоснованные, чем прежде, 

надеЖдЫ на то, что вrщследствии удается найти решение и этой проблемы. Возьмем 
хотя бы проблему, спязанную с процессом столкновения. На принципиальные 
трудности, возникаIQщие в старой теорни, при попытке совместить основные по
сту.п~пы квантоRРЙ теории с вьшоJщеюtем закона сохранения энергии при быстрых 

стр.щцювениях, иещнщо указал Борз). В предполагаемой нами теории и основные 
постулаты, и за~он с~дранения энергии являются математическими следствия

ми; JWантовомехапичес~щх уравнений, и результаты эксперимента Франка-Герца 
по стмкнощщиям естестпещно пытекаIQт из rеори:и. Это позволяет надеяться на то, 
чщ ll дальнейшем IJf)li решении проблемы столкновений на осцове квантовой 
М{;}ХПНJfКИ трущщсти указанноrо рода не возникнут имеt1но из-за органической 
взцимосв.пзи основных цостулатов с кванщвой механикой. 

С TOЧJ(Jf зрQния предлагаемой нами теории комцлекс вопросов, относящихся 
к аномал~ному эффеК'fУ Зеемана, в1~1rдядит почти так же, как с точЮf зрения 
сущесrв~:щавw:ей ра»ее rеории. Правда, из содержащейся в исходных предпосылках 

3) Bohr N. Zs. Phys., 1925, 34, 142. 
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нашей теории внугренней взаимосвязи между апериодическими и периодическими 

траекториями следует, что мы не можем быть уверенными в универсальности 

теоремы Лармора (глава 4, § 2): предположения, при которых справеддива эта· 
теорема, выполняются в случае осциллятора: но вообще говоря, не выполняются 

ддя атомного ядра. Сомнительно, чтобы избранная нами точка зрения позволила 
объяснить аномальный эффект Зеемана. В случае эффекта Зеемана нашей квантовой 
механике приходится преодолевать те же трудности, что и прежней теории. Новый 
этап в решении проблемы аномального эффекта Зеемана наступил недавно в связи 

с появлением заметки Уленбека и Гоудсмита 4). Эти авторы исходят из предположе
ния о том, что электрон обладает собственным моментом импульса и магнитным 

моментом (отношение которых вдвое больше отношения аналогичных величин ддя 
атомов), из чего следует, что никакого аномального эффекта Зеемана в действи
тельности не существует. Гипотеза Уленбека и Гоудсмита позволяет устранить все 
трудности, связанные со статистическими весами, и дает качественное объяснение 
всех явлений, имеющих отношение к проблеме структуры мультиплетов и эффекту 
Зеемана. Оrвет на вопрос, удается ли таким способом достичь и количественного 
объяснения этого круга явлений, требует более точных исследований методами 

квантовой механики. Некоторые результаты относительно эффекта Зеемана, при
веденные в главе 4, вселяют надежду на то, что в дальнейшем удастся добиться 
совпадения количественных предсказаний теории с экспериментом. 

В заключение нашей работы мы попытались применить новые методы нашей 

теории к решению известной статистической проблемы. Как известно, при кван
товании собственных колебаний полости (ограниченной зеркальными стенками) 
традиционные методы приводят к результатам, в которых нетрудно усмотреть опре

деленную аналогию с утверждениями теории квантов света и выводом формулы 

Планка. Однако, как неизменно подчеркивал Эйнштейн 5), при таком полукласси
ческом подходе к излучению в полости мы получаем неверное значение среднего 

квадрата флуктуаций энергии в части объема. Этот результат следует рассматривать 
как серьезное возражение против существующих ныне методов квантовой теории, 
поскольку, с одной стороны, речь идет о неспособности теории справиться с реше
нием простой задачи о rармониЧеском осцилляторе, а с другой стороны указанная 
трудность возникает в статистике собственных колебаний любой механической си
стемы, например кристаллической решетки. Мы обнаружили, что вычисления, про
изведенные на основе кинематики и механики преддагаемой нами теории, приводят 

к правильному значению квадрата флуктуации и к формуле Планка. Это обстоя
тельство также подтверждает правильность развиваемой нами квантовой механики. 

Глава 1 

СИСТЕМЫ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

§1 
Основ11ые принципы 

1. Представлением квантовотеоретической величины а, будь то координата, 
импульс или любая функция координаты и импульса, служит совокупность величин 

( )e2"'°iv(n,m)t an,m . 

4> Uhlenbeck G. Е., Goudsmit S. Naturwiss" 1925, 13, 953. 
S) Elnstein А. Zs. Phys., 1909, 10, 185, 817. 

10 Зак. 6 

(1) 
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или, если отбросить одинаковые для всех принадлежащих системе величин множи

тели e2irv(n,m)t (зависящие только от индексов п и m), совокупность величин 

а(п, m). (2) 

Таким образом, можно говорить о матрице а (обычно бесконечной). 
11. Операции (сложения и умножения), производимые над квантовотеоретичес

кими величинами, определены в соответствии с правилами, которым подчиняются 

операции над матрицами. 

111. Пусть f(x1, х2 , ... , Xn). где х1, х2, ... , Xn - квантовотеоретические величи
ны, - функция, заданная при помощи операций сложений и умножения матриц. 

Тогда можно ввести производные функции f по величинам х (например по х1) 
двух родов: 

а) производная первого рода определяется из соотношения 

дf . J(x1 + al, Х2, ••• , Xn) - J(x1, Х2, •.• , Xn) -- = 11m , 
дх1 а->0 а 

где а - число, а 1 - единичная матрица: 1 = (бтn), 

при 

при 

n=m, 
n#m, 

б) производная второго рода (см. часть 1) определяется из соотношения 

д/ ( ) дD(/) 
дх1 п,т = дх1(n,т)' 

где D(/) - сумма диагональных элементов матрицы ! . 

(3) 

(4) 

Внешне производные первого и второго рода мы будем отличать по горизон

тальной черте (жирной для производных первого рода и тонкой для производных 
второго рода). 

В Части 1 мы использовали только производные второго рода, поскольку они по
зволяют дать простую формулировку вариационного принципа квантовой механики, 
в силу чего введение их представляется нам вполне естественным. Тем не менее при 

проведении некоторых расчетов удобнее пользоваться производными первого рода. 

Вообще следует заметить, что введение любых производных в квантовую механику 

носит несколько искусственный характер и что естественным аналогом производ

ных классической теории являются операции в левых частях соотношений (6). 
Для формулировки канонических уравнений важно отметить, что для функции 

энергии Н(р, q) операции дифференцирования первого и второго рода совпадают 6>. 
IV. Вычисления с квантовотеоретическими величинами из-за некоммутативно

сти умножения оставались бы в известном смысле неопределенными, если бы 

6) Действительно, в качестве функции Н в части 1 мы выбирали не любую функцию вида 

а симметризованную функцию 

н* ~ • r = ~а,,р q' 

s 

Н ~ 1 ~ •-1 r l 
= ~ asr s + 1 ~ р q р ' 

1=0 

приводящую к тем же уравнениям Гамильтона. Для симметризованной функции Н справедливы 
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значение выражения pq - qp нельзя бьшо задать заранее 7). Поэтому мы вводим 
в качестве фундаментального квантовотеоретического соотношения равенство 

h 
pq-qp= -.1. 

21Г~ 
(5) 

Физическую интерпретацию этого соотношения в духе принципа соответствия 

мы обсудим в дальнейшем. Здесь же важно подчеркнуть, что уравнение (5) -
единственное из уравнений развиваемой нами квантовой механики, в которое 
входит постоянная Планка h. Следует считать весьма удовлетворительным, что 
постоянная h входит здесь в основания нашей теории столь простым образом. 
Кроме того, из соотношения (5) с.iiедует, что в пределе при h =О новая теория 
должна переходить в классическую, как того требуют физические соображения. 

Из равенства ( 5) можно вывести еще одно соотношение, которое понадобится 
нам в дальнейшем. 

Пусть /(р, q) - любая функция отри q. Тогда 

дf h 
fp- qp = др 21Гi' 

дf h 
pf-fp= --.. 

дq 21Г~ 

(6) 

Если предположить, что эти соотношения выполняются для любых двух 
функций rp и ф, то они остаются в силе и для rp + ф и rрф. Для rp + ф наше 
утверждение тривиально. Проверка утверждения для rрф сводится к несложным 

выкладкам: 

rpфq - qrpф = rp(фq - чФ) + (rpq - qrp)ф = (rp дФ + дrр Ф) ~ = д(rрФ) ~ 
др др 211"i др 211"i 

(для рrрф - rрфр вычисления производятся аналогично). 
Соотношения (6) выполняются для р и q, а следовательно, и для любой 

фу~·v·~ии f, представимой в виде формального ряда по степеням р и q. 

§2 
Канонические уравнения, закон сохранения :энергии и условие частот 

Пусть заданы функции энергии Н(р, q) и соответствующие канонические 
уравнения 

ан 

Р= - др' 

следующие формулы, вывод которых дан в части 1: 

. ан 
q= др. 

дН _'""' 1 {~( l) s-1-l т l ~ l s-l т l-1} '""' ~ s-1-l r l дН 
др - L..J Usr 

8 
+ l L..J S - Р q Р + L..J Р q р = L..J Usr L..J р q р = др , 

l=O l=O 1=0 

s т-1 

дН _'""' r '""' s-1 r-1 / '""' '""' т-1-j s j дН 
дq - L..J Usr 

8 
+ j L..J Р q Р = L..J Usr L..J q р q = дq" 

1=0 j=O 

(7) 

7) К сожалению, в уравнениях движения эту разность приходится полагать равной некоторой диагональ
ной матрице. 

10' 
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Из комбинационного принципа для 

v(n, m) + v(m, k) = v(n, k) (8) 

следует, что v можно представить в виде 

Wn-Wm 
v(n,m) = h . (9) 

Введем теперь квантовотеоретическую величину W как «величину терма», 
определяемую соотношениями 

W(n m) = { Wn при n = т, 
' О при n f. т. 

Нетрудно видеть, что W - диагональная матрица. 
Тогда для любой квантовотеоретической величины справедливо соотношение 

27Гi 
a=т(Wa-aW). 

Действительно, а по определению (см. часть 1) удовлетворяет соотношению 

a(n, m) = 21Гiv(n, m)a(n, m). 

(10) 

К числу основных столпов теории, которую мы стремимся построить, относятся 
закон сохранения энергии (Н = const) и условие частот (v(n, m) = (Hn - Нт)/h, 
Hn = Wn + const). 

Для доказательства обоих уrверждений подставим в уравнения (7) соотноше
ния (6) и (10): 

или, что то же, 

Wq-qW = Hq-qH, 

Wp-pW =Нр-рН, 

(W - Н) q - q (W - Н) = О, 
(W - Н) р - р (W - Н) = О. 

(11) 

Таким образом, величина W - Н перестановочна с р и q, а следовательно, и с любой 
· функцией от р, q, в частности с Н: 

(W - Н)Н - H(W - Н) = О. 
Отсюда в силу соотношения (10) получаем: 

Й =О. (12) 

Тем самым закон сохранения энергии доказан, Н - не что иное, как 
диагональная матрица H(n, m) = DnmHn. Условие частот следует непосредственно 
из соотношений (11): 

q (n, m) (Hn - Нт) = q (n, m) (Wn - Wт), (13) 

то есть 
Нп-Нт 

h = v(n, m). (14) 
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Закон сохранения энергии и условие частот мы вывели из канонических 
уравнений при помощи основного соотношения (5). После того, как доказательства 
получены, их можно обратить. Мы знаем, что закон сохранения энергии и условие 
частот верны. Следовательно, если функция энергии Н задана как аналитическая 
функция любых переменных Р, Q, то всякий раз, когда 

h 
PQ-QP= -

2 
.1, 

1Гt 

выполняются канонические уравнения 

. дН 

Q= дР' 
. дН 
Р=-дQ. (15) 

Это следует из того, что величины РН - НР и HQ- QH допускают двоякую 
интерпретацию: при помощи соотношений (6) и соотношения (10). 

§3 
Канонические преобразования 

Под каноническим преобразованием переменных р, q в новые переменные Р, Q, 
как следует из предыдущего, мы понимаем преобразование, при котором 

h 
pq-qp=PQ-QP= -. 

21Г~' 
(16) 

поскольку в этом случае и для Р, Q, и для р, q выполняются канонические 
уравнения (7) и (15). 

Общее преобразование, удовлетворяющее этому условию, представимо в виде 

Р = SpS- 1
, 

Q = SqS- 1
, 

(17) 

где S - произвольная квантовотеоретическая величина. Мы полагаем, что соотно
шения ( 17) задают наиболее общий вид канонического преобразования. Соотноше
ния (17) обладают еще тем простым свойством, что для любой функции f(P, Q) 

/(Р, Q) = S/(p, q)S-1
, (18) 

где /(р, q) получается из /(Р, Q) при подстановке р вместо Р и q вместо Q 
и сохранении вида исходной функции. Доказательство этого утверждения для 
функций в смысле нашего определения непосредственно следует из того, что оно 
выполняется для р + q и pq. 

Важность канонических преобразований основана на следующем утверждении. 
Если задана любая пара значений ро, qo, удовлетворяющая уравнениям (15), то 
задачу интегрирования канонических уравнений для функции энергии Н(р, q) 
можно свести к задаче: найти функцию S, такую, чтобы при 

(19) 

функция 

Н(р, q) = SH(po, qo)S- 1 = W (20) 

бьmа диагональной матрицей. Уравнение (20) - аналог уравнения Гамильтона 
в частных производных, S в некотором смысле соответствует функции действия. 
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§4 
Теория возмущений 

Пусть задана некоторая механическая задача, определяемая функцией энергии 

н = Но(р, q) + >.н, (р, q) + >. 2 Н2(Р, q) + .... (21) 

Предположим, что решение этой задачи нам известно. Следовательно, известны 

величины ро, q0 , удовлетворяющие условию poqo - qopo = ;:, 1 и обращающие 
Н0(ро, qo) = W0 в диагональную матрицу. Попытаемся определить матрицу преобра
зования S так, чтобы 

(22) 

и 

Н(р, q) = SH(p0 , qo)S- 1 = W, 

то есть чтобы Н(р, q) была диагональной матрицей. Предположим, что решение 
представимо в виде 

(23) 

Тогда 

(24) 

Если функция энергии Н задана разложением (21), то, расположив соотношение 
для Н(р, q) по степеням >., получим следующие уравнения последовательных 
приближений: 

Но(ро, qo) = Wo, 

S1Ho - HoS1 + Н1 = W1, 

SrHo - HoSr + Fr(Ho, ... , Hr, So, ... , Sr-1) = Wr, 

где Н0 , Н1 , ••• зависят только от аргументов ро, qo. 

(25) 

Первое уравнение (25) выполняется по предположению. Остальные необходимо 
решить по порядку аналогично тому, как это делается в классической теории: 

сначала, чтобы определить постоянную энергии, произвести усреднение, а затем 

сразу же выписать решение 

Wr =Fr, 

Fr (т, n) 
Sr(m, n) = h ( ) (1 - Dmn), 

vo m,n 

(26) 

где v0(m, n) - частоты невозмущенного движения. 
Найденное решение удовлетворяет условию 

ss* = 1, (27) 

где волнистая черта означает замену строк столбцами (транспозицию), а звездочка -
переход к комплексно-сопряженным величинам. Поскольку в дальнейшем мы еще 

вернемся к этому соотношению и рассмотрим его с более общих позиций, пока 
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ограничимся лишь тем, что констатируем для первого приближения, которое сейчас 

вычислим: из соотношения (27) следует, что 

(28) 

Значение, придаваемое соотношению (8), основано на том, что из него следует 
эрмитовость матриц р и q. Действительно, из (22) получаем 8): 

* s* *s*- 1 s--i- s- -q = qo = qo = q, 

(и аналогичное равенство для р). 
В первом приближении из (26), как и в классической теории, получаем: 

W1 =il1, (29) 

откуда 

Н1(т,п) 
S1(m, n) = h ( ) (1- бтп)· 

Vo m,n 
(30) 

Это выражение действительно удовлетворяет условию (28) вследствие предполо
жения о том, что Н1 - эрмитова форма. Вычислив затем энергию во втором 
приближении, получим 

_ - ..!_ °",H1(n,l)H1(l,n) 
W2 - Н 2 + h ~ ( l) , 

1 Vo n, 
(31) 

где штрих у знака суммы означает, что члены с нулевым знаменателем (l = п) 
опущены. 

Продолжая этот процесс, можно последовательно вычислить все члены рядов W 
и S. Подставив в (22) ряд для S, получим разложения 

2 q = qo + Лq1 + Л q2 + ... , 
р=ро+Лр1 +Л2р2+ .. . 

с известными коэффициентами. Например, коэффициенты первого приближения 

имеют вид 

или подробно: 

q1 = S1qo - qoS1, 
Р1 = S1Po - Ро81, 

( ) 
_ ..!_ °", (Н1(т, п) qo(k, п) _ qo(m, k) H1(k, п)) 

q1 т, n - ~ ( ) ( ) , h k vo т, k v0 k, n 

( )
- ..!_ °"' (H1(m,n)qo(k,n) _ qo(m,k)H1(k,n)) 

Р1 m, n - ~ ) ( ) . h k vo(m, k vo k, п 

(32) 

Формулы (32) - не что иное, как дисперсионные соотношения Крамерса 9) 

в предельном случае бесконечно малой частоты внешнего поля. Возможность вывода 

8> Напомним, что аь = Ьа. 
9> Kramers Н.А. Nature, 1924, 113, 673; 1924, 114, 310. См. также Ladenburg R. Zs. Phys., 1921, 4, 451; 
Ladenburg R" Relche F. Natшwiss., 1923, 1, 584. 
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формул, ранее полученных на основе соображений, связанных с принципом соответ
ствия, представляется нам важным аргументом в пользу развиваемой нами теории. 

Соотношение (31) бьmо получено Борном lO) при помощи реинтерпретации соответ
ствующих классических формул. Член с т = п в соотношении (32) отвечает формуле 
Крамерса для обычной дисперсии света, а друтие члены (ст-::/:- n) - формулам Кра-

мерса и Гейзенберга 11> для рассеянного света с комбинационными частотами. По
следними выражениями Паули 12

) воспользовался при вычислениях интенсивностей 
переходов в спектре ртути, происходящих во внешнем электрическом поле (и запре
щенных в отсутствие поля). Для вывода общих дисперсионных формул (при нену
левой частоте внешнего поля) необходимы общие соображения о действии внешних 
сил, изменяющихся со временем, к рассмотрению которых мы сейчас перейдем. 

§5 
Системы, в которых функция энергии явно зависит от времени 

Рассмотрение квантовомеханического действия сил, явно зависящих от вре
мени, представляет особый интерес потому, что эта проблема позволяет выявить 

некоторые различия между квантовотеоретической и классической механикой. За
дачу о действии изменяющихся во времени внешних сил надлежит рассматривать 

как предельный случай задачи о взаимодействии двух систем, в которой влияние 

взаимодействия на одну систему (обозначим ее А) столь мало, что на воздействии 
ее на другую систему (обозначим ее В) это взаимодействие не сказывается. Итак, 
рассмотрим связь двух систем с точки зрения квантовой механики. Функция Га
мильтона распадается на три части НА, lНв и еЛНАв (>. - пока произвольный 
параметр, с: - малая величина). Предположим, что система А известна. Для 
вычисления движений системы В в классической теории достаточно составить 

для координат В уравнения движения (по функции Гамильтона (Нв + еНАв)), 
а в качестве координат системы А взять решения уравнений движения как функции 
времени (при определенных значениях постоянных, соответствующих системе А). 
При этом, поскольку мы пренебрегаем обратным действием системы на систему В, 
из всех постоянных системы А в возмущенную задачу для В в качестве новой 
переменной входит только время. В квантовой механике все обстоит так же, 

как и в классической, если ограничиться первым порядком возмущений (то есть 
членами в разложещ-шх координат, импульсов и других величин, характеризующих 

систему В, пропорциональными с:). При переходе к более высоким порядкам воз
мущений ситуация изменяется. Дело в том, что при вычислении высоких порядков 
возмущений возникают произведения величин, из которых более чем одна неявно 

содержит координаты системы А. По квантовомеханическим правилам образования 
произведений это означает, что знать «внешние силы как функции временю) при 

определенных значениях постоянных в системе А уже недостаточно: внешние силы 
должны быть известны при всех значениях постоянных. Тем самым понятие внешние 
силы как бы утрачивают смысл. Разрешение возникшего затруднения мы усматрива
ем в следующем замечании. Обратное действие само порождает члены порядка Ле2 

в разложениях координат системы В, поэтому пренебрежение обратным действием 
системы А на систему В и одновременное вычисление членов с с:2 в системе В 
имеет смысл лишь в том случае, если параметр Л можно считать малым. Физически 
это означает, что изменение координат, импульсов и т. п. системы А на величину 

IO) Вот М. Zs. Phys., 1924, 26, 379. 
11 > Kramers Н.А., HeisenЬerg W. Zs. Phys., 1925, 31, 681. 
12

> Pauli W. Danske Vidensk. Selsk., Math.-fys. Medd" 1925, 7, 3. 
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порядка соответствующих параметров системы В не вносит сколько-нибудь замет
ных изменений в действие системы А на систему В. В этом приближении мы 
можем составлять квантовомеханические произведения и, следовательно, вычислять 

старшие порядки возмущений по с, при этом правила образования произведений 
сводятся просто к правилам классического умножения, поскольку входящие в НАв 

координаты, амплитуды и частоты в рассматриваемом приближении не зависят 
от постоянных системы А. В этом смысле действие на атом сильного электромаг
нитного переменного поля можно бьmо бы вычислить как действие «Внешней силы» 
в пренебрежении обратным действием, поскольку энергию поля можно считать 

бесконечной по сравнению с энергией атома. Действие а-частицы на электроны 
атома вследствие относительно большой энергии а-частицы так же можно бьmо бы, 
как и классической теории, рассматривать как «внешнюю силу» и разложение силы, 

действующей на электроны, в ряд Фурье по времени в этом приближении совпада
ло бы с классическим. Однако действие отдельного атома на какой-нибудь другой 
атом невозможно интерпретировать как действие внешних сил (подобное истолко
вание допустимо лишь в членах первого порядка), поскольку в членах высокого 
порядка пренебрежение обратным действием привело бы к неверным результатам. 

Подведем итог нашим рассуждениям. При определенных .предположениях 
в квантовой теории, как и в классической, имеет смысл говорить о действии 

на атом некоторых сил, изменяющихся со временем. В этом случае для вычисле
ний величин, явно зависящих от времени, остаются в силе правила вычислений 

классической теории. Например, пусть поле внешних сил периодично по времени 
с периодом v0 • Тогда общий член координаты q имеет вид 

q(n, m):::; e2iri(v(m,n)+тvolt, (33) 

общий член q2 
-

L: q(m, k, 7" - т') q(k, n, т') e2iri(v(m,n)+тvoJt. (34) 
k,т' 

Именно поэтому зависящие от времени внешние силы мы считаем замечательным 

примером перехода квантовотеоретической кинематики в классическую в духе 

принципа соответствия. 

Если интерес представляет только вычисление возмущений первого порядка, 

вносимых внешним полем, то получаемые при последующих расчетах результаты 

остаются в силе, даже если исходные допущения не выполняются (полная аналогия 
с классической теорией). 

Как следует из приведенных выше соображений, математический анализ систе
мы (удовлетворяющей принятым предположениям) с явной зависимостью от вре
мени можно провести просто по аналогии с соответствующими классическими 

методами. Предположим снова, что внешняя сила периодична по времени с пери

одом 110. Пусть 
(35) 

- функция Гамильтона 13). Введем новую степень свободы с переменными q', р' 
и в качестве функции Гамильтона новой задачи, не содержащей более явной 
зависимости от времени, выберем следующую: 

(36) 

13) Мы временно используем здесь результаты следующей главы по системам со многими степенями 
спободы. 

9 Зак. б 
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Канонические уравнения для р", q" остаются при этом прежними, лишь вместо 
cos 21Гvot всюду входит q'. Канонические уравнения для новых переменных имеют 
вид: 

дН' i/ = -- = 21ГVo~q'2 
др' ' 

•1 ан' ан q' , 
р = --д' = --д' +21ГVо г,-:лР· 

р q y1-q'2 

(37) 

Первое уравнение означает, что переменная q' действительно равна cos 21Гvot (с точ
ностью до произвольного выбора начала отсчета времени), в силу чего канонические 
уравнения для р", qk имеют такой же вид, как и до введения новой степени свободы. 
Второе уравнение (37) позволяет определить р'. Таким образом, соотношение (36) 
позволяет свести задачу с функцией Гамильтона (35) к обычно рассматриваемому 
случаю. 

Нас интересует прежде всего вопрос о том, какие изменения необходимо 
внести в формулы возмущений (25), если явная зависимость от времени входит 
в Н1, Н2, ... , но не в Н0 • Как показывают несложные рассуждения, формулы 
возмущений в этом случае получаются из приведенных выше при замене выраже

ния HoSr - SrHo (всюду, где оно встречается) выражением HoSr - SrHo + 2:; !l!f 
(Но входит только в такие комбинации). Следовательно, в низших порядках новые 
формулы возмущений имеют вид: 

(38) 

Мы будем предполагать, что формулы (38) остаются в силе, даже если 
не выполняется предположение о том, что внешние силы периодичны по времени, 

хотя при выводе формул было использовано именно это предположение. 

Уравнения первого порядка в формулах .(38), выполняющиеся и в том случае, 
когда предположения о «внешних силах» становятся неверными, вместе с соотно

шениями (22): 

q = qo + Л(Siqo - qoS1), 
р = Ро + Л(81Ро - Ро81), 

позволяют ответить на вопросы теории дисперсионных соотношений. Действитель
но, если положить 

то 

Н1 = Eeqo cos 21Гvot, 

Ее 
Н1(т,п; 1) = Tqo(m,n), 

S ( . l) _ Ее qo(m, п) 
1 т,п, - ' 

2h vo(m, п) + Vo 

Ее 
Н1 (т,п; -1) = Tqo(m,n), 

Ее qo(m, п) 
S1(m,n;-l)= 

2
h ( ) v0 т, п - vo 

(39) 
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Отсюда следует (см. также соотношение (22)), что 

( . )- Ее~ (qo(m,k)qo(k,n) qo(m,k)qo(k,n)) 
q1 т, n, + 1 - - L...J ( ) - ( ) . 

2h " v0 т, k + v0 v0 k, n + v0 
(40) 

Если к тому :же предположить, что мы имеем дело с декартовыми координатами 
(то есть, что р = mq), то 

( ) 
Ее ~ qo(m, k) po(k, n) - Ро(т, k) qo(k, n) 

q1 т, п; 1 = . L.J ( ( ) )( ( ) ) 2h27rim k vo т, k + vo vo k, n + vo 
(41) 

и 

( 
. ) _ Ее ~ qo(m, k)po(k, n) - po(m, k)qo(k, n) 

q1 т, n, -1 - L.J ( ( ) )( ( ) ) . 2h27rim k vo т, k - Vo Vo k, n - vo 
(42) 

Соотношения (40)-(42) совпадают с формулами теории дисперсии Крамерса 14>. 
Особый интерес представляет случай, когда частота падающего света очень велика 
(lvol ~ lvo(m, k)I и lvol ~ lv0(n, k)I): в первом приближении мы получаем 

Ее 
q1 = - . 2 (poqo - qoPo) cos 2?rvot, 

h27riv0m 

или с учетом соотношения (5) 

Ее 
q1 = 

2 2 cos 2?rv0t. 47r mv0 

Этот результат означает следующее: квантовомеханическое перестановочное соот
ношение (5) в конечном счете приводит к тому, что при достаточно большой 
частоте электрон при рассеянии ведет себя как свободный электрон. Рассеянный 
свет с частотами v0(m, n) + v0 (m-:/:- n) гаснет, а рассеянный свет с частотой v0 

имеР,т 1'акую же интенсивность, как при рассеянии на свободном электроне 15>. 

Глава 2 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ СИСТЕМ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 

§1 
Канонические уравне11ИЯ движения, 

теория возмущений для невырожденных систем 

При / > 1 степеней свободы естественно представлять квантовотеоретические 
величины не двумерными, а 2/-мерными матрицами, что соответствует 2/-мерному 
многообразию стационарных состояний в классическом J -пространстве: 

q1.: = (q1:(n 1, ••• , щ, m1, ... , m1)), 

Pk = (p1:(n1, ••• , n1 1 m1, ••• , m1)). 

14
) Случай v0 рассмотрен на с. 135. 

(1) 

IS) Kuhn W. Zs. Phys., 1925, 33, 408; Thomas W. Naturwiss., 1925, 13, 627; Reiche F., Thomos W. Zs. Phys., 
1925, 34, 510. 
9* 
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Однако это представление, хотя оно при определенных обстоятельствах весьма 
удобно и наглядно, отнюдь не обязательно. Основные динамические уравнения 
и в случае нескольких степеней свободы имеют форму матричных уравнений, но ма
трицы могут оставаться двумерными, как и прежде. Выяснилось, что даже в случае 

одной степени свободы последовательность стационарных состояний, отражающаяся 
в порядке, в котором располагаются строки матриц, в отличие от существовав

шей ранее теории совершенно произвольна и не связана ни с каким внутренним 

свойством системы. Это же замечание целиком переносится и на многомерные 
матрицы, их можно подвергать произвольным преобразованиям, в частности пре

вращать 2/-мерные матрицы в двумерные. Действительно, определения операций 
сложения, умножения и дифференцирования по времени совершенно независимы 
от соотношений между числами n 1, n2, ••• , n1, которые, если их брать по одному, 
характеризуют состояния, а если их брать по два, то переходы. 

Ясно также, что общие правила матричного исчисления, изложенные в главе 1 
части 1 и в главе 1 настоящей работы, без каких либо изменений применимы 
и в теории систем с несколькими степенями свободы. Непосредственно перено
сится на случай нескольких степеней свободы вывод уравнения из вариационного 
принципа из главы 1 части 1, что позволяет записать уравнения 

. дН 
Pk=--. 

дqk 
(2) 

Существенно новыми, выходящими за рамки теории систем с одной степенью сво
боды соотношениями являются перестановочные отношения Pk и qk, возникающие 
в случае нескольких степеней свободы. Если бы эти перестановочные отношения 
не были известны, то, как и в системах с одной степенью свободы, вычисления 
квантовотеоретических величин приводило бы к неопределенному в некотором 
смысле результату. 

Соотношения 
h 

Pkq1 - q1Pk = -
2 

.бk1, 
1ri 

PkPI - PIPk = о, 
qkql - q,qk = о 

(3) 

представляют собой очевидное обобщение соотношений (5) (гл. 1). Если Н -
(симметризованная) функция энергии, то эти соотношения позволяют заменить 
уравнения (2) уравнениями 

. дН 
Pk=--. 

дqk 
(2') 

Кроме того, из соотношений (3) 16> так же, как и в главе 1 настоящей работы, 
следует, что 

h {)f 
Pkf(qi, · · ·, q1,P1, · · · 1Р1)- fPk = -2 . -8 • 

1rt qk 
h д/ 

f qk - qkf = -. -. 
211"t дрk 

(4) 

Доказательство закона сохранения энергии и условия частот проводится на осно
ве уравнений (2) и соотношений (4) так же, как в главе 1. Соотношения (3) и (4) 

16> Физический смысл этих соотношений n дисперсионной теории был рассмотрен r.A Крамерсом 
\Kramers Н.А. Physica, 1925 (Dez.)). 
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позволяют также доказать, что канонические уравнения движения (2) выполняются 
всегда, даже если для некоторой системы Р1о, Q1o удовлетворяют соотношениям (3). 

Таким образом, преобразование переменных р1о, qk в новые переменные Pk, Qk, 
если оно сохраняет соотношения (3), можно считать каноническими. 

Весьма общий класс таких преобразований задается формулами 

Pk = Spks- 1
, 

Qk = Sqks-1. 
(5) 

Это преобразование также обладает свойством переводить любую функцию /(Р, Q) 
в 

(6) 

Если известна система Р?, ... , р~, q?, ... , q~, удовлетворяющая соотношениям (3), 
то интегрирование уравнений (2) сводится к задаче об отыскании функции S, 
удовлетворяющей соотношениям 

и переводящей 

в диагональную матрицу. 

S Os-1 
Р1о = Pk , 

S 08-1 qk = qk 

Н(р, q) = SH(p0
, q0)s-1 = w 

(5а) 

(7) 

Уравнение (7) представляет собой аналог дифференциального уравнения в част
ных производных Гамильtона. 

Соотношения (3) и уравнения (2) накладывали бы на Pk, qk слишком много 
ограничений, если бы они бьmи независимыми. Вывод соотношений (3) из ми
нимального числа независимых и непротиворечивых предложений представлял бы 
интср1:сную математическую задачу, однако мы не будем останаwшваться на ней. 
Заметим лишь, что равенство 

должно в общем случае следовать из уравнений движения (1). Наоборот, можно 
доказать, что соотношение (3) вместе с уравнениями движения (2) или эквива
лентным требованием (7) выполняются всегда (разумеется, за исключением особых 
случаев). 

Доказательство этого утверждения следует проводить в связи с обобщением 

теории возмущения из главы 1, § 4 на случай произвольного числа степеней 
свободы. Предположим, что функция энергии Н(р, q) представима в виде 

(8) 

так что 

1 
Но(р, q) = L н<k)(pk, q1;). (9) 

k=l 
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Тогда при Л = О мы получаем / несвязанных систем с одной степенью свободы. 
Решениями f задач с 

служат 

где q2, Р2 - двумерные матрицы 

(10) 

Если эти f несвязанных систем формально рассматривать как единую систему с f 
степенями свободы, то q2, р~ являются 2/-мерными матрицами 

q2 = (q2(n1, ... , n1; т1, ... , т1)), 

Р2 = (P2(n1, ... , n1; т1, ... , т1)), 
(11) 

удовлетворяющими соотношениям 

q2 = (q2 (n,, ... , n1; m1, ... , т1)) = бkq2 (nk, mk), 

Р2 = (Р2 (n1, ... , n1; т1, ... , т1)) = бkР2 (n1:, mk), 

где бk = 1 при n; = т; для всех j, кроме j = k, бk = О (в последнем случае 
при любом j # k равенство n; = m; не выполняется). Отсюда следует два вывода. 
Во-первых, соотношения 

(12) 

выполнявшиеся первоначально для двумерных матриц (10), остаются в силе для 
2/-мерных матриц (11). Во-вторых, появляются соотношения 

Р2 q? - q? Р2 = О при l # k, 
00 00 00 ООО 

Р1о Р1 - Р1 Pk =:" 91о 91 - 91 9k = · 
(13) 

При Л =О мы действительно получаем соотношения (13). Требуется доказать, что 
р, q можно определить таким способом, при котором в более высоких приближениях 
соотношения (3) выполняются одновременно с уравнением Н = W. При этом, 
как и прежде, предполагается, что система Но невыр()ждена, т. е. при подстановке 
q = q0

, р = р0 среди диагональных членов Но не найлется двух равных. В этом 
случае мы можем воспользоваться формулой (Sa), чтобы получить 

и определи-rь 

S о 8 -1 
Pk = Pk (!4) 

так, чтобы выполнялось уравнение Н = W, при этом все соотношения (3) таюке 
будут выполнены, поскольку при подстановке (14) они переходят в (12) и (13). 
На этом доказательство завершается. · 
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Соотношения (3) инвариантны относительно линейного ортогонального 
образования qk и Pk. Действительно, если 

то 

q~ = 2:: ak1 q,, 
1 

11 11 ~ (р )бh Pk q, - q, Pk = L.J akh ai; h q; - q; Ph = kl ~ 
hJ 1Г~ 

143 

пре-

(остальные соотношения преобразуются аналогично). Следовательно, если соотно
шения (3) выполняются в одной системе декартовых координат, то они выполняются 
и в любой другой системе декартовых координат. 

Добавим также, что соотношение (3) позволяют перенести в новую теорию одну 
хорошо известную теорему классической механики. Пусть 

1 р~ 
Н = Екин +Еnот = 2 L - +Еnот 

k mk 
(15) 

и Еnот - однородная функция координат степени m. Тогда из соотношений (3) 
получаем: 

(16) 

и 

~ LPkqk = L(Pkqk + Pklik} = 2Екин - nEnoт1 
k k 

в силу чего для средних значений выполняется соотношение 

- n-
Enoт = 2 Еnот• (17) 

Например, при n = 2 (гармонические колебания) Ёnот = Еnот. а при n = -1 - ~-
(кулоновские силы) Епот = -2Епот· 

§2 
Вырожденные системы 

Рассмотрим теперь вырожденные системы. Если некоторые частоты v(n, m) 
мoryr обращаться в нуль (для простоты условимся считать матрицы двумерными), 

то закон сохранения энергии Й =О, как показывают соображения, развитые в части 1 
и в настоящей работ~, следует из уравнений движения и перестановочных соотно
шений (3). Однако Н =О отнюдь не обязательно означает, что Н - диагональная 
матрица в силу чего доказательство условия частот утрачивает силу. Таким образом, 
для вырожденных систем одних лишь уравнений движения и перестановочных 

соотношений (3) недостаточно для однозначного определения свойств системы, 
основные уравнения нуждаются в уточнении. Предположим, что это уточнение фор
мулируется следующим образом: в качестве основных уравнений следует выбирать 
перестановочные соотношения и уравнение 

Н = W = диагональная матрица. (18) 
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Ясно, что это требование обеспечивает выполнение условия частот и для 

вырожденных систем. Весьма вероятно, что при этом (за исключением особых 
случаев) энергия W всегда однозначно определена. Наоборот, координаты qk 
заданы не однозначно: если Pk, qk - решение уравнения Н(р, q) = W, то, положив 

, s s-1 
р = р ' 
, s s-1 

q = q ' 

мы получим новое решение. При этом 

н(р',q') = w' = sws- 1 

и из условия W' = W следует, что WS - SW = s2:i =О, откуда 
S = const. 

(19) 

(20) 

Выясним сначала, что означает полученный результат в случае невырожден

нь~х систем. Из равенств (20) мы заключаем, что S - диагональная матрица, 
и равенства (19) сводятся к равенствам 

р'(п, m) = р(п, m) Sn s;1
, 

q' ( п, т) = q( п, т) Sn s; 1, 

где для краткости мы вместо S(n, п) ввели обозначение Sn. 

(19') 

Неоднозначность решения, выражаемую соотношениями (19), можно суще
ственно уменьшить, если потребовать, чтобы и новое решение р', q' было 
движением, представляемым «вещественными» эрмитовыми матрицами, то есть 

чтобы выполнялись условия 

или 

(21) 

Таким образом, неоднозначность решения означает произвол в выборе фазовых 
множителей, и мы получаем общее доказательство гипотезы, высказанной еще 

в части 1 относительно того, что в каждой задаче для любого состояния п фаза 'Pn 
остается неопределенной. Из соотношений (19) видно, каким образом эти фазы 
входят в элементы матриц р, q. В части 1 предполагалось, что помимо описанного 
выше произвола в выборе фаз в случае невырожденных систем никакой неопреде

ленности более ожидать не следует. Теперь же мы можем при проведении расчетов 

по теории возмущений, описанных в главе 1, §4, добавлять к «Периодическим» ма
трицам Sn постоянную матрицу. Разумеется, это отнюдь не означает, что в каждом 
приближении появляется новая неопределенная фаза. Нетрудно видеть, что такая 

свобода не позволяет получить более общее решение р, q, поскольку р0 , q0 заранее 
выбраны с неопределенными фазами. 

Если мы переЙдем к вырожденным системам, то из равенства (20) уже не сле
дует, что S - диагональная матрица, и соотношения (19) позволяют получать 
решение р', q', существенно отличающееся от решения р, q. Нам кажется, что 
эта неоднозначность лежит в природе вещей. По-видимому, вырожденные системы 
обладают некоторой неустойчивостью, приводящей к тому, что сколь угодно малые 
возмущения могут приводить к конечным изменениям координат. Математически 
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эта неустойчивость проявляется в том, что при полном отсутствии возмущений 

решения динамических уравнений остаются частично неопределенными. Разумеет
ся, для каждого отдельного атома координаты, определяющие физические свойства 

системы, в частности вероятности переходов, всегда однозначно определены внеш

ними возмущениями или предысторией системы. 

Рассмотрим теперь влияние произвольных возмущений на вырожденную систе

му. Пусть 

(22) 

и р0 , q0 - произвольно выбранное, но фиксированное решение невозмущенной 
задачи 

Подставляя 

где 

Но(ро, qo) = Wo. 

о -1 
р=Вр В , 

в ОВ-1 q= q ' 

В= Bo(l + >.В1 + >.2В2 + ... ), 
в- 1 = (1- >.(В1 + >.2в2 + ".) + >.2 ". )в0 1, 

(23) 

(24) 

(25) 

получаем (аргументы Ро, qo в Но, Н1, . . . для краткости мы опускаем): 

' 

ВоНоВо 1 = Wo, (26) 

ВоВ1НоВ0 1 - ВоНоВ1Во 1 + ВоН1Во 1 = w,, (27) 

ВоВ2НоВ0 1 - ВоНоВ2Во 1 + BoF2(Ho, Н1, Н2; В1)Во 1 = W2, (28) 

···························· ······ ··········· ................... ······· 
BoBrHoBo1 - BoHoBrBo 1 + B0Fr(Ho,H1, . .. ,Hr, В1, ... Br-1)Bo 1 = Wr. (29) 

По виду эти соотношения почти совпадают с уравнениями (26). Единственное раз
личие состоит в том, что все члены, стоящие в левых частях соотношений (26)-(29), 
слева умножены на Во, а справа - на В0 1 

• 

Об уравнении (26) мы уже упоминали. Матрица B0(m, n) становится нулевой 
лишь в том случае, если v0(n, m) обращается в нуль. Произвол, который остается 
в Во, следует использовать для того, чтобы сделать разрешимым следующее 
уравнение. Разумеется, трудно рассчитывать, что любое решение невозмущенной 

задачи Н = Но и в частности выбранное решение р0 , q0 в пределе при >. = О 
даст решение р, q возмущенной задачи (22). Функция Во служит для того, чтобы 
из р0 , q0 можно было построить решение вырожденной задачи, обладающее 
требуемым свойством. 

Уравнение (27) преобразуется к виду 

(30) 

Уравнение (30) разрешимо, если функцию Во выбрать так, чтобы выполнялось 
соотношение 

(31) 

с диагональной матрицей W1• Ясно, что какие-либо общие рекомендации относитель
но того, каким образом можно было бы одновременно удовлетворить уравнению (31) 
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и требованиям, налагаемым уравнением (26), были бы столь же малоэффективны, 
как и общие рекомендации относительно определения вековых возмущений в клас

сической теории. Позднее мы разовьем новый, алгебраический метод, позволяющий 
весьма просто рассматривать широкий класс выроЖдений (в главе 3). 

Если выполняется соотношение (31 ), то уравнение (30) можно решать так же, как 
в главе 1. Те члены S1(n,m) функции 8 1, которые соответствуют нулевым v0(n,m), 
остаются произвольными, и этой неопределенностью следует воспользоваться для 

того, чтобы выполнить необходимое условие разрешимости 

(31') 

с диагональной матрицей W2 уравнения следующего приближения, которое можно 
преобразовать к виду 

(32) 

Трудность заключается в том, что в каЖдОМ приближении уравнениям должны 
удоалетворять матрицы, в значительной мере определенные, поэтому каЖдый 

раз необходимо проверять, разрешимы ли интересующие нас уравнения. Впрочем, 
аналогичная трудность возникает, как известно, и в классической теории. Указанные 
трудности удается устранить по крайней мере в высших приближениях, если система 

в любом приближении невыроЖдена. 

Например, пусть в разложениях 

о (1) 
q=q +Лq +"., 
р = ро + лр<J) + ... 

члопы p(I), qщ пwщостью определены, в силу чего при 

q::;; qo + Лqщ, 
Р = Ро + ).1/'>' 

вЫПQЛНяется Q(ЩTfJOЩOflЩ1 

Н(Р, Q) = Wo + ЛW1 + >.2Н~ + >.Hj + ... , 

Yo(n, m) + .Л111 (n, m) t:- О при n ':/;: т. 

№.пи "wpmкti.ПИt! W11 + ЛW1 обмщ1,читt. для краткости через НЬ и положить 

р::;;; SPS~ 1 , 

SQS=I tJ :g .. ' 

Tt} ДЩQJЩQ !H!fПMH.f.IT!э{!JI Q(ЩТНQJПение 

${Hri + >.211~ + л~н1 + ... )s~ 1 щ; w. 
Рч метооv, ":Щ~\}fПЩ\1~ fl rшш~ i' ДQQ'fИЧ!э ~то ~ожпо БВОдЯ рмложение 

2 зs S = 1 + д S2 + Л з + . " , 



/( КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ. 11 147 

Обобщение приведенных выше соображений на случай, когда лишh ц r-м прибли

жении возникает невырожденная система W = W0 + ЛW1 + ... + лrwr, очевидно 11>. 
В заКJJючение мы хотели бы отметить, что известные трудности со сходимостью 

рмов классической теории возмущений, играющие столь важную роль в проблеме 
трех тел, не возникают в квантовомеханической теории возмушений. Более того, 
ц квантовой теории орбиты, целиком лежащие в конечной части пространства, 
в общем случае должны быть периодическими. 

Глава 3 

СВЯЗЬ С ТЕОРИЕЙ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ЭРМИТОВЫХ ФОРМ 

§1 
Общий метод 

Решение основных квантовотеоретичещrnх уравнений излагается ниже в как 

можно более тесной связи с классической теорией. Используемый нами форма
лизм теории возмушений имеет весьма проС'fУ10 чисто алгебраичес;жую .подоплеку, 
заслуживающую того, чтобы извлечь ее. Это позвощп не толhко достичь более 
глубокого понимания математической структуры теорtщ, цо и воспощ.зоваться ме
тодами и результатами, полученными в математике. Например, мы построим новое 
определение постоянных энергии («термов»), которое осщется в СИЛ\'! и дщ1 апери
одических дцижений, т. е. для tteп~phIBHP изменяющJtхся Jшдексов. R cПJIЗ.lf с этим 
появлщпся надежда на то, что уд~:~стся разрабQТать прямые методы вычислений 
энергий, не требующие явноm рещщ:1щ1 уравнений движещщ tf со(IТвQТСТвУющие 
мещду Заммерфелм,а комцле~р,нщ'g илтеrрnрования в ран\}!' сущестJJРмпmей те
ории. Такой подход позволит нам rщщюстью ищщедоваТh УiQЗМУWения щщщ1юго 
JCJiacca !lЬJPQ~elif!W' систем, не ПРдд1щ1щщ~гося п~ученищ перрчис.ценц~ми выше 
прежнимц Ч!}ТМами теории во~мущ1щцр, 

Ес,~щ замчп с J степенями щщб0дf>t з~1д1ща ФYRкt1Иeit энергии 1:f (р, q), то систему 
матриц р~, (Д цсеrда можно ВhJбрать так, чтобы gцn tщ кРайней м~ре у.цаметворf1Яи 
перестановочным рооrношенцям (3) (rл. 2). Цццричер, в кач@РТ"/3 pi, q2 мо:JЩ:о 
аь1браrь р1;, q~ спет~мы несвпзанны-" гармоничес:~щх pcщfЛЛЯТQPIJJJ. · 

Тогда, nк: УЖ!! упомиюцщС.ь (глава ;I,, § J), диl:fамJfЧl~СЮ'Ю ~мцчу, т. е. задачу 
об 1:щрмелещш р11 , q1;, мш1пт сформулиррват1:~ следушщим о1$разо~: 

требуетСJ1 11цйrrщ µреабрfн(}(fанце (р2, q2) -+ (р1; 1 q")~ остца.11.1m1щее инварuант
нh#М rtepeCft/flf#Qt!Ollflbl(J fOfJmllOЩeHUЯ (З) (rд. 2) н lIOflfШptщeHHQ n(!Jl(J(foдящнe ЭHfJp?UIQ 
t! iJиа;,оналщ:;ю .матлнЦУ, 

Цр~обр~щование м~приц УдоfiнР@ 11cerg расс~~прищпь, е~чт матрm~.1>1 C.'fJITiPЪ 
о(iр~µ~раннмми пцfiоп~ми ~оэффиuи@нТРI! .1щнейны~ преобрц~~шщпfl: тш бмин@fl" 
Пl:>IX. форм. li!HJPMПИM нe~gТQPl:!H~ ИЗПР~ТНhJ~ т~щреr.щ к~ aлrefiphl fiИJПfH\}tfHЬП~ фqрм, 

Каждой Ml!rpИJ.J.!) а = (~(n 1 rn.)) еgmветстl!ует бЩ/HffB;lнqs ф~g 

А(~, 11) = Е tJ(n, m):f:111Jm 
n,т 

17> Анал11mчнм~: iщw1m в кл11~;~;Jtчес)С:ой механике были рассм~пю OOf?JJP» и Гейзенбеямм (Pflrn М" 
Heisenherg W. Ann. f!i})'&., 1924, 74, l). 
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от двух наборов переменных х1, х2, ... и У1, У2, .... Если матрица а эрмитова, 
т. е. если транспонированная матрица а = (a(m, n)) совпадает с комплексно
сопряженной исходной матрицей: 

а= а*, а(т, n) = a*(n, т), (2) 

то форма А принимает вещественные значения в том случае, когда переменные Уп 
заменены комплексно-сопряженными значениями переменных Xn: 

А(х, х*) = L a(n, m) Хпж:n. (la) 
n,m 

Напомним также легко доказываемое правило действия над эрмитовыми матрицами: 

(ah) = Ьа. (3) 

Подвергнем переменные Xn линейному преобразованию 

Хп = L v(l, n)y1 (4) 
1 

с комплексной матрицей v = (v(l, n)). 
Форма А переЙдет при этом в форму 

А(х, х*) = В(у, у*) = L Ь(п, m) УпУ:n, (5) 
n,m 

где 

Ь(п, m) = L v(n, k) a(k, Z) v*(m, 1), 
k,l 

или в матричном виде 

ь = vav*. (6) 

Говорят, что матрица Ь получена из матрицы а преобразованием v. 
Матрица Ь также эрмитова, так как из соотношения (3) следует, что 

Ь = v*av = v*a*v = Ь*. (7) 

Назовем матрицу v ортогонШlьной, если соответствующее преобразование оста
вляет инвариантной эрмитову единичную форму 

Е(х, а:*) = L Xna::. 
n 

Из соотношения ( 6) заключаем, что матрица ортогональна в том и только в том 
случае, если 

vv* = l, или v* = v- 1
• (8) 

Например, матрицы перестановок, о которых шла речь в главе 2 (часть 1), -
вещественные ортогональные матрицы. 

Если переменных конечно, то, как известно, ортогональную форму всегда 

можно преобразовать к сумме квадратов (преобразование к главным осям) 18>: 

А(х, х*) = L WnYnY~· (9) 
n 

18> Коэффициенты преобразованной формы мы обозначаем Wn, поскольку в квантовой динамике они 
имеют смысл «энергии•. 
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На языке матриц это означает следующее: существует матрица, д;IЯ которой 

vv* = 1 и vav* = vav-\ = w, 
где W = (Wnбnm) - диагональная матрица. 

149 

(10) 

Во всех рассмотренных нами случаях существуют аналоги и д;IЯ бесконечных 
матриц. Не исключено, однако, что индекс п в правой части помимо дискретной 
последовательности чисел будет пробегать и непрерывную область значений, что 

соответствует появлению в (9) и в преобразовании (4) интегральных слагаемых 19
). 

Величины Wn называются собственными значениями. Их совокупность образует 
математический спектр формы, состоящий из точечного и сплошного спектров. Как 
будет показано, математический спектр совпадает со спектром термов в физике, 
в то время как спектр частот возникает при дифференцировании. 

Преобразование к главным осям дает решение нашей динамической задачи: 
найти такое преобразование (р0 , q0

) --... (р, q), которое оставляло бы инвариантными 
перестановочRые соотношения (3) (гл. 2) и одновременно переводило бы энергию 
в диагональную матрицу. 

Действительно, как следует из приведенной нами теоремы алгебры, существует 
ортогональная матрица S, удовлетворяющая соотношениям 

ss• = 1, s•s = 1, (11) 

и такая, что при преобразовании 

р"::;.; Sp2 s• = Sp2 s-1
, 

q" = Sq2 S* = Sq2 s-1 

2
1) эрмитов характер р2, qz сохраняется и при переходе к р11, q"; 
) остаются инвариантными порестановочные соотнощетtя (3) (гл. 2); 

3) энергия переходит в диаrонмьиую матрицу 

Н(р, q) = SH(1/, q0)s-I;;;; w. 

(12) 

(13) 

Обсудим попрос об однозначности получещщго решения и прежде всего о т<>м, 
может ли другое ортогональное преобразование Т rщродить друrне значещtя 
энергии. Предполо)Кflм, что это так. Тогда долж~щ выполняться С<><>тноmение 

ТН(р0 , q0)fi-I = W', 

где W' - другая диагональная матрица, и 

тs- 1 sнs- 1 sт- 1 = тs- 1 w(тs-1 )-'. 

Таким образом, интересующий нас вопрщ: сводИтсн к следующему; можна ли 
из дJtаrональной матрицы W построить друrую дийmнальную матрицу W' при 
помощи преобразования 

(!4) 
19) Теория квадратичны}( (эрмиwвых) форм с QeCJ>PHl!ЧlfO большим числом Пtlf!l!MIН'llП>I~ до сих пор Пыла 
разработана лншь IWI щ;ol)Qm маС{;I! ф1>рм ~ TllX lf!l;}li/l!IЦl.14111~ •orpa»lf'J!IJl!fJ>J~• фРрм (см, lfil/JvFf D. 
Grundzuge elner allatmcinl!n TlloPrlo d11r l!n1111r11n Jntegra1$11.1iclН1~C1n; !M/fr1g,r I, Cmlle& Jщ1m" t911!, J~fi, 1). 
Мы же имеем дмо е щ1оrр11пиченt11>1•.и фРрмами. Тhм не t.1ен1111, бyд!!ltf п~дполаrать, чтg Т!!Ррема 
о приведении к rла1т1t1м оеям Щ!Т116ТQR 11 С/fЛе п 11 этом CЛ}"llll!· 
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так, чтобы матрица W' не переходила в матрицу W при перестановке диагональных 
членов? 

Первое из соотношений (14) можно преобразовать к виду 

W'M-MW=O, 

поэтому оно означает, что 

M(n, m) (W~ - Wт) =О. (14а) 

Из ортогональности матрицы М при т = n получаем: 

2: \М(п, k)\2 
= 1, 2: \M(k, n)l2 = 1. 

k k 

Следовательно, при фиксированном n ни все M(n, k), ни все M(k, n) не моrут 
обратиться в нуль одновременно. Но тогда из соотношения (14а) мы заключаем, что 
для каждого n заведомо существует такое m, при котором W~ = Wm, т. е. среди Wm 
содержатся все w~. Аналогичным образом доказывается и обратное утверждение. 

Итак, все решения, получаемые (при одних и тех же р~, q2) при помощи соотно
шений (12), приводят к одним и тем же значениям энергии стационарных состояний 
в полном соответствии с высказанным в главе 2 предположением о том, что значения 
энергии всегда однозначно определяются основными динамическими уравнениями. 

Вырожденные системы характеризуются тем, что обладают кратными собствен
ными значениями. Кратность собственного значения Wn, т. е. число линейно 
независимых решений v(l, п) уравнения (4), задает статистический вес соответству
ющего состояния. 

Важность соотношения (9) для нашей физической теории основана на том, 
что в алгебре конечных или ограниченных бесконечных форм имеются различные 

методы 20>, позволяющие находить собственные значения, не производя преобразо
вание. Можно надеяться, что такие методы окажутся полезными в дальнейшем при 
рассмотрении конкретных физических систем. 

§2 
Применение к теории возмущений 

Покажем, что излагаемый нами подход к динамической задаче не только 
приводит к точным формулам, выведенным в главе 1, § 4 по аналогии с теорией 
возмущений классической механики, но и дает значительные преимущества при 

рассмотрении вырожденных систем в рамках предлагаемой нами теории. 

Итак, предположим снова, что Н имеет вид 

и что динамическая задача, определяемая функцией энергии Но, имеет решение 

Р2. q2. Величины Р2. q2 выберем в качестве начала координат, из которого при 
помощи преобразования S требуется найти Pk, qk. Предполагаемый вид функции Н 
не накладывает, разумеется, никаких ограничений на общность, поскольку из Н 
всегда можно выделить составляющую Но, имеющую любой заранее заданный вид. 

20> В случае конечных форм собственные значения являются корнями некоторого алгебраического 
уравнения. Следовательно, для нахождения собственных значений конечных (а также ограниченных 
бесконечных матриц) можно воспользоваться, например, методами Греффе или Бернулли (см. Courant С., 
Нi/Ьert D. Methodeп der mathematischen Physik. Berlin: Springer, 1924. Bd. I. § 3, S.14, 15). 
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Лишь сходимость степенного ряда по ,\ зависит от того, насколько удачно выбрана 
составляющая Но. 

Чтобы преобразовать к главным осям эрмитову форму 

можно, как известно, поступить следующим образом. 

Попытаемся решить систему линейных уравнений 

Wxk·-Е H(k, l)x1 =О. 
1 

(15) 

Решение существует лишь при определенных значениях параметра W, а именно 
при W = Wn, где Wn - собственные значения (значения энергии). Предположим 
сначала, что нет никакого вырождения, т. е. что все собственные значения Wn раз
личны. Тогда каждому собственному значению Wn соответствует определенное с точ
ностью до множителя решение ХА: = Xkn. Следовательно, выполняются тождества 

WnXkn - Е H(k, l)Xtn =О, 
1 

WnXkn - Е н*(k, l)х;т =о. 
1 

Умножив первое из них на хkт, второе - на Xkn, просуммировав по k и взяв 
разность, получим в силу эрмитовости функции энергии Н соотношение 

(Wn - W т) Е XA:nXkm = О. 
k 

Подходящим выбором коэффициентов пропорциональности его можно свести 

к соотношению 

'ExknXkn = 1, 
k 

означающему, что величины Xkn образуют ортогональную матрицу 

Именно матрица S преобразует заданную форму к сумме квадратов. Действительно, 
подставляя 

в форму, получаем: 

°EH(k,l)xkx;= °ELH(k,l)XkmX;nYmY:= Е°ЕWтХtтХ;nУтУ:= °ЕWтУтУ~· 
k,l k,l т,n т,n 1 т 

По предположению, коэффициенты уравнений (15) представлены в виде 
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Поэтому решение уравнений (15) следует искать в виде разложений 

w = w0 + лw(I> + л2w<2> + ... , 
Xk = х2 + Лхl1 ) + Л2хl2) + ... . 

(16) 

Подставляя эти разложения в (15), получаем уравнения последовательных прибли
жений: 

о ( о о) xk W -Wk =0, 

xl1~(w0 
- w~) = -x2w<1> + 2: н<l)(k, l)x1, 

1 

xi2>(w0 
- w~) = -(xi1>w<1> + ж2w<2>) + 2:(н<1>(k, l)x}1> + н<2>(k, l)ж?). 

1 

(17а) 

(17б) 

(17в) 

Из (17а) следует, что параметр W должен совпадать с одним из значений Wk: 
в противном случае все х2 должны были бы обратиться в нуль, что в свою 
очередь привело бы к обращению в нуль xi1>, х~), . . . в уравнениях последующих 
приближений. 

Если предположить, что исходная система невырождена и, следовательно, 

все w2 различны, то решение уравнений (17а) будет иметь вид 
X~n = О при k -:/= n, (18) 

где 71~ - произвольное число. 
Подставив эти значения в (17б) мы получим, в зависимости от того, будет ли 

k ::;:; n ми k -:/= n, либо 

либо 

xi1 >(w~ - W2) = н<1 >(k, n)y~ (k # n). 

Таким образом, решение уравнений перJюго приближения имеет вид 

X(I) -у(!) 
nn - n • 

где 1/~1) - ЩIЩЩ ПрОИ~RОЛЬНОе ЧИСДО. 
и~ (17в) н~1:щим: 

(t) н(l)(k, n) о 
х~11 ;::: - hvo(k, п) Yn при k i: n, 

wm =U<2>(n,n)-.!_ ~,н(!>(п,l)н<J)(l,n)' 
· h 

1 
vo(l, п) 

(19) 

:n~2J = у~2) 1 (20) 

;i:<2> = _!_ '°",nO>(k,l)ll(l)(i,n) _ н< 1 >(n,п)11<О(k,п) = н<2>(k,n) Уо _ н(l>(k,n) (1) 

kn · h2 7 VQ(k, n)vo(l, п) h1JJo(k, n)2 hvo(k, n) n hvo(k, п) 1/п · 
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Столь же легко вычислить решение и в третьем приближении. Приведем лишь 
значение энергии: 

(3) (3)( ) 1 '°''н<l)(n,l)H<2>(z,n)+H<2>(n,l)H< 1>(1,n) 
W :::::Н n,n --~ + 

h 
1 

vo(l,n) 

+ ~ (~,н(l>(n,l)H<1>(z,k)H( 1)(k,n) -н<i>(n n '2:'H(l)(n,l)H<1>(z,n)) 
h2 k 

1 
vo(l, n)vo(k, n) ' ) 

1 
vo(l, n)2 • , 

Остающиеся пока произвольные величины у~0>, у~1 >, ... служат для нормировки 
решения (которое автоматически получается ортогональным). Условие 

налагаемое на 

приводит к уравнениям 

Подставляя в них полученное выше решение, находим последовательно 

Наконец, полагая 

получаем 

IY~l2 = 1, 

y~y~(I) + у~оу~1) =О, 

у(р) - а(р)е;'Р. (р) 
n - n 1 

2а~) cos ( <р~ - <p~I)) = p(r) ( a(r-1)' <p(r-1)' .•. ) . 

(21) 

(22) 

Постоянные фазы <р~, <р~1 ) можно выбирать произвольно. При любых заданных 
фазах амплитуды а~, а~), . . . вычисляются последовательно и однозначно определе
ны. Это утверждение согласуется с ранее полученным (в главе 1, § 3) результатом, со
гласно которому фазы диагональных членов матрицы S остаются неопределенными. 

Если найденные значения а~ = 1, а~, ... подставить в выражение (21), а его 
в свою очередь подставить в соотношения (18), (19) и (20), то станет ясно, что 
введенный ранее «метод возмущений» приводит к решению, при котором фа-

зы <р~) обращаются в нуль и, следовательно, диагональные элементы матрицы S 
вещественны. 
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Рассмотрим теперь случай, когда исходная система вырождена. Пусть W~ -
r-кратное собственное значение. Это означает, что уравнение (17а) имеет решение 

W=Wn, 
о о 

Xnn = Yt,n1 
о о о 

Xn,n+I = Y2,n1 · • ·' Xn,n+r-1 = Yr,n1 (23) 
о 

Xkn = 0 при k # n, n + 1, ... , n + r - 1. 

Тогда левая часть уравнения ( 17б) обращается в нуль при 

k = n, n + 1, ... , п + r - 1, 

и мы получаем r уравнений 

r 

W(l)Y2n - L: н<1>(п + k, n - l)У?п =О, k = 1, 2, ... , r (24) 
1=1 

с эрмитовой матрицей коэффициентов. 

Если определитель этой системь~ положить равным нулю, то для w<1> получится 
вековое уравнение r-й степени 

(25) 

корни которого заведомо вещестпенны. Каждому корню соотпетствуют одно или 
несколько решеuий уравнений (24). 

Выбрав любое решение, можно продолжить для него nоследовательнь~е прибли
же1щя, но мы не будем останавдиватъся на этом. 

Наша задача состоит в том, чтобь1 доказать применимость предлагаемого 
на,ми алгебраического метода ко всем вырождениям конечной кратности, т. е. 
возможность сведения исходной задач" к решению алгебраических уравнений. 
Например, ecлfl каждое сабственное значение двукратно и, следовательно, каждому 
собственному зна,чению соответствует обращающаяся в нуль частота v0(n, m), то 
задача о возмущении сщщится к решению квадратного уравнения 

1 

W(I) - J1(1)(n, n) 
-л(l>(п + 1, п) 

-н<1 >(п, n + 1) - н< 1 >(n + 1, n) 1 ~о 
w<1>_9Щ(n+ I,n+ 1) - . 

Так происходит п том случае, если две первоначально одflнаковые, невырожден
ные системы (цсе частоты каждой отдельной системы различнь~), ока,зываются 
связанными какимJ1-НJ1будь силами. 

Иtпереснm интерпрет1щию допускает » случае вырожденных систем соотноше
ние gртогональноии 

При подст~щопке (23) это соотношение nерщ,с,:щит в следу~ощее: 

r 
~ о о• 
Ц Yln'f/ln = 1. 
1=1 
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Отсюда мы заключаем, что если т - любое из чисел n, n + 1, ... , n + r - 1, а k -
любое из чисел, не принадлежащих этому набору, то суммы 

n+r-1 

"'"' О О* ц р (т, k)p (m, k), 
m=n 

n+r-1 

"'"' О О* L.J q (т, k)q (m, k) 
m=n 

однозначно определены и в случае вырождения, т. е. инвариантны относитель

но преобразований, порождающих по формуле (19) (гл. 2) в случае вырождения 
из заданных решений р, q новые, существенно отличные от исходных реше

ний р1 , q'. Этот результат служит математической формулировкой так называемой 
спектроскопической устойчивости, играющей важную роль в новых теориях тонкой 

структуры (см. главу 4). 

§3 
Непрерывные с11ектры 

В одновременном появлении непрерывных и линейчатых спектров как решений 

одних и тех же уравнений движения и одних и тех же перестановочных соотношений 

мы усматриваем особое достоинство новой теории. Однако несмотря на тесную 
взаимосвязь меЖдУ этими двумя разновидностями спектров, между непрерывными 

и дискретными спектрами существуют характерные различия, как математические, 

так и физические, соответствующие различию меЖдУ рядами Фурье и ицтегралом 
Фурье в классической теории. Учитывая это, мы сочли необходимым изложить 
здесь в общих чертах наш подход к рассмотрению непрерывных спектров. Ма
тематическая теория встречающихся и бесконечных квадратичных форм спектров, 
непрерывно заполняющих интервалы, для случая ограниченных квадратичнь~х форм 
была предложена Хеллинrером в развитие основополагающих исследований Тhль
берта. Если нам удалось перенести результаты Хеллингера на интересующие цас 
неограниченцые формы, то, по нашему мцению, это обусловлено тем, что методы 
Хеллингера полностью соответствуют физическому смыслу поставщшной задачи. 

Начнем с краткого рассмотреция классического аналога нашей задач» - с апе
риодического движения и его интеграла Фурье. В то время как в ряде Фурье гармоIJ»

ке e2"ivt всегда соответствует определенная амплитуда a(v), в интеграле Фурье вме
сто a(v) мы имеем дело с величиной вида ip(v)dv, где ip(v) можно рассматривать как 
плотность амплитуды, приходящуюся на интервал частот dv. Аналогичным образом 
(что физически вполне понятно), все величины типа интенсивности, поляризации 
и т.д. всегда следует относить не к какой-то определенной частоте, а к интервалу ча

стот dv, заключенному между v и v+dv. Точно такого же положщi.И.fl дел можно ож.и
дать и в квантовой механике. Вместо величин q(k, l) в квантовой механике должны 
встречаться величины вида q(k, W)dW или q(W, W')dW tlW', у которь1х один или оба 
из двух индексов пробегают значен»я, непрерывно заполняющие не~шторую область. 

Более того, вместо самой энергии W в квантовой теорJfИ должна фигурировать «Пол
ная энергия» на ицтервал dW, поскольку в непрерьщной области вероятность того, 
что атом обладает вполне определенной энергией W, равна нулю. Чтобы внести 
в эти вопросы ясность, кратко перечислим основные положения теорци Хеллингера. 

При рассмотрении бесконечных квадратичных форм может пр1щставиться слу
чай, когда форму 

т,п 
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нельзя ортогональной подстановкой привести к виду Е WnYnY~. По аналогии с pe
n 

зультатами, полученными для ограниченных форм, предположим, что существует 

представление с непрерывным спектром 

L Н(т, п)хтх: = L WnYnY: + f W(ip)y(ip)y*(ip)d<p, 
т,n n 

(26) 

в котором исходные переменные связаны с новыми переменными Yn, у(<р) «ор
тогональным преобразованием». Необходимо лишь уточнить, что в данном случае 
надлежит понимать под ортогональным преобразованием. 

Возвращаясь к линейным уравнениям (15) 

Wxk - L H(k, Z)x1 =О, (27) 
1 

заметим, что интегральная составляющая в (26) возникает в том случае, когда суще
ствуют не только дискретные значения Wn, для которых уравнения (27) разрешимы, 
но и континуум таких значений или несколько «интервалов» на оси W. Для любой 
точки W континуума существует одно решение x1(W) (или несколько решений, 
последний случай мы для простоты исключаем из рассмотрения). Таким образом, 
для двух значений W' и W", принадлежащих континууму, выполняются уравнения 

W1xk(W1
) - L: H(k, l)x1(W1

) =О, 
1 

w"x~(W") - L н*(k, Z)x;(w") =о, 
1 

из которых, как и выше, следуют соотношения 

(W' - W") L xk(W1)x.1:(W11
) =О. 

k 

(28) 

(29) 

Если попытаться дополнить эти соотношения ортогональности условием нор
мировки 

L: lxk(W)l
2 = 1, 

k 

то станет ясно, что функция двух переменных 

L xk(W')x.1:(W11
) 

k 

(если она вообще существует) в некотором плохом смысле не обладает непрерыв
ностью. Действительно, эта сумма не сходится и, следовательно, не представляет 
никакую функцию. 

Отсюда мы заключаем, что необходима нормировка иного рода. Следуя Хел-
лингеру, положим 

(30) 

Ряд, стоящий в левой части, в общем случае сходится и представляет некото
рую монотонную функцию ip(W). Поскольку величины x.1:(W) определены лишь 
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с точностью до множителя, не зависящего от k, то фуНкцию <p(W) можно выбирать 
произвольно (хотя и с определенными ограничениями). Физический смысл фуНк
ции <p(W), позволяющий однозначно находить решения xk(W), мы рассмотрим 
ниже. Хеллингер называет <p(W) «базисной фуНкцией» и показывает, что условия 
ортогональности можно привести к следующему виду. Пусть д 1 и д2 - любые 
два интервала «кусочно-непрерывного» спектра, а Л12 - их общап часть (которая 
может отсуТСТвовать). Тогда 

2: 1:iik(W1)dW11xk(W11)dW11 =1 d<p(W) = <p(W(2>) - <p(w(I>), (31) 
k А А д12 

где w(I) и w(%) - КОНЦЫ интервала д12· Если интервалы Л1 и д2 не перекрываются, 
то справа в (31) стоит нуль. 

Если считать, что интервалы д 1 , Л2 и Л12 очень малы, то символически можно 
записать соотношение 

L: x•(W1)dW'xk(W11)dW11 = d<p(W). (32) 
k 

Оно наводит на мысль оперировать с пеличинами :c1:(W)dW как с •дJJфференциаль
ными решениями» уравнений (27). При таком подходе необходимо лишь не упускат~. 
из виду, что соответствующие уравнения всегда следует интерттрет.l(ра~щтъ в смысле 

интегральных соотношений (31), Тогда диФФе1хнщиал1>ные реше1щя Рртогональны 
в обычном смысле, но нормированы не на ещ.щицу, 3 на диффоренцим 633nсной 
фуНКЦИИ ip(W). 

CoжжyTTlfOCTh дискретных :щачсщий i»i.n и дискротных по одному и непре
рывно распределеннЬJх по друmму индексу зцаченJJй :i:•(W) обр~ует ~пементы 
сортоrональн{)Й• матрицы 

S :;;;: (a:~ri 1 :i:k(W)dW), 
КОТQР)'Ю схомап~:чесJСИ можяо изо6р~итъ сдедующим обра:щм: 

k-----+ 

I 
I 

(33) 

Соотиошонип орmmнмhности и норt.~ирщнm .1\1Ш ~ей матрир,w расrшмюNп 
ЩJ четыре PR:J.ЛИЧHJ>JX типп: 

Е ri:1:rnФlп :;;;;: 6rn111 
k 

Е 11!1;m!!!;{W) dW ;:;;: (), 

" Е ~11(W) ttw~i" =о, 
/; 

r ') , ., " ,, ~ x1;(W dW xi:. W ) dW ==. dtp. 
k 

(Н) 
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Соотношения ортогональности можно выписать для столбцов. Они имеют 
следующий вид: 

~ * J xk(W)dwx;(w)dW ~ * J dW * L...J XknX/n + d = L...J XknXln + -, Xk(W)x1 (W) = бkl, (35) 
n tp n tp 

1 ~ 
где 1Р = dw· 

С помощью матрицы S переменные Xn необходимо преобразовать в новые 
переменные Yn, y(ip)dip. 

Полагаем 

Yn = L XknXk, 
k 

y(ip) dip = L xk(W) dWxk. 
k 

Затем следуют несложные выкладки: 

(36) 

L Wn Yn У~+/ W(ip) y(ip) y*(ip) d tp = L H(k, Z) Xk х;. (37) 
n ~ 

Итак, преобразование к главным осям выполнено. 
Выясним теперь, во что перейдут под действием ортогонального преобразова

ния S матрицы координат и импульсов, т. е. что означают соотношения 

или, в общем виде, 

р= SpoS- 1
, 

q = Sqos- 1
, 

J(p, q) = SJ(po, qo)S-1
• 

Оказывается, что, например, для р существуют элементы четырех типов: 

р(т, п) = L x:mp0(k, l)X1p, 
k,l 

р(т, W)dW = L X~mp0 (k, l)x1(W)dW, 
k,I 

p(W, n)dW = L x~(W)dWp0(k, l)X1n, 
k,l 

p(W', W 11)dW1dW 11 = L x~(W')dW'p0(k, l)x1(W
11
)dW

11
• 

k,l 

(38) 

(39) 

(40) 

Аналогичным образом, в соответствии с нашими предсказаниями вместо ампли

туд р(т, п) в случае одного непрерывно изменяющегося индекса войдут «плотности 
амплитуд» р( т, W)dW, относящиеся к интервалу dW. Вводить в качестве непре
рывно изменяющегося индекса энергию отнюдь не обязательно. Вместо энергии 
можно ввести, например, величину ip(W). Тогда вместо p(m, W) в расчетах будет 
фигурировать величина р( т, ip) ~~ dip. Наконец, дискретные значения энергии Wn 
в непрерывном случае переходят в величины W ( ip) dip. Энергию отдельного атома 
заменяет своего рода полная энергия, приходящаяся на интервал dW. Поэтому dip 
по существу означает число атомов с энергией от W до W + dW или априорную 
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вероятность того, что энергия атома лежит в интервале от W до W + dW. Различие 
меЖдУ дискретными стационарными состояниями и непрерывными множествами 

состояний выступает здесь особенно отчетливо, и становится видна простая взаи
мосвязь задачи о статистических весах с вопросом о нормировке решения уравне

ний (27). В случае дискретных состояний мы при некратных собственных значениях 
принимаем простое физическое допущение о том, что статистический вес каждого 

состояния равен 1. Тем самым величины х1ш мы нормируем, вводя требование 

~XnkX~n = 1. 

В случае непрерывных множеств состояний столь простое задание априорных веро
ятностей становится невозможным. Для нахождения вероятностей и, следовательно, 
для установления функции tp необходимы более глубокие исследования соответ
ствующей задачи. Поэтому и взаимосвязь вероятностей переходов с амплитудами 
в случае непрерывных спектров имеет несколько более сложный характер, чем 

в случае линейчатых спектров. 

Матрицы р, q или f(p, q) задаваемые соотнопiениями (40) и соответствующими 
формами, можно изобразить в виде следующей схемы: 

п~ w"~ 

т 

1 
w' 

1 
Поясним ее физический смысл. 
Существуют четыре типа переходов, образующих простые аналоги переходов, 

которые постулируются в теории атома водорода: 1) с эллипса на эллипс; 2) 
с эллипса на гиперболу; 3) с гиперболы на эллипс; 4) с гиперболы на гиперболу. 

Против формул (38) и (40) можно возразить, что бесконечные суммы, стоящие 
в их правых частях, в некоторых случаях не сходятся и, следовательно, не задают 

никакую функцию, поскольку и в классической теории функцию f(p, q) иногда 
бывает невозможно представить в виде интеграла Фурье, например, если функция f 
при больших временах возрастает линейно по времени (как это обычно происходит 
с координатами). Однако в ответ на это возражение можно сослаться на то, что 
наблюдаемые действия атомов (излучение, сила, с которой одни атомы действуют 
на другие, и т.д.) обычно описываются такими функциями, что соответствующие 
суммы типа формул 40, сходятся. 

Глава 4 

ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 

§1 
Законы сохранения импульса и момента импульса 

Формулы для вычисления интенсивностей и правила отбора. В качестве при
ложения развитой в предыдущих главах общей теории выведем известные факты 
относительно квантования момента импульса и некоторых связанных с ним зако

номерностей. 
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Попутно мы познакомимся с несколькими характерными примерами интегри
рования квантовомеханических уравнений движения. Рассмотренные нами ранее 
методы теории возмущений можно успешно применять лишь в том случае, если 

нам удастся подобрать ряд особенно простых примеров, интегрируемых другим 
способом, которые можно было бы выбирать в качестве невозмущенных систем Н0 • 
Квантовомеханические уравнения движения, возникающие при разложении матрич
ных уравнений движения на отдельные компоненты, порождают особую трудность, 

состоящую в том, что за исключением гармонического осциллятора в каждое от

дельное уравнение входит бесконечно много переменных. Способ преодоления этой 
трудности, который неоднократно понадобится нам в дальнейшем и, по-видимому, 
применяется весьма часто, состоит в следующем. Сначала по аналогии с класси
Ческой теорией интегралов уравнений движения находят такую функцию А(р, q), 
.которая в силу уравнений движения и перестановочных соотношений постоянна 
по времени и поэтому в случае невырожденных периодических систем оказывается 

диагональной матрицей. Если ip(p, q) - произвольная функция, то, пользуясь 
перестановочными соотношениями, можно вычислить разность 

ipA-Aip = ф. 
Если А - диагональная матрица, то получается система уравнений, содержащая 
лишь конечное число неизвестных, а именно единственные компоненты матриц ip 
и ф (и два диагональных члена матрицы А). 

Если в декартовых координатах выполняются соотношение Н = Н'(р) + H"(q) 
(в котором содержится и релятивистская механика), то, как нетрудно видеть, 
компоненты момента импульса 

//3 
M:i: = L:(pkyqkz - q11:11Pkz), 

k=I 

//Э 

М11 :;:: L:(pk,qkz - q111Pk:i:)1 (1) 
k=I 

//3 

М1 ~ ~(p11:жqk11 -qk:i:P1c11) 
k=\ 

при тех же услщщях, что и в классической теории, постоянны по времени. 
Дейстпит~.111~но, п~яп прокзводную по времени, например от М,, получим сумму 

м~ = cp(q) + Ф(р), 
а п силу n!!рестtшопочности всех р между собой и псех q между собой величины ip 
п 'Ф обращаютси п нудь при тех же условиих, что и п классической теории. 

1Ь же зat.telI!HПit'i Q'fИОСИТСЯ и к кмпульсу 

т, 1!1 ~ro IЩMfЩffef"ITЫ 

//1 

р;;;::: 2:Р111 
k=\ 

т 

P(:i:);;;;"Ep11" 
11~1 

(2) 

таf'Ж~ поетопинf!f щ>, п~юм1пт. Сщщопательцо, как и п классической теории, 
сохранщпся теорема о д11пже1п~:и центра масс. 
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Отметим также одну формулу, которая понадобится нам в дальнейшем. Ее 
нетрудно вывести из перестановочных отношений (3) (гл. 2): 

МжМ1гМуМж= L {(p,1:yqkz-qkyPkz)(p1zq1z-q1zP1z)-(p.1:zq.1:z-qkzPkz)(p1yq1z-q1yP1z)}= 
k,I 

= L {Pkyq1z(qkzP1z-P1zqkz)+qkyPlz(pkzq1z-qlzPkz)}= 
k,I 

следовательно, 

(3) 

Непосредственно из этой формулы видно, что закон площадей, как и в классической 

теории, выполняется либо не более чем для одной оси, либо для всех трех осей. 
Условимся считать в дальнейшем, что рассмотрение интересующей нас задачи 

методами, развитыми в предыдущей главе, приводит к дискретным значениям 

энергии (точечному спектру). Если для невырожденной системы Mz = О (таков, 
например, случай, когда на атом действуют силы, симметричные относительно 
оси z), то компонента Mz должна быть диагональной матрицей. Отдельные 
диагональные члены можно считать моментами импульса атома относительно оси z 
для соответствующих состояний атома. Обратимся теперь к движению электронов. 
Прежде всего заметим, что из соотношений (1) следует соотношение 

q1zMz - Mzqlz = О, 

а поскольку М.(п, m) = бптМzп, то 
q1z(n, т)(Мzп - Мzт) = О. 

(4) 

(5) 

Итак, тлоскость колебаний• «сферической волны•, излучаемой при квантовом скачке 
с изменением компоненты момента импульса Mz, перпендикулярна оси z. Кроме того, 
выполняются соотношения 

в силу чего 

q1zMz - Mzqlz = -eq1y 1 

q1yMz - Mzq1y = eq1z, 

q1z(n, m)(Mzn - Мzт) = -eq1y(n, m), 

q1,(n, m)(Mzn - Мzт) = -eq1z(n, m). 

(6) 

(7) 

Таким образом, свет, и311учаемый при квантовом скачке без изменения компоненты 
момента импульса М,, поляризован параллельно оси z. Но из соотношений (7) в свою 
очередь следует, что 

{ 
2 h

2
} (Мzп - Мzт) - 41Г2 q,"(n, m) = О, f/ = х, у, (8) 

и мы заключаем, наконец: при каждом квантовом скачке величина Mzn изменяется 
на О или на ±h/21Г. В последнем случае, как показывают соотношения (7), излучаемый 
сеет поляризован по кругу. Полученные выше результаты относительно возможных 
изменений Mz позволяют представить Mzn в виде 

h 
Mzn = 21Г (n1 +С), n1 = ... - 2, -1, О, 1, 2, .... (9) 

12 Зак. 6 
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Если бы существовали состояния с моментами импульса, не принадлежащими по
следовательности (9), то между такими состояниями и состояниями, описываемыми 
формулой (9), не могли бы происходить переходы и осуществляться взаимодействие. 
Соотношение (9) позволяет произвести расщепление числа n на две компоненты, 
одна из которых совпадает с одним из чисел n 1 из последовательности (9), а другая 
компонента n2 пробегает другие значения n с тем же n1• Наши матрицы стано
вятся при этом четырехмерными, а полученные результаты относительно движения 

электронов можно резюмировать следующим образом: 

qzz(n, т) = бn,,m,q1z(n, m), 

q1z(n, m) = 61,jn,-т,1q1ж(n, m), 

q1 11 (n, m) = 61,jn,-m1jq111 (n, m) 

q1ж(n1, n2; n1±1, m2) =F iq111 (n1, n2; n1±1, m2) =О. 

Кроме тоrо, из (4) и (6) следует (если положить qf = qf = qfж + q~ + qfz): 

2 2 q Mz - Mzql = О. 

(10) 

(10') 

(10") 

(11) 

Это соотношение означает, что q[ относительно «квантового числа» п 1 является 
диагональной матрицей. 

Соотношения (4)-(7) и (10), (11) остаются в силе, если q1ж, q111 , q1z заменить 
величинами 

Р1ж,Р111,Р1z или Мж, Му, Mz. 
В частности, выполняются соотношения 

Мж(п, m) = б1,/n,-m2 /Мж(п, m), 

М11 (п, m) = 61,jn,-m2jM11 (n, m), (12) 

Мж(n1, n2; n1±1, m2) =F iM11 (n1, n2; n1±1, m2) =О. 

Величина М2 = М2 = Mi + Mff + М} (см. соотношение (1)) является диаго
нальной матрицей относительно n 1: действительно, 

(13) 

Если для системы выполняются все три закона площадей, то все три постоянные 
компоненты момента импульса М заведомо не могут быть диагональными матрица
ми. В противном случае к каждой из компонент были бы применимы соображения, 
изложенные выше относительно Mz - диагональная матрица. Следовательно, такая 
система обязательно вырождена. 

Рассмотрим теперь систему Н = Но + ЛН1 + . . . следующего типа. При Л = О 
выполняются все три закона площадей. При Л f. О система невырождена. Компонента 
момента импульса Mz остается постоянной. Энергия Но не зависит от п 1 . Результаты, 
полученные нами при Л f. О, частично переносятся на вырожденную систему Н0 , 
а именно: они остаются в силе, поскольку она не зависит, во-первых, от Л и, 

во-вторых, от выделенного направления z. 
Вырождение системы рассматриваемого типа при Л = О выражается в том, что 

Мж, М11 , не содержат членов нулевой степени по Л. Следовательно, 

vo(n, т)М11 (п, m) =О, 1/ = х, у; 

vo(n, m)M2(n, m) =О. 
(14) 
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Так как W0 не зависит от введенного ранее квантового числа п1 , то 

vo(n1,n2;m1,n2) =О, в то время как vo(n1,n2;m1,m2) #О при n2 f. m2. Учи
тывая это, получаем из (14): 

мg(п, т) = 6n2,т2мg(п, т), 
о2 о2 

М (п, т) = Dn2,m2M (п, т). 
(15) 

Как показывают соотношения (13), (15), квадрат полного момента импульса м02 

является диагональной матрицей. Двойная сумма, представляющая элемент матрицы 

м2' мg вырождается в простую сумму 

= 6n2m2 2: М2(п1, n2; k1, k2)M2(k1, n2; т1, n2), 
k1 

(16) 

которая в силу того, что при фиксированном п2 число возможных значенйй п 1 

конечно (члены м02 = М~2 + мg2 + М~2 ~ М~2 не зависят от n1 ), содержит 
лишь конечное число слагаемых. Записав соотношения (3) для М2, мg, М~, 
и просуммировав по п 1 все соотношения, соответствующие одному и тому же 

значению n2, получим при фиксированном п2 21>: 

(17) 

Заметим, что в силу соотношений (12) и (16) сумма (17) обращается в нуль для 
каждого полного набора квантовых чисел п 1 • Отсюда следует, что при фиксиро
ванном п2 допустимые значения п 1 + С образуют полный набор и расположены 
симметрично относительно нуля. Таким образом, п 1 +С - либо целые, либо «по

луцелые» •тела, т.е. элементы последовательности ... , -3/2, -1/2, 1/2, 3/2, .... 
Ьt.ш1 для момента импульса М2 вокруг оси z вместо (п 1 + С)h/21Г ввести принятое 
в литературе обозначение тh/21Г, то окажется, что мы доказали для т правило 
отбора 

{

m+l, 
т--+ т, 

m-1, 

где т - целое или полуцелое число. 

Из нашего результата следует также, что в предлагаемой нами теории не возни
кает необходимости во введении запретов на некоторые состояния (в существующей 
ныне теории атома водорода такие запреты приходится вводить, чтобы исключить 
столкновение электрона с ядром). 

Попытаемся теперь, исходя из соотношений (5) и (8), вывести принцип отбора 
для квантового числа полного момента импульса, а из основных уравнений нашей 

теории - интенсивности при эффекте Зеемана. 
Напомним классическую теорию правил отбора. Если ввести систему координат 

с осью z, совпадающей с направлением полного момента импульса, то в новых 
координатах относительно М можно вывести те же результаты, которые были 

21
) На то, что в случае конечной суммы диагональных членов всегда выполняется соотношение 

D(a, Ь) = D(Ь, а), мы обращали внимание еще в части I. 
12· 
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получены для Mz. Итак, следуя классической теории, построим такую систему 
координат х', у', z'. Чтобы ось z' совпадала с напрамением полного момента 
импульса, должно выполняться соотношение 

, Mz М11 Mz 
z ::::x-+y-+z-. 

м м м 

(Индекс 0 у компонент момента импульса и координат мы для простоты условимся 
в дальнейшем опускать; все вычисления проводятся в пределе при Л = О.) 
Кроме того, мы можем расположить систему координат так, чтобы ось х' лежала 
в плоскости ху. Этим всякий произвол в выборе новой системы координат 
полностью устраняется, и мы получаем 

, М11 М11 
х =у -х ' 

Jмi+Mi Jм;+мJ 
, z(м; + Mi) - xMzMz - yMzM11 

у = ---~--;:===---
м Jм1 + мJ 

Попытаемся применить аналогичный метод в квантовой механике. Введем три 

величины: 

Z1 = q1zMz + qzyMy + qzzMz, 

Х1 :::;:: qzyMz - Myq/z, 

Yi == Mzq1zMz + Myq1zMy - qzzMzMz - M11Mzqly· 

(18) 

Для вывода интересующих нас правил отбора нам понадобятся еще некоторые 

перестановочные соотношения, вытекающие из соотношений (4) и (6): 

(19) 

где е = h/21ri и аналогичные соотношения для qzy, qzz, получающиеся из (19) при 
циклической перестановке. Из соотношений (3), (4), (6) и (19) получаем 22): 

22) Для вывода первой и третьей формул из (20) необходимо произвести лишь самые простейшие 
выкладки. Вторую формулу можно вывести следующим образом. Из соотношения (18) находим: 

Yj = Мжq1,Мж + Myq1yMy - q1жМzМж - MyM,q1y, 

а соотношение (6) позволяет преобразовать Yj к виду 

Yj = q1,(Mi + М~) - tq111Mж + tM11q1" + t 2q1, - q,"м,м" - M11 M,q1 11 = 

= q1,(M2 
- м}) - tX1 + t 2q1z - q,"м,м" - M11 M,q111• 

При вычислении YjM2 - M 2Yj следует иметь в виду, что М2 коммуrирует с М", м11 , М,. Поэтому 
вторую часть выписанной выше формулы для Yj можно преобразовать следуюшим образом: 

(q1жМ,М" + M11 M,q111 )M2 
- M 2(q1"M,M" + M11 M,q1y) =(см. (19)) = 

= 2t(q1,M11M,M" - M,q1yM,M" + M11 M,q1:i:Mz - M11 M,M111 q11 ). 

Далее, если учесть (см. (19)), что q1,M2 - M 2q1, = 2еХ1 , то из перестановочных соотношений получаем 

q1,M11 M,M" - M11 M,M"q1z = e(M11 M,q111 - q,"M,M"), 

M11M,q1жMz - M,q111 M,M" = -Х1М1 - e(M,q1yM11 - q1"M"M,) 
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х1м2 
- м2 х, = 2cYi, 

YiM2 
- M 2Yi = с(Х1М2 + М2 Х1), 

z,м2 -м2z, =о. 
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(20) 

Эти соогношения полностью аналогичны соогношениям (4) и (6), задающим прави
ла отбора для Mz. Поскольку дальше будет показано, что qzz, q,11 , q1z действительно 
представимы в виде линейных комбинаций ог Х1 , Yi, Z1 с постоянным по времени 
при Л = О коэффициентами, то из (20) мы можем непосредственно получить 
правила отбора для М. Так как М2 - диагональная матрица, то из (20) получаем: 

X 1(n, т)(М~ - М~) = -2cY,(n, m), 

Yi(n, m){M~ - м~) = -EX1(n, т)(М~ + м~). (21) 

Z1(n, т)(М~ - м~) =о. 

Последнее из соогношений (21) означает, что Z не претерпевает никаких коле
баний, которые соответствовали бы изменениям М2 • Из первых двух соотношений 
следует, что 

X 1(n, m){ (м~ - м~) 2 
- 2~2 (м~ + м~)} =о. (22) 

Полагая мJi = (h/2/1Г)2 (аiп - 1/4) (где ат - любая функция квантовых чисел), 
преобразуем (22) к виду 

X1(n, m){(an - am)2 
- l) {(an + ат)2 

- 1) =О, 
или, если X1(n, m) не обращается в нуль, 

an =±ат± l. (23) 

Соотношение (23) не ограничивает общность, если считать, что величина ат всегда 
под1'~r.ительна и удовлетворяет неравенству ат ~ 1/2. Таким образом, значения ат 
образуют последовательность вида С, 1 + С, 2 + С, ... , где С - некоторая 
постоянная ~ 1/2. Если положить ат = j + 1/2, то 

м2 = j(j + 1) (1:) 2' (24) 

и для j выполняется принцип отбора 

. {~ + 1, 
J-+ J, 

j - 1. 

Этот результат формально напоминает значения М2 , входящие в формулу 
для g-фактора Ланде. 

и, наконец, вторую формулу (20), которую требовалось вывести: 

YiM 2 
- M 2Yi = 2еХ1(М2 

- М} + е2 ) - е(Х1М2 
- М2 Х1) + 2eX1Mi -

- 2e2(q1zMzMz - q1zMzMz + MyMzqly - M,Myqly) = 

= 2еХ1(М2 
- М} + е2 ) - е(Х1М2 

- М2 Х1) + 2eX1Mi - 2е3 Х1 = е(Х1М2 + М2 Х1). 
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Если Mz обозначить через тh/21Г, то из (12) и соотношений 

м2 =м;+мi+м'f 

получим: 

M"(j, т - 1; j, т) + iMy(j, т - 1; j, т) = !!_ · /j(j + 1) - т(т - 1), 21Г у. 

M"(j, m;j, т - 1) - iMy(j, т;j, т - 1) = 2~ Jj(j + 1) - т(т - 1). 
(25) 

Максимальное значение mmax чисел т при заданном значении j характеризуется 
тем, что скачки mmax __, mmax + 1 не происходят, т. е. для таких скачков правая часть 
соотношения (24) обращается в нуль. Отсюда следует, что 

j =jmax· 

Итак, j также может принимать толысо целые и полуцелые значения. 
Вывод формул для интенсивностей в случае эффекта Зеемана, т. е. вывод 

зависимости q1", q1y, q1z от т представляется теперь весьма простым. Разрешив 
соотношения (18) относительно q,", q1y, q1z, получим: 

q1z = (Z1Mz + еХ1 + Yi)M-2, 

q," + iqiy = (Z1 - q1z(Mz + ie) + iX1) (м" - iM11)-
1

, 

q," - iq1y = (Z1 - q1z(Mz - ie) - iX1) (м" + iMy)-
1
• 

(26) 

Эги соотношения содержат пропущенное ранее доказательство того, что q1", q1y, q1z 
представимы в виде линейных комбинаций величин Х1, Yi, Z1 с коэффициентами, 
постоянными по времени при >. = О. Кроме того, соотношения (26) содержат 
интересующие нас формулы интенсивностей. Чтобы убедиться в этом, заметим 

прежде всего, что Х1 , Yi и Z1 относительно т - диагональные матрицЬl:, так как. 

X1Mz - MzX1 = О, 
YiMz - MzYi = О, 
Z1Mz - MzZ1 = О. 

(27) 

Наша задача распадается теперь на две части: на вычисление интенсивностей 
при переходах j __, j и j __, j - 1 (переходы j __, j + 1 не дают ничего нового). 
Рассмотрим сначала переходы j __, j. Как следует из соотношений (20), для таких 
переходов сохраняются лишь члены в z,. Обозначим их Z1(j, m). Из (26), учитывая, 
что Mz = тh/21Г и соотношения (24), получаем 

211' т 
% = hz,(j, m) j(j + 1), 

271' j(j + 1) - т(т - 1) 
(q1" + iq1y)(j, т - 1; j, m) = hZ,(j, т - 1) j(j + l) (28) 

j(j + 1) - m(m - 1) 
j(j + 1) 
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Наконец, чтобы выяснить характер зависимости величин Z1(j, m) от m, вос
пользуемся соотношением 

(29) 

В нашем случае из него следует, что величины Z1(j, т) не зависят от m. Итак, для 
переходов j -+ j получаем: 

q1z(i, m): (q1z: + iq111)(j, m - 1; j, m) : (q1z - iq111 )(j, т; j, m - 1) = 
= m: ..jJ(j + 1)-m(m- 1): V~J(_j_+-l) ___ m_(_m---1). (30) 

Переходы j-+ j -1 рассматриваются аналогично. Для этих переходов из (21) 
следует соотношение X 1(j, m; j - 1, m) = jYi(j, т; j -1, m). Если мы воспользуемся 
формулами (26) и выразим интенсивности через X 1(j, т; j - 1, m), то придем 
к следующим результатам: 

(j . ) . 211" ( • • ) 1 
q1z ,т;3 -1,т =i-,;X1 3,т;3 -1,m j• 

( · )(" · 1 ) · 21ГХ(' 1 . 1 1) vг=-т q1z:+iq111 3,m;3- ,т =i-h 11,т- ;3- ,т- . . , (31) 
зJз+т-1 

( . )(" . 1 1) · 21Гх(· . 1 )Jj+m-l q1z:-iq111 3,т;3- ,т- =-i-h 1 3,т;3- ,m . ~ . 
JyJ-m 

Наконец, чтобы установить зависимость величин X1(j,m;j- I,m) от т, восполь
зуемся снова соотношением (29). После несложных вычислений получим: 

X,(j,m;j-1,m) = A(j,j-1)Jj2-m2. (32) 

Итак, интенсивности удовлетворяют соотношению 

q1z(i, т; j - 1, m): (q1z + iq111 )(j, т - 1; j - 1, m) : (q1z - iq111 )(j, т; j - 1, т - 1) = 

= Jp- m2 : ..ju - m)(j - m + 1): -Ju + m)(j + m- 1). (33) 

Переходы j -+ j + 1 дают по существу те же интенсивности: 

q1z(j, m;j + 1, m): (qlll: + iq111 )(j, m;j + 1, т + 1): (q1z - iq111)(j, m + l;j + 1, m) = 
= Jи + 1)2 - m2 : ..ju + т + 2)(j + m + 1): -Ju -т + l)(j - т). (34) 

Формулы (30), (33) и (34) совпадают с формулами для интенсивностей, 

выведенными на основе принципа соответствия 23
> 

Укажем на одно простое следствие из соотношений (21): переходы дj ~О 
происхолят только в «Направление z,". Если мы рассматриваем движение един
ственного электрона вокруг ядра, т. е. атом водорода, то непосредственно из ( 1) 
следует, что Z обращается в нуль. Таким образом, в этом случае переходы дj =О 
вообще не происхолят. 

23) Goudsmit S., Krnnig R. de L. Natшwiss., 1925, 13, 90; Нбпl Н. Zs. Phys., 1925, 32, 340. 
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§2 
Эффект 3еема11а 

Если и в квантовой механике магнитное поле Н действует на электрон 
с силой Лоренца ~(vH), то на первый взгляд кажется очевидным, что для атомов 
наблюдается нормальный эффект Зеемана. Действительно, при тех же самых 
предположениях, при которых выводится теорема Лармора для атома с ядром, 

а именно в предположении о пренебрежимой малости членов с Н2 , теорема Лармора 
доказывается и в квантовой механике. Тем не менее между квантовой механикой 
и классической теорией имеется определенное различие в обосновании возможности 
пренебречь членами с Н2 • В классической теории пренебрежение членами с Н2 

заведомо допустимо для орбит малых размеров и заведомо недопустимо для 
очень больших или даже гиперболических орбит. В квантовой механике все эти 

орбиты, как самые далекие внешние, так и внутренние, вследствие специфической 
кинематики квантовой механики столь тесно взаимосвязаны, что обоснование 

возможности пренебречь членами с Н2 далеко не просто. Сами по себе вероятности 
переходов из основного состояния к свободным электронам довольно значительны. 

Итак, для осциллятора мы безусловно имеем нормальный эффект Зеемана. 
Наоборот, для атома с ядром не исключено, что тесная взаимосвязь между 
д3.льними внешними и внутренними орбитами приводит к результатам, несколько 
отклоняющимся от нормального эффекта Зеемана. Однако необходимо подчеркнуть, 
что имеется целый ряд весомых возражений против возможности интерпретации 

аномального эффекта Зеемана на этой основе. Более того, по-видимому, можно 
надеяться, что гипотеза Уленбека-Гоудсмита (см. с. 129) впоследствии приведет 
к количественному описанию указанных явлений. 

§3 
Связа~шые гармонические резо11аторы. Статистики волновых полей 

Система связанных гармонических осцилляторов, задаваемая функцией энергии 

1 / р2 
н = - L: 4 + Q(q) 

2 k=I mk 

(35) 

с квадратичной формой Q(q) от координат (с числовыми коэффициентами), по
видимому, представляет собой простейшую систему с несколькими степенями сво

боды. Как было установлено в главе 2, § l перестановочные соотношения остаются 
инвариантными при одновременном ортогональном преобразовании координат 

и импульса. Поэтому систему (35), как и в классической теории, можно перевести 
в систему несвязанных осцилляторов. В частности, колебания кристаллической 
решетки так же, как в классической теории, следует разлагать по собственным 
колебаниям. Каждое собственное колебание в отдельности можно рассматривать 
как простой линейный осциллятор (такой подход к собственным колебаниям был 
подробно изложен выше), объединить всю совокупность несвязанных осцилляторов 
в одну систему позволяет метод, сущность которого нетрудно уяснить из гла

вы 2, § 1. Тот же подход остается в силе и при переходе к предельному случаю 
системы с бесконечно большим числом степеней свободы, когда мы рассматриваем 

колебания сплошной среды, служащей идеализацией упругого тела или полости 
с электромагнитным излучением. 

В прежней квантовой теории колебания полости с электромагнитным излуче
нием часто служили предметом подробных исследований. Объясняется это тем, 

что с одной стороны речь идет о простейшей, доступной традиционным методам 
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задаче о гармоническом осцилляторе, а с другой стороны известный результат, 

согласно которому энергия любого собственного колебания должна быть целым 
кратным величины hv, указывает на формальную аналогию с формулами квантовой 
теории света. Последнее обстоятельство позволяет надеяться на то, что рассмотре
ние электромагнитного излучения в полости позволит постичь сущность квантов 

света. Впрочем, заранее ясно, что описанный выше подход к решению проблемы 
квантов света не может считаться обоснованным с наиболее существенной стороны 

этой проблемы, а именно: со стороны явления связи удаленных атомов. Именно 
поэтому проблема квантов света вообще не входит в рассматриваемый нами круг 

вопросов, связанных с колебаниями полости. Тем не менее между собственными 
колебаниями полости и некогда постулированными квантами света установлена 

столь тесная взаимосвязь, что каждой статистике собственных колебаний полости 

соответствует вполне определенная статистика квантов света и наоборот. 

Дебай 24> предпринял попытку установить такую статистику, распределяя от
дельные кванты света по собственным колебаниям полости, при этом ему удалось 
вывести формулу Планка. Однако нам кажется, что смешение теоретико-волновых 
представлений и представлений о квантах света не отвечает существу задачи. Более 

того, мы считаем, что бьmо бы последовательно полностью отделить теоретико
волновую сторону проблемы от теории квантов света, т. е. рассматривать теорети

ко-волновую статистику излучения в полости с точки зрения общих статистических 
закономерностей, выполняющихся, например, в квантовотеоретической атомной 

системе. Соответствующей статистикой квантов света в этом случае, как мы по

кажем, является статистика Бозе 25>. Этот вывод нельзя считать неестественным, 
поскольку статистика здесь не имеет отношения к гипотезе независимых квантов 

света, а должна быть рассматриваема как экстраполяция статистики собственных 

колебаний. Полученный результат свидетельствует лишь о том, что гипотеза о стати
стически независимых корпускулах света не соответствовала бы действительности. 

Рассмотрение электромагнитного излучения в полости в рамках прежней кван

товой теории наталкивалось на принципиальную трудность: приводя к формуле 

излучения Планка, старая теория не давала правильного среднего значения квадрата 
флуктуаций энергии в части пространства. Таким образом, последовательное рас

смотрение собственных колебаний механической системы или электромагнитных 
колебаний в полости в рамках старой теории приводит к тягчайшим противоречиям. 
Поэтому мы питали надежду, что модифицированная кинематика, лежащая в основе 

предлагаемой нами теории, даст правильное значение для интерферирующих флук
туаций, вследствие чего указанные выше противоречия отпадут, и соответствующая 

статистика излучения в полости окажется вполне приемлемой. 

Состояния системы осцилляторов можно охарактеризовать «квантовыми числа
ми» п1 , n2, nз, ... отдельных осцилляторов так, что энергии о·щельных состояний 
с точностью до аддитивной постоянной будут определяться выражением 

Аддитивная постоянная - «Нулевая энергия» - равна 

1 
С= -h L::: Vk 

2 k 

24) Debye Р. Ann. Phys., 1910, 33, 1427; см. также Ehrenfest Р. Zs. Phys., 1906, 7, 528. 
25) Bose S. N. Zs. Phys., 1924, 26, 178. 

11 Зак. 6 

(36) 
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(в предельном случае бесконечно большого числа степеней свободы постоянная С 
была бы бесконечно велика). Для краткости мы будем в дальнейшем называть 
величины En из (36) тепловой энергией. Как показано в части 1, всем состояниям 
системы, характеризуемым определенным набором значений n 1, n2, nз, ... , следует 
приписать равные статистические веса. Вытекающие отсюда выводы становятся 
легко обозримыми, если заметить следующее. 

Если в некоторой части в-мерного изотропного пространства объемом V = l' 
волны распространяются с фазовой скоростью v, то число собственных колебаний 
для интервала частот dv равно числу «ячеек» в смысле Бозе-Эйнштейна для dv. Это 
утверждение справедливо при любом в, в том числе для колеблющихся мембран или 
струн. Действительно, если отвлечься от поляризационных свойств и т.д., то число 

собственных колебаний для диапазона частот dv зависит от ответа на вопрос, 
сколькими способами можно выбрать целые положительные числа m 1, ••• , т, так, 
чтобы частота v, определяемая из соотношения 

2l - / 2 2 
v v - у m 1 + ... + т" 

лежала в определенном интервале dv. Если К,(а) - объем в-мерного шара 

радиуса ua, то существует !-K,(v) собственных колебаний с частотой меньше v. 
С другои стороны, число ячеек в интервале dv можно определить следующим 
образом. Компоненты импульса р 1 , ••• , р, квантов удовлетворяют соотношению 

hv - . / 2 2 
-:;;- - у Р1 + · · · + р" 

а величина ячеек в 2в-мерноr.~ фазовом пространстве составляет h'. Отсюда мы 
заключаем, что число ячеек, соответствующих частотам меньше v, равно !-K,(v). 

Как упоминалось выше, обратное однозначное соответствие, сопоставляющее 
ячейки собственным колебаниям, можно установить так, что любая пара всегда 

будет принадлежать одному интервалу dv. Соответствие между ячейками и соб
ственными колебаниями можно установить и так, что направления собственного 
колебания и квантов света сопоставленной колебанию ячейки попадают в одну 
бесконечно малую угловую область. Как видно из соотношения (36), число квантов 
одного осциллятора следует положить равным числу квантов в соответствующей 

ячейке. Каждая статистика квантов света порождает присущую лишь ей статистику 
собственных колебаний и наоборот. Таким образом, приведенное выше утвер
ждение относительно статистических весов состояний системы осцилляторов при 

указанном соответствии переходит непосредственно в основное предположение 

статистики Бозе-Эйнштейна. Равновероятные комплексы определяются тем, что 

известно, сколько квантов находятся в каждой ячейке 26
). 

По статистике Дебая, число осцилляторов, обладающих r квантами (с точностью 
до множителя, зависящего только от v ), равно 

1 -r~ 
-е ~т 

r ' 
формулу Планка мы получим, выбрав это число равным 

L
oo -r~ J 

е /(Г = --hv • 

r=l eiZi - 1 

(37) 

26) Einstein А. Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss" 1925. S. 3. Разумеетсп наши соображения не дают ничеrо 
нового для обоснования гипотезы Эйнштейна, согласно которой эта форма статистики применима 
и к идеальному газу. 
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К сожалению, выражение (37) справедливо лишь при r > О и не дает числа осцил
ляторов, обладающих нулевым количест~ом квантов. Согласно новым воззрениям, 
вместо выражения (37) следует взять выражение 

(38) 

предложенное Бозе 27>, которое на языке теории квантов света задает число «r-кратно 
занятых ячеею>. Формула Планка следует из суммы 

00 

( hv rAv 1 
Z:r l-e:vr)e-iТ=~-
r=O еr.т - 1 

Статистика квантов света, соответствующая статистике колебаний Дебая, предста

влена теорией, разработанной Вольфке 28) и Боте 29>. Правда, эти авторы предпочи
тают говорить не о r-кратно занятых ячейках, а называть выражение (37) числом 
«r-квантовых молекул из световых квантов». Упомянутый недостаток классической 

волновой теории, как известно, проявляется при исследовании флуктуаций энергии 
в поле излучения. Если объем V сообщается с очень большим объемом так, что 
волны, лежащие в узком интервале частот v, dv + v, могут беспрепятственно распро
страняться из одного объема в другой, в то время как все остальные волны остаются 

в пределах соответствующих объемов, и Е - энергия волн с частотой v в объеме V, 
то, как показал Эйнштейн, обращение принципа Больмана позволяет вычислить 

квадрат флуктуации д2 = (Е - Е)2 • Если z"dv - число собственных колеба
ний (ячеек) с частотой из интервала dv, приходящихся на единицу объема, так что 

то 

- z"hv 
Е= -h.--v, 

еiТ - 1 

- - Е2 
Л2 =hvE+-. 

z"V 

(39) 

(40) 

Если же флуктуации энергии вычислить по интерференции в волновом поле, то, 

как показали подробные расчеты, проведенные Лоренцом зо), классическая теория 
дает лишь второе слагаемое в правой части (40). Это противоречие носит со
вершенно общий характер и возникает также, например, при рассмотрении волн 

в кристаллической решетке или в упругой сплошной среде. Эренфест ЗI) усматривает 
причину противоречия в том, что соображения Эйнштейна основаны на допущении 

от аддитивности энтропий объема V и большого объема. Однако согласно класси
ческой теории собственных колебаний аддитивность энтропий имеет место лишь 

27) Это выражение применимо также, например, к описанию упругих волн в сплошной среде, если 
определенным образом модифицировать предложенную Шредингером (Schrбdinger Е. Zs. Phys., 1924, 
25, 89) теорию теплового равновесия между световым и звуковым излучением. Надлежащие изменения 
нетрудно внести по аналогии с опубликованным ранее (Jordan Р. Zs. Phys., 1925, 33, 649) вероятностным 
подходом к теории эффекта Комптона в рамках эйнштейновской теории rазов. 
28) Woljke М. Zs. Phys., 1921, 22, 375. 
29) Вothe W. Zs. Phys., 1923, 20, 145; 1924, 23, 214. 
3о) Lorentz Н.А. Les Theories Statistiques en Thermodinamique. Leipzig, 1916. Р. 59. 
31 ) Эренфест П. Доклад на rетrинrенском семинаре по строению материи летом 1925 r. (Ehrenfest Р. 
Zs. Phys., 1925, 34, 362). Содержание этоrо доклада оказалось весьма полезным для нашей работы. 
11 * 
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в той области, где справедлив закон Рэлея-Джинса. Именно в отсутствии стати

стической независимости частотных объемов в общем случае мы видим основной 
недостаток прежней теории излучения в полости, делающий ее неприменимой даже 

к простейшей задаче с гармоническим осциллятором. 

Вычислим теперь квадрат флуктуации д2 из интерференции на основе кван
товомеханических соображений. Чтобы не загромождать вычисления лишними 

деталями, не относящимися к существу дела, рассмотрим простейший случай, 

а именно: натянутую колеблющуюся струну. Все наиболее существенные особенно

сти вычислений непосредственно переносятся и на более общие случаи. Сначала 
мы будем придерживаться классического подхода. 

Пусть l - длина струны, и(х, t) - амплитуда поперечного колебания. Вводя 
коэффициенты Фурье qk(t), задаваемые соотношениями 

или 

00 

и(х, t) = L: qk(t) sin kтх, 
k==I 

l 

qk(t) = ~ ! и(х, t) sin kтх dx, 

о 

(41) 

(41') 

как координаты, запишем энергию струны в виде суммы квадратов. При подходящем 
выборе единиц имеем: 

Энергия Е отрезка струны (О, а) определяется более общим выражением 

Удерживая в (43) только члены с j = k, получаем в предположении, что все длины 
волн малы по сравнению с а, значение 1~. Нетрудно видеть, что разность 

Л=Е-Е, 

где черта сверху означает усреднение по фазам tp1.; в 

1Г 

Wk = kl' (44) 

получается из (43), если отбросить все слагаемые с j = k. Это среднее по фазе 
совпадает со средним по времени. Интегрируя, получаем: 

(45) 
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где 

sin (j - k)f a sin (j + k)f a sin (wj - wk)a sin (wj + wk)a 
Kij = ( . k),.. - ( . k),.. = - ' J - / J + / Wj - Wk Wj + Wk 

, sin (j - k)fa sin (j + k)f a sin (wj - wk)a sin (wj + wk)a 
Kii = + = + . (j - k)f (j + k)f (wj - wk) Wj + wk 

(45') 

Квадрат флуктуации Л 2 понадобиться нам в дальнейшем для квантовомеханических 
расчетов, поэтому мы выпишем его подробно. Имеем: 

(46) 

где 

лiл~ + Л2Л1 = 1~ .f .f { qpjktMxKijKix + jkix ( тYqjqkqiqxK}kк:" }. (46') 
J,k=l,1,it=I, 
j# i# 

1 00 00 

Л1Л2 + Л2Л1 = -
6 

2: 2: {jkqjqkqitixKijк:" + ixqiqkqiqxKjkк:"}. (46") 
1 . k . J, =1,i,x=I, 

#k i# 

(47) 

Если длина струны l возрастает, то значения wk, как видно из (44) , сrушаются, 
и сумма ( 4 7) переходит в интервал 

(47') 

Наконец, предположим, что «объем» а очень велик и воспользуемся соотноше-
нием 

!1' 
1!sin

2
wa , 

lim -
2 

f(w)dw = 7Г /(О) при !1, !1 >О. 
а-+оо а w 

(48) 

-fl 

Нетрудно видеть, ·что вклад дают лишь первые слагаемые 

sin (wj - wk)a 

(wj - wk) 

в (45), а соотношение (47) переходит в 

()() 

- al ! { - 2 2- 2} л2 = S7Г dw ( q~ ) + ( w q~) . (49) 
о 
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С другой стороны, как следует из выражения (42), средняя энергия в объеме а 
составляет 

00 00 

Е = ~~ j dw~{ q~ + w2q~} = :~ j dw{q~ + w2
d2}. (50) 

о о 

При этом выполняется соотношение 

q·2 - w2q2 w - w· (51) 

Подчеркнем, что оно, как показано в главе 1, остается в силе и в квантовой 

механике. Чтобы перейти к величинам д2 , Е, фигурирующим в (39), (40), 
необходимо взять доли (49) и (50), приходящиеся на d11 = dw/27r, и разделить их 
на d11. При v = а получаем 

-2 

Д2 = !!_ 
2v · 

Из (44) мы заключаем, что в нашем случае Zv = 2. Тогда 
1Г 

dwk = 21Гdvk = Tdk. 

Итак, равенство (52) дает второй член в соотношении (40). 

(52) 

При переходе к квантовой механике соотношения (41), (41') (42), (43) следует 
рассматривать как матричные уравнения для и, Н, q, Е. Однако х остается числом: 
если вместо сплошной струны мы рассмотрим ряд упруго связанных материальных 

точек, то х будет означать (умноженный на постоянную решетки) номер точки. 
Матрица qk имеет размеры 2/ х 2/, где f - число собственных колебаний. Сле

довательно, для упругой струны матрица qk бесконечномерна. Все элементы qk(n, m) 
матрицы qk, кроме тех, для которых 

щ - mj = О при j :/= k, 

nk - mk = ±1, 
(53) 

равны нулю. Среднее по фазе от матрицы qk - диагональная матрица, совпадающая 
с исходной матрицей, в которой все элементы, кроме стоящих на главной диаго

нали, обращены в нуль. Из соотношений (53) можно вывести следствия, отчасти 
аналогичные полученным нами из соотношений (44). Соображения, позволившие 
получить соотношения (46), (46'), (46"), остаются в силе и в квантовой механике. 

Для диагональной матрицы Лi + д~ сохраняются формулы (47), (47') с матрица
ми qk. Наконец, если ту часть величины д 2 , которая соответствует определенной 
частоте 11, обозначить через д2 , то получится соотношение 

и-2 
д2+д2=-

1 2 2v ' (52') 

аналогичное соотношению (52). Как показывают соотношения (49), (50) и (51), Е* 
не является более средней тепловой энергией, а суммой тепловой энергии и нуле
вой энергии. Элементарные формулы для осцилляторов дают следующее значение 
величины Е*: 

Е* = hvv+E, 

1 Е2 

Лi + д~ = -
2

(hv) 2v + hvE + -
2v 

(54) 
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(нулевая энергия для интервала dv составляет 

v hv l 2 zzvdv = hvV dv). 
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Остается рассмотреть величину д 1 д2 + д2д 1. Поскольку вычисляется она так 
же, как Лi + д~, мы по формуле (49) получаем выражение 

д1д2 + д2д1 = :~ j dww
2

{ (qwtiw) 2 + (qwqw) 2
}. 

о 

Из перестановочных соотношений с учетом формулы (42) следует, что величину l/2 
надлежит рассматривать как «массу» резонаторов: 

12 h h 
-qjqj(n, п) = qjqj(n, п) = 2127Гi = 2l1Гi · 

Таким образом, соответствующая интервалу частот dv составляющая д 1 д2 + д2д 1 
выражения д 1 д2 + д2д 1 после деления на dv составляет 

1 2 
д1д2 + д2д1 = -2(hv) V, 

откуда, принимая во внимание равенство (54), получаем в полном соответствии 
с (40): 

-2 
- - Е 
д2 =hvE+-. 

ZvV 
(55) \ 

Если учесть, что рассмотренные здесь вопросы весьма далеки от проблем, от ко
торых берут начало исследования по квантовой механике, то достигнутый результат 

(соотношение (55)) следует считать весьма обнадеживающим для дальнейшего , 
развития теории. 

Результат Эренфеста показывает, что при вычислении флуктуаций энергии 
можно бьшо бы исходить не из представлений об интерференции волнового 
поля, и вместе с тем дает уверенность в возможности других, аналогичных 

постановок проблем, не приводящих к противоречиям, если бы удалось найти 

прямое доказательство аддитивности энтропий частичных ·объемов в квантовой 
механике волновых полей. Полученный нами результат позволяет предполагать, что 
аддитивность действительно имеет место в общем случае. 

Причина появления в (55) членов, не возникающих в классической теории, 
тесно связаны с причинами появления «нулевой энергии». В обоих случаях принци
пиальное от.Личие предлагаемой нами теории от существовавшей ранее заключается 
не в различии законов механики, а в характерной для этой теории кинематике. 

Наглядным примеров различия между квантовотеоретической и традиционной ки

нематикой может служить формула (55), в которую вообще не входят принципы 
механики. 

Если бы предлагаемая нами квантовая механика оказалась верной в наиболее 
важных пунктах, то из совершенно общих соображений ее наиболее значитель

ным достижением можно бьшо считать следующее. В нашей теории кинематика 
и механика снова приведены в столь тесную взаимосвязь, какая существует между 

кинематикой и механикой в классической теории. Принципиально новая точка 
зрения на механические понятия и понятия пространства и времени, вытекаю

щая из основных постулатов квантовой теории, находит адекватное выражение 

в кинематике и в механике, а также во взаимосвязи кинематики и механики. 
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И РЕЗОНАНС В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ* 

В работе делается попытка заложить основы квантовомеханического рассмо
трения задачи многих тел. В этих целях подробно исследуется явление резонанса, 

характерное для квантовой механики задачи многих тел, и устанавливается связь по

лученных здесь результатов со статистикой Эйнштейна-Бозе и принципом запрета 

Паули для эквивалентных орбит. 

Квантовая механика до сих пор применялась только к системам, состоящим 
из одной частицы. В этом ограничении были повинны прежде всеrо математические 

трудности, стоявшие на пути вычислений отдельных элементов амплитуд. В по

следнее время гигантский процесс в этой области был достигнут Шредингером I), 
основоположные исследования которого, исходившие из волновой теории материи 

де Бройля 2), открыли новый, математически значительно более удобный подХод 
к квантовой механике. Подобно тому, как в свое время Гамильтон вскрыл большое 
формальное сходство .между классической механикой и геометрической оптикой 
в многомерных пространствах и построил на его основе самый действенный 

математический аппарат для решения задач классической механики, Шредингер 

указал на большое формальное сходство квантовой механики с волновой оптикой 
в многомерных пространствах, которое и здесь приводит к наиболее действенному 

математическому аппарату для решения квантовомеханических задач. Для системы 

с f степенями свободы Шредингер заменяет квантовомеханическую проблему зада
чей на собственные значения в пространстве f измерений; энергии стационарных 
состояний оказываются собственными значениями задачи; матричные элементы 

предстают в виде коэффициентов разложения в ряд по собственным функци
ям; если собственные функции найдены, то амплитуды перехода определяются 

простыми квадратурами. Однако в физической интерпретации математического 

формального аппарата точка зрения Шредингера отличается от нашей. Правда, 
ввиду математической эквивалентности теории Шредингера и квантовой механики 
вопрос о физической сущности, лежащей в основе уравнений, временно можно 

бьто бы считать вопросом целесообразности, относящимся к сфере наших взгля
дов; но только до тех пор, пока мы не попытаемся расширить фундамент этой 

квантовой теории, основываясь на избранных когда-то наглядных представлени

ях. Поясним это на частном примере. Для рассматриваемых здесь задач многих 
тел мы хотели бы потребовать прямого примыкания к точке зрения, лежащей 

в основе квантовой механики, в то время как Шредингер з) допускает возмож
ность внесения в суmествовавшие до сих пор уравнения суmественных изменений. 

* MehrkoiperproЬlem und Resonanz in der Quantenmechanik. - Zs. Phys., 1926, 38, 411-426. Перевод 
А. А. Сазыкина. 
1> Schrбdinger Е. Ann. r:1ys., 1926, 79, 361, 489, 734. 
2) Brog/ie L. de. Ann. Phys., 1925, 3, 22. 
З) См. Schrбdinger Е. Ann. Phys., 1926, 79, примечание на с. 750. 
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Но, даже ограничиваясь обсуждением вопроса о взглядах, я думаю, что имеются 
случаи, когда волновые представления кажутся более натянутыми, чем наглядные 

представления о движении частиц в пространствах с неклассической кинематикой. 

Возьмем, например, представление о вращающемся электроне. Насколько я могу 
видеть, теорию Шредингера нельзя признать и последовательной волновой теорией 

материи в духе де Бройля. Переход к пространству f измерений и вычисление 
скорости волн из потенциальной энергии взаимодействия частиц представляют 

собой заимствование из понятий корпускулярной теории. Если бы даже удалось 
построить последовательную волновую теорию в обыкновенном трехмерном про
странстве в соответствии с программой де Бройля и Эйнштейна, то это едва ли 
привело бы к исчерпывающему описанию атомистических явлений в наших обыч
ных пространственно-временных понятиях. Ведь, принимая во внимание все более 
явственную аналогию между светом и материей, следует думать, что такая волновая 

теория материи могла бы дать полное описание наших атомистических явлений 

не в большей степени, чем волновая теория света объясняет оптические явления. 

Ввиду этой аналогии мне кажется, что одна из важнейших сторон квантовой 

механики состоит в том, что она базируется на корпускулярном представлении 
о материи; при этом, конечно, речь не идет об описании движений корпускул в на

ших обычных пространственно-временных понятиях. Этого едва ли можно было бы 
и ожидать; ибо, если корпускулы и оказались бы сингулярностями метрической 
структуры пространства, как того желают континуальные теории, то это, вероятно, 

не было бы описанием в наших обычных пространственно-временных понятиях -
дело обстояло бы примерно так, как при сопоставлении пространства с метрикой, 
существенно отклоняющейся от евклидовой, с «обыкновенными» пространствами. 

Однако мы не будем больше обсуждать физические трудности, которые при 
теперешнем состоянии теории не могут быть разрешены. Мы удовлетворимся 
констатацией того, что теория Шредингера и квантовая механика взаимно допол
няют друг друга, как в математическом отношении, так и в создании наглядных 

картин и аналогий, которые дают нам возможность глубже, чем прежде, проникать 
в физическую сущность процессов в очень малых областях пространства. · 

Цель настоящего исследования заключается в квантовомеханическом рассмо
трении систем, состоящих из многих материальных точек. На первый взгляд такое 
рассмотрение как будто наталкивается на значительные трудности. Черты волновой 

теории де Бройля, ведущие к статистике Эйнштейна-Бозе 4), по-видимому, не име
ют аналога в квантовой механике; дополнительные правила, например, запрет 

Паули для эквивалентных орбит 5), в этой форме не находят места в математической 
схеме квантовой механики. Таким образом, можно бьшо бы думать о несостоя
тельности квантовой механики в проблеме эквивалентных орбит. Наконец, следует 
напомнить и об известной трудности при количественном объяснении спектров: 

расстояние между синглетной и триплетной системами в спектрах щелочноземель
ных металлах и в спектре гелия на порядки величины больше простой разницы 
в энергии магнитного взаимодействия двух вращающихся электронов, с которой 

его можно было бы отождествить. 

Цель следующих ниже рассуждений состоит в более точном анализе высказыва
ний, которые можно делать при последовательном применении квантовой механики 

к задаче многих тел. Сообщим результат заранее: обе упомянутых выше трудности 

4> Bose S. N. Zs. Phys., 1924, 26, 178. Интересующее нас применение этой статистики к материальным 
частицам дано А. Эйнштейном (Einstein А. Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1924, 261; 1925, 3, 18. - Русский 
перевод: Эйнштейн А. Собрание научных ТРУдов. Т. 3. М.: Наука, 1966. С.481, 489, 503). 
5> Pauli W. Zs. Phys., 1925, 31, 765. - Русский перевод: Паули В. Труды по квантовой теории. Статьи 
1920-1928. М.: Наука, 1975. С. 645. 
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при этом анализе разрешаются сами собой, и оказывается возможным установить 

связь между статистикой Бозе-Эйнштейна и квантовой механикой. 

§1 

Простейшая из мыслимых задач многих тел касается системы двух связанных 
осцилляторов. Как известно, такую задачу, если только энергия взаимодействия 

имеет вид квадратичной функции координат, всегда можно свести к задаче о двух 

несвязанных осцилляторов. Можно не сомневаться в том, что последняя задача 

может быть решена квантовой механикой без новых предположений, следовательно, 

тем самым будет решена и первая задача. В то же время этот пример обладает всеми 
характерными свойствами квантовомеханических задач многих тел, и более точный 
анализ этой простой модели уже позволяет получить все результаты, которые 

позднее будут необходимы для объяснения спектров. Пример с осцилляторами 

имеет еще и то преимущество, что при рассмотрении его по существу нет 

различия между классической механикой, существовавшей до сих пор квантовой 
теорией и квантовой механикой; для каждого квантовомеханического результата 

здесь имеется простой классико-механический аналог. Позднее, рассматривая более 
общие квантовомеханические системы, мы будем вынуждены в большей или 
меньшей мере отказываться от такого классико-механического аналога. 

Характерная черта атомных систем заключается в том, что системы частиц, 

из которых они могут состоять, а именно электроны, одинаковы и подвержены 

действию одинаковых сил. Для того, чтобы воспроизвести эту черту в нашем 

примере, мы возьмем функцию Тhмильтона в виде 

12 m22 12 m22 
Н = 2тР1 + 21.!J q1 + 2тР + 2ы Q2 + mЛq1q2. (1) 

Так1-1м образом, частотJ>J и мaccf>J двух связанных осцилляторов предполагаются 
оплнаковыми. В формуле ( 1) q1, q2 означают координаты, Pt, Р2 - импульсы, 
т п ы - масса и частота осцюmяторов, Л - константа взаимодействия. При 
извес.щом преобразовании 

q\ = ~(q1 + q2); q; = ~(q1 - q2) (2) 

формула ( 1) переходит в 

(3) 

причем 

(4) 

Тhш:рь Н расцадаетсп мцитивно на две осцилляторных энергии, которые соот
в"тивуют «рццщым колебаниям~. Если вщбуждена только первая координата q~, 
щ обе частицы колеблются с одинаковой ф~Qой в одцу сторону, если же возбуждена 
ТОЛ!JКО q~, щ они колеблются одновременно в противоположные стороны или, 
другими tщо~ами, с разtн>стью фаз 1Г (рис.1). 

(5) 
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где п~ и п~ - целые числа. Обозначая терм символом п~ п~, мы 
приходим к схеме термов на рис. 2. На различие между + и • 
на рис. 2 мы пока не будем обращать внимания. 

Рассмотрим теперь возможные переходные процессы. С целью 
провести как можно более тесную аналогию с атомными системами 

мы предположим, что оба осциллятора состоят из заряженных ча

стиц, которые могут колебаться вдоль одной прямой около точки, 
имеющей такой же по величине, но противоположный по знаку 

заряд. Тогда электрический дипольный момент дается в основном 

суммой q1 + q2. Отсюда следует, что, как это ясно прямо из рис.1, 
электрический момент совершает только первое главное колебание. 

Рис. 1 

• Следовательно, в этом приближении происходят только перехо-

30 + ды с изменением п~ на 1, т. е. на рис. 2 только переходы в вер-
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• 00 

2l i2 + тикальном направлении. Но излучение определяется дипольным 
03 моментом только в первом приближении. Излучение меньшего 

+ 
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+ 
01 

• 02 

Рис. 2 

порядка величины испускается также квадруполем и высшими 

мультиполями. Эти высшие члены в излучении выражаются че
рез однородные симметричные функции второй, третьей и т. д . 
степени по q1 и q2 и их производным по времени. При замене q1 
и q2 по формулам (2) на q; и q~ возникают однородные функции 
второй, третьей и т. д. степени по q; и q~, которые вследствие 
симметрии относительно q1 и q2 могут содержать координа

ту q~ вместе с ее производной по времени только в четном 
числе сомножителей. Это значит, что и при учете всех высших 
приближений в излучении п~ всегда может изменяться только 
на четное ЧJfСЛО. Следовательно, схема термов на рис. 2 может 
быть разложена на две подсистемы ( + и •) таким образом, что 
возможны только комбинации внутри систем + или •, н:о не их 

перекрестные комбинации. Переход из одной системы в другую невозможен даже 
в процессах столкновения, так как вероятность перехода при столкновении может 

быть представлена в виде комб11.нации возбуждений всех момелтов (дипО}Jьных, 
квадрупольных и т.д.). Но отсутствие перекрестных комбинаций жестко связано 
с первоначальным тождеством связанных осцилляторов. Если бы оба осциллятора 
немного различались по массе или частоте, то появились бы церекрестные ком
бинации, относительная интенсивлость котормх определялась бы как раз этим 

(относительным) различием. Но вернемся теперь к первоначальному предположе
нию о тождестве осцилляторов. Тогда ввиду указанного отсутствttя перекрестных 
комбинаций возникает неопределенность, характерная для квщповомеханическо
го рассмотрения проблемы. Реализуются в природе обе системы термов + и •, 
или же только одна из систем: + либо t? Ведь от квантщщмеханического ре
шения проблемы требуется лишь, чтобы соответствующая ему схема термов была 
«замкнутой», т. е. чтобы она содерж11Ла все термы, но только т1ц<1tе, какие могут 
комб11нироваться между собой, тан: что все вероятностр перехода для отсутствующи~ 
термов исчезают. Следовательно, рс:Jшение квантовомеханической задачи (1) даетсп 
как системой термов; так и системой +, а равно и комбищщt1ей обеих систем. 
Эта неопределенность квантовомехаt·JИческого решения представляется мне самь1м 
существенным результатом данного исследования. Она оставляет нам свободу, как 
раз достаточную для того, чтобы можно было естестве1шым образом включит1:~ 
в систему квантовой механики требования статистики Бозе-Эйнщтейна и :щцрет 
Паули для эквивалентпых орбит. Прежде более детального иссщщоваНИfl этой 
ситуации я хочу подчеркнуть, что в квантовой механике связанные системы всегда 
ведут себя аналогично тому, как показано на только что разъясненном примере. 
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§2 

В классической теории две периодически колеблющиеся системы входят в соб
ственный резонанс только в том случае, когда частота отдельной подсистемы не за
висит от энергии системы и примерно одинакова у обеих подсистем. В этом смысле 
о резонансе можно говорить для гармонических осцилляторов. В квантовой механи
ке - в согласии с наиболее общим опытом - две атомные системы вступают в ре

зонанс только тогда, когда частота поглощения одной системы совпадает с частотой 
испускания другой или наоборот; следовательно, в силу свойства линейности, вну

тренне присущего квантовомеханическим уравнениям, явление резонанса в кванто

вой механике имеет значительно более общий характер, чем в классической теории. 

Для дальнейшего исследования мы возьмем две совершенно одинаковые си
стемы а и Ь, имеющие по / степеней свободы и связанные энергией взаимодей

ствия ЛН 1 
, симметричной по отношению к обеим системам. Отдельные системы а 

и Ь не должны быть вырожденными. Энергии их стационарных состояний пусть 

будут соответственно н;: и Н~. 
Если объединить две системы в одну и сначала не учитывать взаимод~йствие, 

то полная энергия стационарного состояния «n, m» определяется формулой. 

Hnm = Н~+Н~. (6) 

Но объединенная система обладает характерным для резонанса свойством выро
жденности: вследствие равенства 
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Hnm =Hmn (7) 

каждое собственное значение оказывается двойным, за исключе
нием собственных значений, для которых п = т. Другими 
словами: резонанс наступает всегда в тех случаях, когда обе 
системы первоначально находились не в одинаковых состоя

ниях; тогда при перестановке обеих систем энергия остается 

той же самой; только при эквивалентных состояниях подси

стем резонанс (или вырождение) исчезает. Примерная схема 
возникающих таким образом спектральных термов представлена 

на рис. 3. В системе, возмущенной взаимодействием, выро

ждение снимается. Возникает вековое дрожание, при котором 

энергия пульсирует от одной подсистемы к другой. Формально 
дело обстоит так: добавочная энергия W 1 возмущенной системы 
в первом приближении равна среднему по времени значению Н 1 

, 

взятому по невозмущенному движению. Это среднее значение 

содержит в общем случае также члены, отвечающие переходам, 

при которых системы а и Ь взаимно переставляются местами. 

Поэтому следует совершить каноническое преобразование, при 
котором W 1 становится диагональной матрицей. Вычисление 
опубликовано в работе 6) «Квантовая механика 11». Каноническое 
преобразование должно иметь вид 

w1 =s- 1 н 1 s, 
, s-1 s q = q. 

(8) 

(9) 

б) Heisenberg W., Jordan Р. Zs. Phys., 1926, 35, 557. 
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Здесь S - матрица, которая, как и Н1 , содержит только диагональные члены 
и члены, отвечающие переходам между состояниями с равными энергиями. Для 

невырожденных состояний диагональные члены равны 1. Теперь надо решить два 
линейных уравнения с двумя неизвестными Sn т, Sm п 

W 1 Snm - Н1(пт, nm)Snm - Н1 (пт, nm)Sтn =О, 

-Н1 (тп, mn)Snm + W 1 Smn - Н1 (тп, mn)Sтn =О. 
(10) 

При этом вследствие симметрии Н 1 относительно систем а и Ь имеем 

Н1 (пт, пт) = Н1 (тп, тп), Н1 (пт, тп) = Н1 (тп, пт). (11) 

Два решения Д11Я W, получаемые из системы (10) путем приравнивания детер
минанта нулю, целесообразно опять обозначить через пт и тп. Однако следует 

учитывать, что эти числа соответствуют здесь квантовым числам главных колеба

ний п', введенным в § 1, и не характеризуют состояния отдельных подсистем. Теперь, 
обе подсистемы в каждом состоянии совершают одинаковое движение (с различной 
фазой). Решения системы (10) с учетом (ll) гласят 

W~m = Н1 (пт, пт) + Н1 (пт, тп), 
1 s --nm,nm - ./2' 

1 
Smn,nm = ./2" 

(12) 
W~n = Н1 (пт, пт) - Н1 (пт, тп), 

1 s --nm,mn - ./2' 
1 

Smn,mn = - ./2" 
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Влияние связи заключается прежде всего в том, что все значения 

энергии становятся различными. Схема спектральных термов 
теперь изображена на рис. 4. 

Систему этих термов - это и есть решающий результат -
снова можно подразделить на две последовательности термов, 

которые никоим образом не комбинируют между собой ( + и • 
на рис. 4). Действительно, излучение снова имеет вид функции р 
и q, которая не изменяет своего значения при перестановке обеих 
подсистем. Пусть эта функция будет f; тогда Д11Я ее матричных 
элементов после выполнения канонического преобразования (8) 
имеем: 

Таким образом, вследствие симметрии f имеем: 
1. Если п 1 # т, n2 # m, п = т1, п # m2, 

1 1 
f n,m,n2m = 2(f n1m,n2m + f mn,,mn2 + fn,m,mn2 + /mn1,n2m) = 

= J n1m1n2m + f n1m,mn2' 

1 1 
fnm1,nm2 = 2(fnm1 1nm2 + /m1n,m2n - fnm1,m2n - fm1n,nm2) = 

= /nm1,nm2~- fnm1,m2n, 

(13) 

(14) 
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2. Комбинации состояний, в которых подсистемы находятся в «эквивалентных 
СОСТОЯНИЯХ» 7), имеют вид 

' 1 ../2 
fn1m,mm = ../2.(fn1m,mm + f mn1,mm) = 2fn1m,mm, 

' 1 f mm1,mm = ../2.(fm1m,mm - / mm1,mm) =О. 

(15) 

Следовательно, перекрестные комбинации между системами термов + и • ис
чезают. Внутри обеих последовательностей термов интенсивности линий в первом 
приближении точно такие же, как интенсивности переходов между соответствую
щими первоначальными термами отдельной подсистемы (а и Ь ); ведь амплитуды 
типа /nm1,mn2 , отвечающие одновременным переходам двух систем, в первом при
ближении исчезают. Только при комбинировании с теми состояниями, которые 

соответствуют эквивалентным состояниям подсистем а и Ь, интенсивность, в со

ответствии с формулами (15), .в одной из последовательностей термов оказывается 
вдвое больше, чем в первоначальной системе, а другая последовательность тер
мов вовсе не содержит таких состояний. «Полная интенсивность», следовательно, 

в первом приближении при резонансе не изменяется. 

Подразделение на две некомбинирующих последовательности термов не изменя
ется при внешних воздействиях. Очевидно, и здесь мы имеем в точности такую же 

ситуацию, как и в частном примере § 1. Отсутствие перекрестных комбинаций 

и здесь связано с тождественностью связываемых систем; как только одна система 

начинает отличаться от другой, перекрестные комбинации появляются. Далее, 
квантовомеханическое решение снова обладает неопределенностью в подчеркнутой 
выше степени; полным решением задачи может быть каждая из систем + и • 
по отдельности, а также их комбинация. 

Представляет также интерес рассмотреть только что обрисованную проблему 

резонанса с точки зрения метода Шредингера. В первоначальных подсистемах 
предполагаются известными нормированные Шредингеровские собственные функ

ции <р~ и <р~, принадлежащие состояниям с энергиями Н~ и Н~, соответственно. 
Для матричного элемента, к примеру, п 1 п2 координаты qz системы, а имеем 

(чертой над <р обозначается комплексно сопряженная величина). Если две системы 

объединить в одну, то энергии Нпт = Н~ + Н~ будет принадлежать собственная 
функция <р~<р~. Собственные функции возмущенной системы, принадлежащие 
решениям уравнения (12), получаются из собственных функций невозмущенной 
системы путем линейного преобразования матрицы S. Следовательно, энергии W~m 
принадлежит собственная функция 

1 ( а Ь а Ь) ../2 <fJn<pm + <pm<pn ' (16а) 

а энергии W .:in - собственная функция 

1 ( а Ь . а Ь) ../2 <pn<pm - <pm<pn · (16б) 

7
) Здесь и далее в работе слова «В эквивалентных состояниях» относятся к невозмущенной системе. 
В возмущенной же системе подсистемы совершают всегда одинаковые движения с различными фазами. 
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Отсутствие перекрестных комбинаций подсистем следует просто из того, что 

интеграл от симметричной по а и Ь или от симметричного оператора / вида 

! 1 ( а ь а ь) (--ь -ь) а а f]. V'nV'm + V'mV'n V'~V'm - V'~V'n dq1 · · · dqf (17) 

меняет знак при перестановке систем а и Ь, но при этом все же сохраняет свою 
величину; значит, этот интеграл должен быть нулем. 

§3 

Далее в качестве примера применения изложенной выше общей теории будет 
вкратце рассмотрен атом гелия; к количественной стороне дела я вернусь позднее. 

1. Предположим, что электроны суть точечные заряды, не имеющие магнитного 
и вращательного момента импульса. Тогда в отсутствие взаимодействия справедлива 
в основном схема рис. 3, а при наличии взаимодействия - схема рис. 4. Две си
стемы, на которые распадаются спектральные термы, образуют пара- и ортогелий. 
Перекрестные комбинации между ними пока невозможны. Поскольку различие 
в энергии двух соответственных термов пара- и ортогелия сводится к резонансному 

дрожанию, вызванному кулоновскими силами отталкивания между электронами, то 

понятно, что в общем случае оно будет по порядку величины таким же, как и от
клонение рассматриваемого терма от водородного, обусловленное экранированием. 

Далее, из рис. 4 следует, что 18-терм присутствует только в одной из двух систем. 
То обстоятельство, что эта система в общем случае должна иметь более высокие 
значения энергии, следует из вычислений. Вероятности перехода внутри системы 
орто- или парагелия в первом приближении равны соответствующим вероятностям 

в водороде. Только для парагелия переходы в 18-терм в самом грубом приближении 
должны происходить вдвое чаще. 

Если мы захотели бы построить наглядную модель движений электронов в ато
ме, мало-мальски отвечающую квантовомеханическому решению, то мы должны 

были бы представить себе нечто вроде того, как будто оба электрона периодически 
непрерывным образом меняются местами, аналогично упомянутому выше обмену 
энергии в примере с осцилляторами, причем период такого обмена определяется 
в точности расстоянием терма ортогелия от соответствующего терма парагелия. 

2. Представим себе электроны, в соответствии с гипотезой + • + 
Комптона-Уленбека-Гоудсмита 8>, в виде маленьких намагни- + +••. 
ченных волчков, которым сначала мы припишем определенное, 

но различное для двух электронов направление оси. Тогда схема .+++ 
термов на рис. 4 качественно не изменится, однако появятся сла-
бые перекрестные комбинации ортогелия и парагелия, интенсив-
ность которых определяется взаимодействием между магнитным 

моментом и орбитой. Дело в том, что теперь эти два электрона .+ + + 
больше уже неравноправны. 

3. Направим теперь магнитные моменты электронов произ
вольным образом. Тогда вычисление показывает, что каждый терм 
рассматриваемой системы расщепляется на четыре терма, в соот

ветствии со статистическим весом магнитного момента электрона, 

и что схема термов, как и прежде, распадается на две полностью 

+··. 
.++ + 

разделенных части; ведь теперь электроны опять равноправны. 

Но подразделение на системы здесь иное, чем прежде (см. рис. 5 + 
Рис. 5 

S) Compton А. Н. Journ. Frankl. Inst., 1924, 192, 145; Uhlenbeck G. Е" Goudsmith S. Naturwiss" 1925, 13, 953. 
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и • ). Одна система содержит спектральные термы, для которых ортогелий имеет три
плетный, а парагелий - синглетный спектр; вторая система содержит спектральные 

термы, для которых ортогелий имеет синглетный, а парагелий - триплетный спектр. 

Существуют перекрестные комбинации пара - и ортогелия с интенсивностью, 
определяемой, как в п. 2, взаимодействием между орбитой и магнитным моментом 
электрона. Однако перекрестные комбинации систем + и • отсутствуют. Физиче
скую ситуацию можно кратко охарактеризовать следующим образом: между двумя 

электронами сначала существует грубый электрический резонанс; он нарушается 

магнитами, и появляются переходы из ортогелия в парагелий. Но и при учете 

магнитов существует более тонкий точный резонанс, приводящий к подразделению 

на две последовательности термов, охарактеризованные выше. О вычислениях, 

ведущих к изложенным выше результатам, будет сообщено в ближайшее время 
в отдельной работе. 

§4 

Для спектра гелия опыт показывает, что существует только одна система 
(на рис. 5), которая насколько мы можем здесь судить, согласуется со спектром 
гелия, по крайней мере качественно; вторая система в природе не реализуется. 

В этом факте, на мой взгляд, - если предполагать, что наши результаты, полу
ченные для двух систем, можно обобщить также на случай произвольного числа 
систем, - и заключается непосредственная связь между подчеркнутой выше кванто

вомеханической неопределенностью, с одной стороны, и правилом Паули, а также 

статистикой Бозе-Эйнштейна - с другой. Если в природе существует только одна 
система ( •) из двух, то это, с одной стороны, приводит к уменьшению статисти
ческих весов именно в направлении, предложенным Бозе; с другой стороны, при 
правильном выборе системы запрет Паули для эквивалентных орбит выполняется 
сам собой. Обобщение этих соображений на системы, состоящие из n одинаковых 
подсистем, можно поэтому провести следующим образом. В соответствии с n! 
перестановками в каждой из n систем в отсутствие взаимодействия в общем случае 
существует n! одинаковых значений энергии. При взаимодействии вырождение 
снимается, система термов вследствие резонанса расщепляется на п! подсистем. 

Среди них имеется система, которая не содержит эквивалентных орбит и не мо
жет комбинировать с другими системами. Эта система одна только и встречается 

в природе, она-то и представляет действительное решение. Одновременно умень

шение статистических весов от n! до 1 соответствует статистике Бозе-Эйнштейна. 
Однако указанная здесь формулировка этой статистики превосходит формулировку 
Бозе-Эйнштейна в том отношении, что она предписывает выбор из n! решений 
вполне определенной системы, а именно той, которая не содержит эквивалентных 
подсистем и потому находится в согласии с запретом Паули. Обосноващ.1е тому, что 

только одна эта система и должна вьщелятwя из всех возмо:ж;ных квантовомеханиче

ских решений, веррятно, не может бып'! дано путем простых квантовомеханических 
вычислений. Но мне представляется, что важный результат этого исследования 
состоит в том, что запрет Паули и статистика Эйнштейна имеют ощщаковое про
исхождение и что они не противоречат квантовой мехащ1ке. В наших рассуждениях 

имеет место и аналог парадокса, многократно отмечщJшегося Эйнштейном: если 

связываемые подсистемы различаются друг от друга, то для них должна быть спра

ведливой классическая статистика; в принципе и при бескоцечно малых различиях. 

Несмотря на это, статистика для одинаковых систем оказьщается совсем другой. 
Для различающихся систем в соответствии с проведенными :щесь вычислениями 
также должна всегда оставаться в силе классическая статистцка, так как между n! 
подсистемами происходят переходы; поэтому ни одна подсистема не может быть 



3АдА'IА МНОГИХ ТЕЛ И РЕЗОНАНС В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 185 

исключена. Но при убывающих различиях между частицами переходы становятся 
все реже. Если соответствующие переходам амплитуды станут меньше конечной 

величины, определяемой остротой рассматриваемого состояния, то существует ло

гическая возможность совершенно исключить переходы и изменить статистику. 

Следует еще подчеркнуть, что согласно нашим рассуждениям необходимым услови

ем для изменения статистики должно быть конечное взаимодействие систем. Если 
периоды пульсаций энергии, соответствующих явлению резонанса, будут больше 

времени жизни, то проведенные выше рассуждения потеряют смысл. 

Выше мы подчеркнули, что исключение всех систем термов, кроме одной 

определенной, возможно без нарушения законов квантовой механики. Однако 
при этом необходимо отметить, что такое исключение все же влечет за собой 
некоторые весьма характерные ограничения. Именно, оно означает, что для 
атомной системы не имеет смысла говорить о движении или об изображающей 

это движение матрице одного отдельного электрона, или о матрице какой

нибудь несимметричной функции электронов. Ведь такая матрица в общем случае 
содержала бы члены, отвечающие переходам из одной системы термов в другую, 
т. е. несуществующую, систему термов. Поэтому, например, перестановочным 

соотношениям в их обычной форме в общем случае также нельзя придавать 
физический смысл; это относится, вероятно, и ко всем симметризованным формам 

перестановочных соотношений. Однако при этом речь идет только о формальном 
ограничении, ибо все принципиально наблюдаемые величины по своему существу 
даются симметричными функциями электронов. 

До математического изучения систем, состоящих из n одинаковых подсистем, 
изложенные выше соображения следовало бы рассматривать только в качестве про
граммы исследований. Поэтому я хочу в дополнение кратко указать, каким образом 

можно однозначно построить в общем случае систему термов, которая не приведет 

к эквивалентным состояниям подсистем и останется единственным решением. 

Пусть n совершенно одинаковых подсистем находятся в стационарных состоя
ниях, характеризуемых «квантовыми числами» m 1, m2, •.• , mn. Тогда все состояния 
системы, получаемые из только что указанных состояний какой-нибудь перестанов
кой чисел m 1 ••• mn, будут иметь одинаковую энергию. Энергия взаимодействия Н 1 

в первом приближении будет содержать только те члены, которые соответству
ют переходам не более чем двух подсистем, если Н1 складывается аддитивно 
из парных взаимодействий между подсистемами. Для того, чтобы матрицу средней 
по времени энергии возмущения W 1 привести к диагональному виду, необходимо, 
как и в § 2, совершить каноническое преобразование. Для нахождения его, как 
известно, следует решить систему n! уравнений с n! неизвестными Sk. Обозначим 
через Н~ тот член в Н 1 , которому не отвечает ни один переход одной из подсистем; 
через HJ, Н~, ... Н~ те члены, которые соответствуют попарным перестановкам 

чисел m 1, ••• , mn (всего этих членов имеется n(n
2
-

1>); затем расположим n! состо
яний с одинаковой энергией так, что на первом месте будет состояние m 1 ••• тп, 
потом все состояния, которые получаются из него при одной «транспозиции»; 

потом все состояния, для получения которых из первого состояния требуются 

две транспозиции и т. д. Характеристический определитель системы п! линейных 
уравнений тогда примет вид 

W-H~ -HJ -Н1 
7 -н~ о о 

-Н) W-H~ о о -нi 
-HI о w-н~ О .•• о -Н~ t/ 

=о. (18) 
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Решение этой системы уравнений гласит: 

1 1 1 1 1 W =На - HfJ -Н1 - ... - Н11 ; (19) 

где числа бk означают такое количество транспозиций, какое необходимо для того, 
чтобы перевести состояние m 1 ••• тп в состояние с номером k. Принадлежащая 
этому решению шредингеровская собственная функция имеет тогда вид 

(20) 

причем бk снова обозначает количество транспозиций, необходимое для преобра

зования последовательности m 1m 2 ••• тп в последовательность т~т~ ... т~. Эта 
функция <р обладает тем особым свойством, что она изменяет знак при переста

новке квантовых чисел двух подсистем. Отсюда немедленно следует, что система 

термов, характеризуемая функцией (20), не может комбинировать с состояния
ми, в которых не менее двух подсистем находятся в эквивалентных состояниях. 

Ведь собственная функция ф такого состояния должна быть обязательно инва
риантной относительно перестановки эквивалентных подсистем. Если f означает 
функцию координат подсистемы, изображающую излучение и потому необходимо 
симметричную (или симметричный оператор), то для интеграла имеем 

! fф<рdП =О, (21) 

так как при перестановке двух эквивалентных подсистем знак его изменяется, 

а величина сохраняется. 

По индукции (заключение от n к n + 1) можно показать, что термы типа (20) 
действительно образуют замкнуrую систему, т. е. не комбинируют ни с какими 

другими термами, и что данная функция (20) система термов является единственной 
системой, не содержащей эквивалентных состояний. Правда, мне еще не удалось 

получить строгое доказательство этого утверждения. Несмотря на эту 'нестрогость, 
можно считать, что уравнением (20) определяется построение системы термов, 
соответствующей решению. 

После этого скорее математического дополнения я возвращаюсь к физическому 

содержанию исследования. Связь между статистикой Бозе-Эйнштейна для тожде

ственных частиц и квантовой механикой заключается, следовательно, в выборе 
одного определенного квантовомеханического решения из многих возможных ре

шений. Такой выбор для достаточно слабого взаимодействия сводится в основном 
к фазовому соотношению между подсистемами или частицами. Быть может при 
более глубоком исследовании этого фазового соотношения получились бы резуль
таты, которые можно было бы считать совершенно аналогичными интерференции 
волн де Бройля. Возможно также, что более глубокое изучение причин, по кото
рым выбирается одно решение, приведет уже к большим физическим трудностям, 
которые появляются в задачах о связи. Однако на мой взгляд, из проведенного 
исследования можно прийти к выводу, что для расчета спектров атомов с многими 

электронами нам, вероятно, не требуется разрешать эти трудности. Напротив, для 
определения этих спектров достаточно одной квантовой механики. 



ЗАДАЧИ МНОГИХ ТЕЛ 

И РЕЗОНАНС 

В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ. 11* 

Законы квантовой механики применяются к атомам с многими электронами. 

В частности, исследуется вопрос о том, каким образом взаимосвязаны квантовоме
ханическое явление резонанса и мультиплетная структура систем термов сложных 

атомов. Исследование аналогичного явления резонанса в теории молекул и их 
полосатых спектров приводит к объяснению известных аномалий в интенсивностях 

некоторых вращательных полос. 

Спектры атомных систем с двумя электронами могуr быть количественно опи

саны квантовой механикой с достоверностью хотя бы приближенно 1 >. Существенно 
новое, что появляется в задаче многих тел по сравнению с атомными системами 

с одним электроном - это явление резонанса, которое приводит к разбиению 

полной системы термов на некомбинирующие подсистемы, каждая из которых 

образует «замкнутое» квантовомеханическое решение. Одна из этих систем отвечает 

принципу Паули 2>, согласно которому в атоме не могуr существовать эквивалентные 
орбиты электронов. Эта подсистема была произвольно выбрана в качестве физиче
ского решения. Такой выбор отдельного решения позволяет изменить статистику 

так, как было предложено Бозе и Эйнштейном 3>. К подобным же результатам 
независимо пришел Дирак 4>. Дирак особенно подчеркнул, что в совершенно общем 
случае следует выбирать решение, отвечающее принципу Паули, и благодаря этому 

он пришел к статистике идеального газа, которая в основных чертах согласуется 

с теорией вырождения газа Ферми 5>. Эти результаты в принципе дают кванто
вомеханическое решение для атомных систем с многими электронами. Но для 

того, чтобы показать, что получаемые таким образом решения в самом деле каче

ственно соответствуют наблюдаемым на опыте спектрам этих атомов, необходимо 
дальнейшее общее рассмотрение. 

• MehrkбrperproЬlem und Resonanz in der Qщintonmechanik. II. - Zs. Phys., 1927, 41, 239-267. Перевод 
Ю. А.Данилова. 

•) Heisenberg W. Zs. Phys., 1926, 38, 411 (в дальнейшем цитируется как часть 1); 39, 499. - Русский 
перевод: с.176-186. 
2> Pauli W. Zs. Phys., 1925, 31, 765. - Русский перевод: Паули В. Труды no квантоВQй теории. Общие 
принципы волновой механики. Статы1 1920-1928. М.: Наука, 1975. С. 645. 
З) Bose S. N. Zs. Phys., 1924, 26, 178; Einstein А. Sitzun11sЬer. preuss. Akad. Wiss., 1924, 261; 1925, 3. -
Русский перевод: Эйнштейн А. Собрание научи. трудов. Т. 3. М,: Наука, 1966. С, 481, 489. 
4
> Dirac Р. Proc. Roy. Soc. London, 1926, А 112, 661. 

S) Fermi Е. Lincei Rend., 1926, 3, 145. 
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1 

ОБЩИЕ ОСНОВЫ 

Следующие вычисления можно проделать на основе обычных до сих пор 

формальных схем квантовой механики, т. е., с одной стороны, с помощью матриц, 

соответствующих классическим рядам Фурье и, с другой стороны, с помощью 
шредингеровских волн в фазовом пространстве. Но формальные соотношения -
также для задач многих тел - приобретают более общий и симметричный вид 
с помощью более общего математического аппарата квантовой механики, недавно 

развитого Дираком и Иорданом б). Я повторю здесь важнейшие основные понятия. 
Решение квантовомеханической задачи дается решением задачи на собственные 

значения (см. Квантовая механика 11, глава 3, уравнение (13)): 

s- 1 нs = w ИЛИ нs- sw =О; ss* = 1. (1) 
Здесь Н - гамильтонова функция системы, зависящая отри q, W - диагональ
ная матрица энергии, диагональные элементы которой представляют собственные 
значения задачи, S - искомая матрица преобразования. В первоначальной фор
мулировке уравнения (1) под р и q в Н следовало подразумевать снова матрицы, 
которые соответствуют рядам Фурье, полученным при решении какой-нибудь 
выбранной подходящим образом исходной задачи. Тогда уравнение ( 1) в общем 
случае было бы сложным линейным дифференциальным уравнением бесконечно 
высокого порядка относительно матрицы Sn1. собственные значения которых Wn 
давали энергию стационарных состояний. По Дираку можно ввести более об
щие матрицы. Эти матрицы можно выбрать, например, так, что координаты 
системы q (q1, ••• , чr) станут диагональными матрицами; разумеется вследствие 

соотношений PkЧk - qkPk = 2~i импульсы р (Р1, ... , PJ) тогда уже не будут диаго
нальными матрицами. Тогда также можно ввести любую другую систему канониче
ских переменных ~, 1/ ( ~ 1, ••• , ~ J, ТJ 1, ••• , ТJ J), удовлетворяющих перестановочным 
соотношениям, и можно, например, выбрать все матрицы ~ в диагональном виде. 
В качестве индексов в матрице S тогда будут присутствовать номера состояния 
с энергией Wn и числа ~: 

S: (S(n, {)) или (Sn({)). (2) 

Тогда уравнение ( 1) будет эквивалентно 7) следующему уравнению: 

[ Н ( {' 2~i :{) - Wn] Sn ({) = О, (3) 

откуда можно определить Sn({). Уравнение (3) должно быть дополнено условиями 
ортогональности и нормировки: 

ss* = 1 или 2: Sn({)S~({) = бnт 
~ 

(4) 

6) Dirac Р. А. М. Proc. Roy. Soc. London, 1926, Al 12, 661. Выражаю благодарность Дираку П. за возможность 
ознакомления с его работой до публикации. Между тем я узнал из дружеского письма, что П. Иордан 
(Jordan Р. Zs. Phys., 1927, 45, 751) также получил независимо результаты, эквивалентные результатам 
работы Дирака и предшествующей ей заметки автора (Heisenberg W. Zs. Phys., 1926, 40, 501). Некоторые 
из этих результатов были уже сообщены автору ранее и независимо В. Паули. См. также важные 
исследования Lanczos К. Zs. Phys., 1926, 35, 812. 
Примечание при корректуре. См. также работу London F. Zs. Phys., 1926, 40, 193. 
7) Эквивалентность матриц и операторов была открыта еще М. Борном и Н. Винером (Вот М., Wlener N. 
Zs. Phys., 1926, 36, 174). Эта эквивалентность иrрает существенную роль также в исследовании 
Э. Шредингера (Schrбdinger Е. Ann. Phys., 1926, 79, 734) и в полной общности осознана и применена 
П.Дираком (Dirac Р.А.М. Proc. Roy. Soc. London, 1926, А112, 661). 
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или, если { принимает не дискретные, а непрерывные значения 

/ 
Sn({)S:n({) df. = бnт = { 01 при п = т, 

при nf.m. 

В подробной записи эти уравнения гласят 

L Sп(6 "· {1)S:Т,({1 "· {1) = бпт 
(1,6".",, 

или 
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(4') 

В частном случае, когда величина { означает координаты q, а Т/ - импульсы р, 
уравнение (3) переходит в дифференциальное уравнение Шредингера. В частном 
случае { = J, ТJ = w, где J - переменная действия и w - угловая переменная 
какой-нибудь соответственно выбранной системы, уравнение (3) переходит в перво
начально сформулированное уравнение (1). В общем случае S - матрица, в которой 
индекс п - принимает дискретные, а второй индекс { - непрерывные значения. 
В частном случае { = q, Т/ = р эта матрица содержит единственный столбец Sn(q) -
шрединrеровскую собственную функцию. Величины Sп({) и S~({) содержат все 
уrвержления, относительно одного стационарного состояния атома с номером п. 

Обычные матричные элементы функции /({, ТJ) по отношению к диагональной 
матри11е энергии определяются как s-1rs или 

(5) 

или 

lnm = J s:ю1({, 2~i ~)sm({) 11{. (5') 

Физически произведение s: ({0)Sn ({0
) 

или, в случае непрерывной переменной {, 

означает вероятность того, что в стационарном состоянJfИ п переменные { при
нимают значения €0 или, мя случая »епрермвных переменных, что { лежат 
между {0 и {0 + dJ,.0 и). Величины Sп({) в общем случае называются «собственными 
функциями>~> квантовотеоретической задачи. Они зависят от стольких независимых 
переменных, сколько степеней свободы имеет задача: Sп({1 .•. {1). Если в урав
нениях (1) или (3) переменные мя различающихся степеней свободы могут быть 
разделены, то S можно предстапить п пиде произведения функций, соотпетствующих 
отдельным степеням свободы 

(6) 

Для следующих вЫЧJfСЛеНliЙ особенно пажное ~начение имеет случай одного 
электрона, у которого, однако, учитывается магнитный момент, создаваемый, 

8) HeisenЬerg W Schwankungsel'!ichcinul!j!en und Qiiantenmechanik; см. тaw.жelordan Р. Zs. Phys" \927. 45, 751. 
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по гипотезе Уленбека и Гоудсмита 9), собственным вращением электрона. Такой 
электрон имеет четыре степени свободы (полный момент «спина», поскольку он 

имеет заданное постоянное значение s = 1/2, здесь не учитывается 10>, например, 
три пространственных координаты дентра тяжести и положение «линии узлов» 

собственного вращения, с которым сопрягается проекция т, спина s на заданную 
ось. Если сначала пренебрегать взаимодействием магнитного момента электрона 
и движением его центра тяжести, то S можно записать в виде 

Если в качестве ~4 взять только что упомянутое положение линии узлов, то для 
определения S4 потребуется рассмотрение вращающегося электрона по теории Шре
дингера. Однако эта задача сопряжена с известными формальными трудностями. 
Но поскольку выбор ~4 остается совершенно произвольным и поскольку, с дру
гой стороны, квантовомеханическое описание вращающегося электрона на языке 

матриц известно, то такое определение S4
((4) оказывается излишним; можно, 

например, выбрать в качестве ( 4 проекцию m, момента s на фиксированную 
внешнюю ось, и тогда 84 становится единичной матрицей; m, принимает только 
два значения ±1/2. 

11 

АТОМНЫЕ СИСТЕМЫ С МНОГИМИ ЭЛЕКТРОНАМИ 

§1 

Исследования последних лет позволили выполнить систематическое упорядоче

ние спектров сложных атомов в том смысле, что каждому «терму» стало возможным 

сопоставлять определенное движение электронов в атоме, основываясь на принципе 

соответствия в духе теории Бора применительно к спектрам и к периодической 

системе. Важнейшими шагами на пути к этой систематике могут быть названы: пред

ложенная Зоммерфельдом классификация термов по числам п, k, j; теория Ланде 
для эффекта Зеемана; открытие мультиплетов Каталаном; открытие принципа Пау
ли, исключающего эквивалентные орбиты; модель Рассела-Саундерса; систематика 
Хунда для спектров высших периодов периодической системы; гипотеза Уленбека
Гоудсмита о вращательном моменте электрона. Обзор результатов в этой области 
квантовой теории, полученных благодаря указанным достижениям, недавно был 

сделан в книге Хунда; поэтому я отсылаю за всеми подробностями к этой книге 11 >. 
В модельных представлениях, лежащих в основе такой классификации термов, 

всегда присутствовала вполне определенная аналогия между квантовотеоретически

ми законами и классической механикой, которую можно называть «адиабатическим» 

соответствием. Движение одного электрона определялось силами, действующими 

на него со стороны ядра и других электронов, причем движение других элек

тронов учитывались в среднем; более тонкие детали взаимодействия электронов 

в атоме не рассматривалось. Поскольку непрерывный обмен энергией между 
электронами в атоме, который всегда происходил бы в случае классических 

моделей, запрещается 12> основными постулатами квантовой теории (см. опыты 

9) Uhlenbeck G. Е" Goudsmit S. Naturwiss., 1925, 13, 47. 
!О) Величины импульсов для простоты далее будут всегда приводиться в форме их квантовых чисел. 
ll) Нипd F. Linienspektra und periodisches System der Elemente. Berlin, Springer, 1927. 
12) Bohr N. Nature, 1924, 113, 223. 
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Франка-Герца по столкновениям), то можно надеяться, что указанное выше гру
бое «адиабатическое» соответствие будет отражать существенные черты истинных 

закономерностей; такие надежды подтверждаются и классификацией спектров. Од
нако количественное описание этих закономерностей возможно, конечно, только 

в квантовой теории. 

Но, с другой стороны, это грубое соответствие и не могло бы полностью объ

яснить действительные квантовомеханические явления, ибо в квантовой механике 

должна была бы существовать также аналогия этому более тонкому механичес
кому взаимодействию электронов. Однако эта сторона квантовой механики уже 
совсем не поддается объяснению на основании механических модельных пред

ставлений. Ведь в более тонких взаимодействиях электрона в атоме, как и при 

взаимодействии электрона с внешним излучением, непосредственно проявляются 

черты дискретного характера, присущие квантовой теории 13>. Само возникновение 
квантовой механики прямо связано со стремлением найти общие закономерности, 
одинаковые для взаимодействия данного электрона с внешним излучением, с одной 

стороны, и с остальными электронами, с другой. Итак, квантовая механика Дает 
нам возможность простого рассмотрения указанного более тонкого взаимодействия, 
а следовательно, и явления резонанса, речь о котором пойдет ниже. 

То обстоятельство, что в упомянутой выше грубой картине, основанной на прин

ципе соответствия, более тонкое взаимодействие электронов не имеет аналога, 

должно было бы приводить к противоречию между моделью и опытом. Такое 

противоречие и было обнаружено, когда были открыты мультиплеты. Как известно, 
мультиплеты возникают потому, что магнитные моменты электронов, существующие 

по гипотезе Уленбека-Гоудсмита, выстраиваются параллельно или антипараллель

но и только потом уже складываются с орбитальным моментом электронов l, 
образуя в сумме полный момент j. В механической модели магнитные моменты 
электронов не выстраивались бы параллельно, так как они взаимодействуют между 

собой с чрезвычайно слабыми силами. Но даже если бы это взаимодействие было 
очень сильным, то оно зависело бы не только от относительного направления 
магнитных моментов, но и от относительного взаимного положения центров тяже

сти электронов и особенно от направлений, выделяемых этими центрами тяжести; 

и тогда магнитные моменты не могли бы выстраиваться параллельно. Поэтому мы 

должны ожидать, что для объяснения мультиплетной структуры и связанных с нею 

закономерностей решающее значение имеет квантовомеханический резонанс. 

§2 

Поскольку силы, связывающие магнитные моменты электронов с движением 

центров тяжести электронов, в общем случае малы, то в первом приближении 
эти силы можно было бы не учитывать. Из эмпирических результатов для этого 
предельного случая (т. е. когда мультиплетное расщепление очень мало по сравнению 
с расстоянием между разными мультиплетами) следовало, что полная система термов 
атома может быть подразделена на подсистемы, не вступающие в перекрестные 

комбинации (см. орто- и парасистему в спектре гелия). 
Произведем сначала такое разбиение на некомбинирующие системы термов 

для n точечносимметричных электронов. При этом будем исходить из «Невоз
мущенной» системы, в которой взаимодействие между электронами отсутствует, 

и будем рассчитывать взаимодействие как возмущение. В невозмущенной систе
ме электроны могут находиться в различных стационарных состояниях, которым 

принадлежат собственные функции l, т, ... , р. Припишем каждой собственной 

13) См. HeisenЬerg W. Schwankungserscheinungen und Quantenmechanik. 
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функции индекс, равный номеру электрона, от координат которого она зависит 

(например, l1, т2 , ••• ,pn)· Собственная функция всей системы для невозмущенной 
задачи может быть написана в виде произведения всех собственных функций 

отдельных электронов, например, l1m2 ... Pn· Невозмущенная функция оказывается 
п!-кратко выроЖденной, так как при перестановке электронов значения энергии 

всей системы остаются неизменными. Поэтому в качестве собственных функций 
могут выступать и некоторые линейные комбинации таких произведений. После 

того, как система термов невозмущенной задачи будет подразделена на некомби
нирующие подсистемы, никакое взаимодействие электронов не сможет нарушить 

это подразделение - в предположении, что все электроны одинаковы и поэто

му действуют друг на друга с одинаковыми силами. Таким образом, разбиение 

на некомбинирующие подсистемы термов совершенно не зависит от рода взаимо
действия; в то же время оно служит решающим звеном на пути к решению задачи 

с взаимодействием. Математически подразделение на некомбинирующие системы 
термов можно сформулировать двумя способами: 

1. Последовательность некомбинирующих систем термов определяется тем, что 
собственная функция какой-нибудь из этих систем, умноженная на симметричную 
функцию электронов, может быть разложена в ряд по собственным функциям 
только тоЖдественной с ней системы. Или: 

2. Если и и v - собственные функции двух различных систем, то инте
грал J и*vf d~ (см. уравнение (5)) должен обращаться в нуль, если f - какая-либо 
симметричная функция электронов. 

Попытаемся теперь построить такие системы, начиная с собственной функции 

(7) 

Пусть все собственные функции l, т, ... ,р будут различны. В невозмущенной 
системе имеется п! термов с одинаковой энергией; соответствующие собственные 
функции получаются из (7), если индексы, обозначающие номер электрона, будут 
каким-либо образом переставляться. Введем для номеров электронов подстановку S 
и, как обычно в теории групп, положим: 

s = ( 1 
а1 ~). (8) 

Для собственных функций введем обозначение 

(9) 

Под степенью подстановки подразумевается многократное применение той же 
подстановки; под s0 = 1 - «ТОЖдественная» подстанорка. Всегда существует 
наименьшая степень 8 11 подстановки S, для которой (при v >О) 

s11 =1. (10) 

Тогда v называется степенью подстановки S. Постаменная здесь задача о не
комбинирующих системах термов самым тесным образом связана с теорией групп 

перестанопок 14>. Пусть (J) будет простым корнем уравнения 

Ц)ll = 1. (11) 

14) См., например, Serret J. Haпdbuch der hбheren Algebra. Leipzig, 1879. Bd. 2. S. 260. 
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Образуем суммы собственных функций 

1 ( 2 U1 = ../V и+ Su + S и + ... 

1 2 2 v-1 v-1 
U.., = ..;;;(и+ (IJSU + (/} S и+ ... + (1} S и), (12) 

U..,.-1 = ~ (и+ (l}v-1 Sи + (1}2(v-I) S2u + ... + (IJ(v-1)2 5v-1u) 

(множитель l/../V введен здесь для тоrо, чтобы собственные функции U оставались 
нормированными, если таковыми бьmи собственные функции u). 

В общем случае эти v собственных функций U включают в себя лишь 
часть линейно независимых собственных функций. По известным теоремам v 
всегда является делителем n!. Выберем теперь какую-нибудь собственную функ
цию w, которая получается из (7) при перестановке, но не содержится среди 
функций u, Su, ... , sv- 1u, и применим к ней такую же процедуру с той же подста
новкой S, какую прежде мы применяли к и. Тогда мы получим новые собственные 
функции W1, W..,, ... , W..,.-1. Этот процесс мы будем продолжать до тех пор, пока 
в функции (7) не будут исчерпаны все n! перестановок. Если мы объединим 
все термы, принадлежащие к некоторой определенной степени (1}

1 
(/}А, в единую 

систему термов Г 111А / - причем Г 111А может содержать и термы для каких-нибудь 
других функций, отличающихся от l, т, ... , р - то для полученных систем будет 
справедлива следующая теорема. 

Системы Г 1, Г ..,, ... , Г 111А не комбинируют друг с другом. 
Чтобы убедиться в этом, образуем интеграл (или соответствующую сумму, 

см. (5)). 

! '"f:A'"f~11/ ~1 (13) 

rде 'У;А, 'У~Р - означают какие-нибудь собственные функции систем Г 111А или Г 11111, 

/ - симметричная функция электронов. Если под интегралом (13) произвести 
любую перестановку номеров электронов, то значение интеграла не может изме
ниться. Применим к подынтегральному выражению, в частности, перестановку S. 
Из уравнений (12) вообще следует, что выполняется равенство S'"f..,A = (IJ-A'YwA. 
Таким образом, при применении подстановки S, интеграл (13) переходит в 

и отсюда следует, 

,_,+А-µ ! ,.,,* ,.,,' f "' 
"" 1111А 11111' "">• 

(14) 

Сшщопательно, интеграл в левой части, определяющий комбинации, равен нулю 
для Л f;. µ, т.е. системы Г..,А,Гw" не комбинируют друг с другом, и комбинации 
возможны только внутри одной системы Г. 

Подразделеиие на некомбинирующие системы термов иногда можно продолжить 
дальше таким образом, что некоторые или все системы Г снова распадаются 
на различные подсистемы. Возьмем некоторую определенную собственную функцию 
системы Г wA: 

1 ( А 2А 2 (v-l)A v-1 ) U111A =..;;; и+(/} Su+(IJ S и+ ... +(/} S и . (15) 

14 Зак. 6 
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Если существует новая подстановка Т степени µ такая, что 

Т( l +UJAS +UJ2A 82 + ••• +UJ(v-l)A 8v-I) == (l +UJA S +UJ2A 82 + .•• +UJ(v-l)ASv-1 )Т, (l6) 

то мы образуем функции (еР = 1) 

Z 1 (и. kти. 2kт2и. + "<µ-1)kтµ-1и., .. ·) wЛ,Ek = VV wЛ + g wЛ + g wЛ + • • • '" w• (17) 

и разобьем таким образом систему термов Г "'л на µ новых систем, которые 
не комбинируют между собой, ибо тогда в соответствии с уравнением (13) 
комбинировать могут только термы с одинаковыми степенями е. Однако для 
подстановки Т должно выполняться условие (16), чтобы собственная функция TUwл 
снова принадлежала системе Г wл. 

Условие ( 16) выполняется для всех систем Г "'л, если Т и S коммутируют, т. е. 
если 

ST=TS. (18) 

Элементарная теория групп дает общие методы нахождения по заданной S подста
новок Т, удовлетворяющим этому условию. Если "'А является простым v-м корнем 
из единицы, то подстановка Т даже должна удовлетворять условию (18), для тоrо 
чтобы было выполнено условие (16). 

Если "'А не является простым v-м корнем 1, то в общем случае все же 
существуют подстановки Т, которые не коммутируют с S, но, тем не менее, 
удовлетворяют уравнению (16). Следовательно, в общем случае системы термов Г (JJл, 
не принадлежащие простым корням "'А, могут быть подвергнуты более глубокому 
разбиению, чем системы, принадлежащие простым корням единицы. 

Следует еще указать на то, что тождественная подстановка 1 и какая-нибудь 
степень S: sr, взятые в качестве Т, безусловно удовлетворяют уравнению (18), 
но не приводят к новому разбиению систем Г (JJл • 

Вопрос о том, на сколько некомбинирующих систем термов распадается схема 
термов атома с n электронами, не может быть здесь решен в самом общем 
случае. Однако мы все же можем находить разбиение в каждом частном случае, 
применяя указанный выше прием. Поскольку существенное значение для практики 
имеет возможность производить такое разбиение за наименьшее число шагов, мы 

будем интересоваться большей частью перестановками высокой степени, так как 

они приводят к разбиению на, соответственно, большее число систем термов. 
Степень по.П:становки проще всего можно определить, рассматривая циклические 

перестановки. Циклическую перестановку системы (а1а2 ... az) в общепринятом 
обозначении (8) можно записать в виде 

( 
а1 а1 az ) . (19) 
а1 аз а 1 

Степень этой подстановки равна числу ее элементов z. Каждую подстановку можно 
представить в виде произведения многих циклических перестановок из различных 

элементов. Таким образом, если z1, z2, . . . означают степени различных циклов, 
на которые можно разложить S, то мы имеем 

z1 +z2 + ... = n 
и наименьшее общее кратное значений z1, z2, . . . указывает степень S. Например, 
в случае 12 электронов на различных квантовых орбитах в качестве S были бы 
возможны подстановки высокой степени следующего типа 

s = (1 2 3 4 5) (6 7 8 9 10 11 12). 
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Степень S здесь равна 5 · 7 = 35, и описанный выше процесс разбиения дает 35 
некомбинируемых систем термов. Далее 

s = (1 2 3) (4 5 6 7) (8 9 10 11 12). 

Степень в этом случае равна 3 · 4 · 5 и, соответственно, получается разбиение 
на 60 некомбинирующих систем. Это, очевидно, и есть самое большое число 
некомбинирующих систем, которое может получиться за один шаг для п == 12 при 
разбиении по описанному выше методу. 

В случае, когда некоторые из собственных функций l, т, ... , р будут одинаковы
ми, т. е. в случае эквивалентных электронов, число различных термов с одинаковой 

энергией будет равно уже не п!, а na!;;, ... , где па, пр, ... обозначают числа электро
нов в состояниях а,{3, . .. и т.д. В этом случае при применении описанного выше 
метода следует выбирать такие подстановки S, для которых степень равна делителю 
выражения па!:;,, .. ' и с ними потом производить разбиение на некомбинирующие 
термы. 

В качестве примера применения этих методов мы разберем вычисления для 

атома лития, n = 3 15>. 
Пусть собственная функция исходной системы будет 

и= l1т2р3. 

Предположим сначала, что числа l, т и р различны. Постановка наивысшей 
степени здесь циклическая, например, (1 2 3). Если е означает простой третий 
корень 1, то в соответствии с (12) сна~ала получаем 

1 
U1 = JЗ(l1m2pз + l2тзр1 + lзm1P2), 

UE = ~(l1т2рз + еl2тзр1 + е2lзт1р2), 

Ue2 = ~(l1т2рз +е2l2тзр1 +еlзт1р2). 

(20) 

Среди собственных функций (20) функция m 1l2p3 еще не встречается. Таким обра
зом, возникает еще одна последовательность W 1, We, WE2. Три некомбинирующие 
системы термов проще всего можно представить в виде 

(21) 

где 17 принимает для трех систем значения 1, е, е2 , соответственно. Системы 
термов Ге и Г Е2 уже не поддаются дальнейшему разбиению, так как с подстанов

кой (1 2 3) коммутируют только ее степени. Напротив, Г1 не принадлежит простому 
корню из единицы. Если мы возьмем в качестве Т произвольную транспозицию, то 

15) Примечание при корректуре. В работе, появившейся во время печатания статьи, Вигнер (Wigner Е. 
Zs. Phys" 1926, 40, 492) независимо получил для задачи трех электронов результаты, эквивалентные 
приведенным ниже. 

14* 



196 MEHRKORPERPROBLEM UND RESONANZ IN DER QUANTENMECНANIK. Il 

для Т будет выполнено уравнение (16). Степень подстановки Т равна 2, две неком
бинирующие системы термов, на которые разбивается Г 1, принадлежат квадратным 

корням из 1: + 1 и -1. Собственные функции имеют вид 

1 ( 1 11) Г1,1 = у'2 11 + 11 , 
1 ( 1 11) Г1,-1 = у'2 11 - 11 · (21а) 

Эти функции Г 1 , 1 и Г 1 ,_ 1 хорошо известны - им соответствуют симметричная 
и антисимметричная системы термов. 

В системах Г 1 1 и Г 1 _ 1 задача о невозмущенном атоме уже не является выро-
жденной, так как 'г, 1 и r1 ___ 1 содержат только по одному терму с определенной 
энергией в невозмуЩенно~ состоянии. Внутри же систем Ге и Г 02 существует 
вырождение в том смысле, что для невозмущенного состояния в них имеется по два 

терма с одинаковой энергией. Это вырождение снимается при взаимодействии так, 
как это определяется видом взаимодействия. 

Матрица энергии взаимодействия, усредненной по невозмущенному движению, 
содержит четыре существенно различных члена, один член «среднего значения» 

W1,m,p;l,m,p = А и три «резонансных» члена, которые соответствуют перестановкам 
двух электронов: 

W1,m,p;m,l,p =В, W1,m,p;p,m,l =С, W1,m,p;l,p,m = D. 

Взаимодействие учитывается в задаче о возмущении, решение которой по известным 

причинам дается следующим определителем 

1 

W-A 
-(B+172C+rJ2D) 

-(B+17C+17
2
D) 1 =О. 

W-A 

Отсюда получаются шесть решений (22): 

W=A+R W=A+R 

С.ф. }z ( e-i'P 1:2 + ei'P 1:~) 

W=A-R 

С.ф. }z ( e-i'P 1:2 - ei'P 1:~) 

(22) 

2 2· 
Здесь сделана подстановка В + 17С + 'f/ D = Re ''Р. 
В системе термов (22) существует характеристическое вырождение в том смысле, 

что для каждого терма в системе Г 0 имеется терм с такой же энергией в системе Г 02. 

Формально это вырождение связано с тем, что матричные элементы энергии взаимо

действия В, С, D вещественны. Они остаются вещественными для взаимодействия 
любого вида, Ji это вырождение является существенной особенностью резонанса. 
Далее мы еще вернемся к обсуждениЮ мультиплетной структуры систем термов. 
Пока же заметим, что вследствие указанного вырождения разбиение· на некомби
нирующие системы термов может быть до известной степени неопределенным. 

Если два электрона эквивалентны, например l = т, то Г-разбиение дает уже 
полную схему термов с одной собственной функцией 1~ = 1~' . Тогда внутри одной 
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системы Гч вырождения уже не бывает, далее имеем А= D, В= С; мы получаем 
решения 

Г1,1 Ге Ге2 

W=A+2B W=A-B W=A-B 
(23) 

С.ф. 'Yt С.ф. 'У• С.ф. 'У.2 

§3 

После тоrо, как по изложенному выше методу будут определены спектральные 
термы атома в предположении сферически симметричных электронов, можно 
рассчитать и изменения, вносимые в схему термов в случае, коrда взаимодействием 
собственно магнитных моментов электрона с движением электронов уже нельзя 

пренебречь. Сначала мы проведем эти расчеты для объяснения мультиплетной 
структуры, т. е. того факта, что собственные магнитные моменты электронов 
выстраиваются всегда «Параллельно» или «антипараллельно». 

Собственные функции полной системы, состоящей из электронов с собствен
ным вращением, можно представить, если указанное выше взаимодействие мало, 

в виде произведений собственных функций, отвечающих, с одной стороны, движе

нию центра тяжести, а с друrой - движению магнитных моментов. Когда одному 

значению энергии соответствуют несколько собственных функций движения центра 
тяжести - как это иногда бывает согласно проведенным выше расчетам даже при 
учете взаимодействия - то полная собственная функция может быть представлена 
линейными комбинациями произведений собственных функций центра тяжести 
и магнитноrо момента. 

Собственные функции полной системы должны быть антисимметричными отно
сительно электронов. Возьмем невозмушенную систему, в которой взаимодействие 
магнитных моментов с движением центра тяжести отсутствует, и подсчитаем в этой 

невозмущенной системе ориентации магнитных моментов относительно произволь

но выбранного направления. Энергию взаимодействия между магнитными момен
тами и электронами будем рассматривать как возмущение, для которого средняя 
по времени энергия, взятая по движению центров тяжести электронов, определяет 

векvо<Jе движение магнитных моментов. Энергия возмущения симметрична относи
тельно электронов. Далее, поскольку собственная функция полной системы должна 
быть антисимметричной, указанная выше усредненная по времени энергия возмуще
ния также должна быть симметричной относительно электронов. Взаимодействие 
между магнитным моментом некоторого электрона и остальными электронами и их 

магнитными моментами зависит от ориентации этого магнитного момента по от

ношению к направлениям, определяемым пространственными координатами всех 

электронов, и по отношению к ориентациям других магнитных моментов. Пусть мы 

теперь сообщим электронам «движение» (с разными фазами), одинаковое для всех 
электронов вследствие антисимметрии полной волновой функции; тогда среднее 

значение энергии возмущения может зависеть только, во-первых, от ориентации 

магнитного момента относительно общего направления, заданного движением цен
тра тяжести электронов - в атоме это может быть только направление полного 
момента импульса электронов, в двухатомных молекулах возможно направление ли

нии, соединяющей ядра - и, во-вторых, от относительной ориентации магнитных 

моментов. На первый взгляд создается впечатление, что окончательная ориентация 
магнитных моментов как будто зависит от соотношения между этими двумя частя
ми усредненной энергии возмущения. Однако это не так. Напротив, независимо 
от этого соотношения вращательные моменты магнитов si устанавливаются по от
ношению к квантованному моменту s всегда по обычному структурному правилу, 
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т. е. «параллельно» или «антипараллельно». В этом нетрудно убедиться, рассматривая 
несколько упрощенную механическую задачу. Вместо взаимодействия, зависящего 

от направления полного момента импульса электронов l, мы введем внешнюю 
силу; составим функцию Гамильтона аддитивно из двух частей, из которых первая 

соответствует действию внешней силы, а вторая представляет взаимодействие между 
магнитными моментами, зависящее только от их взаимной ориентации. Однако 
в исходной задаче о возмущении функция Гамильтониана не складывается аддитив
но из этих двух частей. Правда, взаимодействие магнитных моментов с движением 

центра тяжести полностью соответствует тому, что здесь названо внешней силой. 
Однако (усредненное) взаимодействие магнитных моментов зависит одновременно 
как от их взаимной ориентации, так и от ориентации относительно оси l. Тем не ме
нее легко видеть, что, если сделанное выше утверждение о сложении Bi правильно 

в случае аддитивности указанных ~астей, то оно будет верным и в общем случае. 
Перейдем теперь к квантовомеханическому решению нашей упрощенной задачи. 

В «невозмущенной» системе, в которой взаимодействие между магнитными мо

ментами не учитывается, каждый магнитный момент имеет две возможных nроекции 

ms = ±1/2 на внешнюю осесимметричную силу; этим двум проекциям отвечают две 
собственные функции s4(~4), которые мы для простоты будем обозначать а и {З. 
Номер электрона, от переменных которого зависят соответствующие собственные 
функции, мы будем применять в качестве индекса: а,, а2, ... , an; /31, /32, ... , /Зп. 
В невозмущенной системе существует вырождение в том смысле, что все состояния, 

принадлежащие заданному значению Е m,, т. е. заданному значению полного мо
мента импульса относительно оси внешнего поля, обладают одинаковой энергией; 
действительно, при заданном числе магнитных моментов n значение т = Е m, 
дает числа состояний с собственными функциями а и {З, т.е. na и np: 

1 
na + np = n; 2(na - np) = т. (24) 

Такой же вывод в случае в > 1/2 бьm бы уже невозможен. Существование муль~ 
типлетной структуры сложных спектров связано с частным значением в = 1/2. 
Внешняя сила не накладывает на невозмущенную задачу никакого другого услопия, 

кроме того, что квантованию должна подвергаться сумма Е m, = т, и это условие 
n 

не противоречит также высокой э~ргии взаимодействия электронных магнитных 

моментов. Наоборот, истинное расщепление систем с первоначально одинаковой 

энергией - их число равно ~ - на системы с различной энергией вследствие 
П0 .Пµ. 

их очень слабого взаимодействия совершенно не зависит от внешней силы, т. е. оно 
соответствует параллельной и антипараллельной ориентации магнитных моментов. 

Указанное здесь вырождение при исчезающем взаимодействии полностью ана" 
логично вырождению, рассмотренному в § 2, и потому оно может быть названо 
резонансным вырождением. Однако роль соответствующих ему резонансных ко
лебаний здесь выполняет простая прецессия векторов вi вокруг оси в полного 
вращательного момента системы магнитных моментов. Поэтому термин •резонанс• 
здесь уже нельзя связывать с представлением о сложной взаимной игре в движениях 
магнитных моментов. 

Приведем еще некоторые формулы для фактического вычисления собственных 
функций, принадлежащих упомянутым выше мультиплетам. Энергия взаимодей
ствия каких-нибудь двух магнитных моментов, например 1 и 2, представляется 
в виде матрицы, содержащей диагональные члены и пары членов, соответствующие 

перестановкам электронов. Другими словами: для двух электронов существуют 
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четыре состояния, которые характеризуются следующей таблицей: 

11 111 IV 

m 1 1/2 1/2 -1/2 -1/2 
m 2 1/2 -1/2 1/2 -1/2 
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Так как матрица взаимодействия зависит только от относительной ориентации 1 и 2, 
то она содержит лишь переходы при постоянном значении m, т. е. только переходы 
из 11 в 111. Далее, имеем Н1,1 = H1v,1v = а; Нн,11 = Н111,111 = Ь; Нщн = Н11,111 = с. 
Между этими тремя постоянными существует еще соотношение 

а= ь+ с. (25) 

В этом легко убедиться при рассмотрении задачи двух электронов. Полная энер
rия системы W (в отсутствие внешних сил) в состоянии т = l (а значит, 
т1 = m2 = 1/2), очевидно, равна Н1,1 = а (собственная функция а 1 а2 ), анало
гично в состоянии т = -1 (m1 = т2 = -1/2) имеем Hrv,rv =а (собственная 
функция {З1 fЗ2). В состоянии т =О существует вырождение, которое по известным 
методам приводит к уравнению 

и к определителю 

Имеем 

1 

W-Нн,11 

. -Нш,11 
- Нн,111 1- О 

W - Нш,111 - . 

(W-Ь)2 =с2 , W=Ь+с, W=Ь-с. 

(26) 

Состояние, для которого W = Ь +с, имеет собственную функцию 7i(a1fЗ2 + 0:2fЗ1); 
эта функция симметрична по электронам 1 и 2 и поэтому принад11ежит триплетной 
системе. Состояние с W = Ь - с имеет собственную функцию ~(а1 {З2 - а].{З 1 ) 
и образует синглетную систему. До тех пор, пока на магнитные моменты не дей
ствуют внешние силы, три состояния триплета имеют одинаковую энергию, так что 

а = Ь + с. В следующих вычислениях мы будем всегда выражать Ь через а и с. 
Рассмотрим теперь для примера случай трех электронов с собственным маг

нитным моментом, помещенных во внешнее силовое поле и взаимодействующих 
между собой. Существует невырожденное состояние с т = 3/2. Для энергии 
внешнего поля по отношению к магнитному моменту электрона при m 8 = 1 /2 
и m, = -1/2 мы введем обозначения Ка и Кр, соответственно. Тогда энергия 
в состоянии т = 3/2 будет 3Ка + 3а, собственная функция а10:20:3. В со
стоянии т = 1/2 существует трехкратное вырождение, характеризуемое тремя 
собственными функциями а 1 а2fЗ3, азо:1fЗ2, а1азfЗ1, которым принад11ежит одна 
и та же энергия. Внешнему полю отвечает энергия 2Ка +Кр. Вводя обозначение 
Х = W - 2Ка - Кр - а - 2Ь = W - 2Ка - Кр - За+ 2с, мы получаем определитель 

(123) х -с -с 

(231) -с х -с 

(312) -с -с х 

(27) 
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Решение гласит: 

Х 1 = 2с; собственная функция 

1 
61 = vГз(а1а2,дз + а2аз.д1 + аза1.д2), 

Х2 = Хз =-с; собственные функции 

1 2 
б< = vГз(а1а2.дз + еа2аз.д1 + е аза1,д2). 

(28) 

Здесь е означает один из двух простых корней уравнения е2 = 1. Решению Х 1 
соответствует симметричная по всем электронам собственная функция и потому 
та же система термов, как в решении т = 3/2, а 1 а2а3 . Энергия W здесь дается 
равенством 

W = 2Ка +Кр +За. 
В отсутствие внешней силы отсюда получается энергия состояния т = 3/2. Проведя 
аналогичные вычисления для т = -1/2 и т = -3/2, мы получаем для энергии 
результат, указанный в следующей таблице. 

т = 3/2 
m= 1/2 
т = -1/2 
т = -3/2 

Квартетная система 

W=3a+ 2Ka+KtJ 
{ 

3Ка 

Ka+2KfJ 
3KfJ 

Две дублетных системы 

{ 
2Ka+KtJ 

W=3a-3c+ Ka+ 2KfJ 
(29) 

Две дублетные системы являются вырожденными, так как значения энергии для 
них одинаковы. Разбиение на б<-системы, т. е. на квартеты и дублеты, совершенно 
аналогично разбиению на Г-системы в (29). Квартеты и дублеты друг с другом 
не комбинируют. 

Вычисление магнитных собственных функций и мультиплетной структуры для 
случая более чем трех электронов производится проще всего по методам § 2. 
Число различных имеющихся мультиплетов при заданном числе электронов n 
можно легко определить по обычному правилу структуры. Именно, в соответствии 

с формулами (24) число термов при некотором заданном значении т есть 

п! п! 
(30) = ....,--,--,.--,,.,,-------,---

na!na! (I + m)!(I - m)!' 

Таким образом, имеем всегда 

n! n! _ n!(2m + 1) 
(I + т + I)!(I - т - 1)! - (~ + т + I)!(I - т)!' 

(31) 

Мультиплеты имеют мультиплетность 2m, причем т принимает целые или по
луцелые значения, соответственно значениям n/2. Разные мультиплеты одной 
мультиплетности всегда имеют одинаковую энергию при жестко фиксированных 
положениях центров тяжести электронов. 

В атоме магнитные моменты электронов ориентируются не по внешней силе, 
а по оси полного орбитального момента электронов l. Но если атом попадает, 
например, в сильное внешнее магнитное поле - мы имеем ввиду, следовательно, 

случай эффекта Пашена-Бака - то магнитные моменты ориентируются по отно
шению к этому внешнему полю. В этом предельном случае собственные функции 
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всего атома можно представить в виде произведений или сумм произведений соб

ственных функций координат центров тяжести электронов на собственные функции 
магнитных моментов. 

Приведем еще полное разбиение на термы ддя задачи трех электронов с учетом 
взаимодействия между их магнитными моментами. Тогда, умножая решения, 
полученные в §2 (уравнения (22)), на решения, полученные в этом параграфе, 
следует образовать комбинации, антисимметричные по номерам электронов. 

Энергия Собственная функция 

Эквивалентных Квартетная система: 6 1 ( 1 ") 
электронов нет, W=A-B-C-D 172 'У1 -"(1 

т.е. m,l,p различны 1-я дублетная система: t { 6, ( e-lip"f:2 - е1'Р7:\) + 6,2 ( е1'Р"(: - e-iip"f:')} W=A-R 
2-я дублетная система: t { 6, ( e-i"'"f:2 + е1'1'7:\) - 6.2 ( е1'1'7: + e-iip"f:')} W=A+R 

(32) 

Два электрона Дублетная система: ~ ( 6,"(,2 - 6,2"(,) 
сэквивалентны•, W=A-B 
т.е.l =m 

Значения энергии приведены здесь в пренебрежении взаимодействием между 
собственными магнитными моментами электронов. Совершенно таким же способом 
можно рассматривать все атомы, содержащие в заполненных оболочках все свои 
электроны, кроме трех. Собственные функции полной задачи в этом случае 
предстаuяются не в виде произведений, а в виде сумм произведений собственных 
функций § 2 и уравнения (28). Эrо имеет место всегда в тех случаях, когда 
собственные функции разных систем Г дают равные значения энергии. 

По поводу сравнения таблицы (32) с данными эксперимента следует прежде 
всего подчеркнуть, что значения термов для различных мультиплетов отличаются 

на величину резонансного взаимодействия. Терм наивысшей мультиплетности при
нимает наименьшее значение, потому что величины В, С, D как в теории спектра 
гелия, так и в общем случае являются положительными. Как показывает опыт, 
терм наивысшей мультиплетности при равных числах электронов занимает самое 

нижнее положение, и это будет показано здесь для общего случая без каких
либо затруднений. Ведь в совершенно общем случае терму наивысшей мульти
плетности соответствует симметричная собственная функция всех электронных 
магнитных моментов, если собственные функции l, т, ... , р различны. (Например, 
максимальному значению т = n/2 соответствует единственная собственная функ
ция а 1 а2 ••• а11 .) Значит, собственная функция задачи сферически симметричных 
электронов, на которую наддежит умножать собственную функцию магнитных 
моментов, должна быть обязательно антисимметричной. В соответствующее ей зна
чение энергии все резонансные члены всегда входят со знаком минус (см. часть 1, 
уравнения (19)), и поэтому оно меньше всех других значений энергии. Если неко
торые электроны находятся в заполненных оболочках, то только что приведенный 
аргумент все-таки остается справеддивым ддя остальных электронов, поскольку 

тогда можно пренебречь резонансом с заполненными оболочками. 

К рассмотрению таблицы (32) следует еще заметить, что относительная ин
тенсивность комбинаций между дублетной и квартетной системой в атоме, как 
и в задаче о гелии, определяется в конце концов отношением ширины мультиплета 

к расстоянию между различными мультиплетами. Напротив, комбинации различных 
дублетных систем друг с другом имеют нормальную интенсивность. 

13 Зак. 6 
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§4 

В предыдущих разделах мы рассматривали движение центров тяжести и магнит
ных моментов электронов вначале раздельно и потом находили решения полной 

задачи об атоме в виде суперпозиции полученных ранее решений. С целью все
стороннего изучения поставленной задачи было бы полезно пройти этот путь 

и в обратном направлении, начиная с атома, содержащего магнитные электроны. 

Мы возьмем в качестве исходного пункта случай сильных внешних полей, при
чем взаимодействием между разными электронами полностью будем пренебрегать. 
Тогда каждый электрон сам по себе находится в стационарном состоянии. Посколь
ку взаимодействие электронных магнитных моментов с движением центра тяжести 

в общем мало, то собственную функцию одного электрона можно представить 
в общем случае в виде произведения по формуле (6). Мы опять подразумеваем 
под l, т, ... р те части собственной функции, которые отвечают движению центра 
тяжести, и под а и /3 те части, которые соответствуют электронным магнитным 
моментам. Тогда полная собственная функция, например, первого электрона будет 
иметь вид l 1а1 • Если взаимодействие магнитных моментов с движением центра 
тяжести не мало, то представление в виде произведения будет уже невозможным, 

и тогда мы введем для этой функции обозначение l\. 
В этом последнем случае невозмущенная система является невырожденной; 

антисимметричная собственная функция, которую следует выбрать в качестве 
решения, дается соответствующим определителем, например 

l\ mf 1" 
l2 m2 ~ 

Мы введем для этого определителя сокращенное обозначение 

1 
2 

n 

(33) 

Если же взаимодействием магнитных моментов с движением центров тяжести 
электронов можно пренебрегать (т. е. если расщепление внутри мультиплета мало 
по сравнению с расстоянием между разными мультиплетами), то невозмущен
ная система будет вырожденной и в случае сколь угодно больших внешних сил. 
Действительно, ориентации магнитных моментов «о:>> и «/3» можно распреде
лить по положениям электронов l, т, . . . произвольным образом. Поэтому здесь 
появляется рассмотренное в § 3 вырождение задачи о магнитных моментах, в ре
зультате которого имеет место разбиение на мультиплеты. Если все собственные 

функции l, т, ... , р различны, то число определителей, соответствующих одному 
значению энергии невозмущенной задачи, дается формулами (24), а число су
ществующих при этом мультиплетов - формулой (31). Если два из этих чисел, 
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например, оба первые, равны между собой, то определители 

1 
2 

n 
и 

1 
2 

n 

zP zP 

тождественно обращаются в нуль, а другие два определиrеля 

1 
2 

n 
и 

1 
2 

n 
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становятся равными между собой с точностью до знака. Значит, к двум оди
наковым собственным функциям электронов должны присоедию.1ться во всяком 
случае разные собственные функции магнитных моментов а и р; «эквивалент
ные орбиты» здесь отсутствуют. Число возможных мультиплетов определяется 

n - 2а электронными магнитными моментами в смысле § 3, причем а означает 
количество имеющихся пар с одинаковыми l, т, . . . . Одинаковые собственные 
функции l, т, . . . встречаются только попарно. 

В вычислениях § 3 расстояния между разными мультиплетами определялись, 
прежде всего, слабым магнитным взаимодействием. Мультиплеты с одинаковой 
кратностью имели одинаковую энергию. Теперь же с самого начала расстоя
ния между мультиплетами задаются резонансным взаимодействием электронов. 

Дап1.нейший ход вычислений определяется конкретными особенностями рассма

триваемой атомной системы. 

Иногда целесообразно брать вначале какой-нибудь определенный терм атома 
и затем исследовать состояния полной системы, которые возникают в случае, 

когда к этому состоянию присоединяется электрон на данной квантовой орбите. 

Примерный ход вычислений в этом случае приводится ниже. 

Пусть исходная система содержит n - 1 электронов и имеет антисимметричную 
функцию 

U(l, 2, ... , n - 1). (34) 

Предполагается, что всякое вырождение снято внешними полями. Эrа функция 

соответствует некоторому значению т = L тs в смысле § 3. Если мы возьмем 
n 

положительное значение m, то в этом случае всегда наwдется другое стацио-

нарное состояние с собственной функцией W, которое соответствует, например, 
значению L т1 = т - 1 и имеет в отсутствие внешних сил и мультиплетноrо 

n 
расщепления, такую же энергию, т. е. принадлежит тому же мультиплету. 

Пусть теперь к системе присоединяется электрон с собственной функцией ~. 
Пока взаимодействие этого нового электрона с атомной системой очень мало, 
13' 
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вырождение отсутствует. Собственная функция (антисимметричная!) полной систе
мы имеет вид 

)п{ U(l,2" . . ,n- l)k~ +(-I)nU(2,3, . .. n)kf +(-1)2nU(З,4, .. . ,п, 1)~ + ... }· (35) 

Если же мультиплетное расщепление можно считать малым по сравнению с упо
мянутой энергией взаимодействия, то возникает вырождение, в котором состояние 

с собственной функцией 

)п { W(l,2, ... ,n- l)k~ +(- l)nW(2,3, ... ,n)kf +(-1)2nW(3,4, ... ,n, I)kf + ... } (36) 

принадлежит такому же значению энергии невозмущенной системы. 

Задача с возмущением приводит к простому определителю второго порядка, 
из которого энергия расщепления вычисляется легко, если только U и W заданы. 
Энергия расщепления в основном соответствует резонансному взаимодействию 
электрона с первоначальным атомом. При этом один из двух возникающих термов 

принадлежит мультиплету с кратностью r - l, другой - мультиплету с кратно

стью r + 1 , если терм исходной системы принадлежал мультиплету с кратностью r. 
Итак, уравнения (35) и (36) позволяют сравнительно просто находить мультипле

та в атоме, если известна структура (и соответствующие ей собственные функции) 
его иона или же атома, занимающего предшествующее положение в периодической 
системе. 

Проведенные здесь рассуждения имели целью дать общее представление о фи
зических проблемах, связанных с многоэлектронными атомами, и о математических 

методах решения этих проблем. Предложенную здесь схему, возможно, еще не

льзя считать достаточно общей. Но я хотел бы подчеркнуть, что безусловно верны 

следующие результаты: существует разбиение всех спектров на мультиплеты, в кото

рых расщепление определяется взаимодействием электронных магнитных моментов 

с движением центра тяжести электронов (закон косинуса и пропорции интервалов!); 
резонансное взаимодействие обуславливает расстояния между разными мультипле

тами при одинаковых квантовых .числах электронов; как в гелии, системы термов 

при исчезающем мультиплетном расщеплении распадаются на некомбинирующие 
подсистемы. 

111 

ЭФФЕКТ РЕЗОНАНСА В ТЕОРИИ ПОЛОСАТЫХ СПЕКТРОВ 

Квантовая механика внесла в теорию полосатых спектров существенное отли
чие от прежней квантовой теории только в том отношении, что колебательные 

и вращательные квантовые числа старой теории становятся теперь полуцелыми Iб). 
Этот результат безусловно позволяет объяснить многие наблюдаемые полосатые 
спектры. Однако есть и другие полосатые спектры, для которых он оkазывается 
недостаточным. 

Во многих полосах наблюдается чередование интенсивности, когда последопа
тельные линии вращательной полосы оказываются поочередно сильными и слабыми, 

16
) Heisenberg W. Zs. Phys., 1925, 33, 879. - Русский перевод: с. 209-228. Более подробно теория 

полосатых спектроs разsита на основе квантовой механики в работах: Mensing L. Zs. Phys., 1926, 36, 814; 
На!рет О. Zs. Phys" 1926, 38, 8; Dennison D. Phys. Rev. 1926, 28, 318; Schrбdinger Е. Ann. Phys., 1926, 79, 
489; Fues Е. Ann. Phys" 1926, 80, 367; 1926, 81, 281. 
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а в других полосах каждая вторая линия исчезает вообще 11>. Этот эмпирический 
факт, как известно, послужил поводом ддя представления термов этих полос пре

словугыми четвертъцелыми квантовыми числами. Такое представление, как бы оно 

ни подходило для упорядочения экспериментального материала IS), все же противо
речит принципу соответствия, потому что оно допускает изменения вращательного 

квантового числа вида р--+ р ± 1/2. Эти аномальные полосы наблюдались пока 
только в двухатомных молекулах с одинаковыми ядрами 19>. Поэтому естествен
но связывать чередование интенсивностей с резонансом ядер 20

). Мы рассмотрим 
теперь модель двухатомной молекулы с одинаковыми ядрами. 

Собственную функцию общей молекулярной задачи можно представить в виде 
произведения четырех собственных функций, из которых первая отвечает движени
ям электронов, вторая - колебаниям ядер, третья - поступательному движению 
центра тяжести молекул и, наконец, четвертая - вращению ядер. Теперь речь 

пойдет опять о разбиении термов на две системы, из которых первой соответствует 
собственные функции, симметричные по координатам ядер, а второй принаддежат 

собственные функции, изменяющие знак при перестановке ядер. Первый мно
житель в этих собственных функциях, соответствующий движениям электронов 

в молекуле, был подробно исследован в работе Хунда 21>. Мы возьмем · из нее 
результат, что, отвлекаясь от вырождения, «Электронная» функция будет всегда 
либо симметричной, либо антисимметричной по координатам ядер. Собственная 
функция колебаний будет, без сомнения, симметричной по координатам ядер, так 

как единственной переменной, от которой она зависит, служит расстояние между 

ядрами. Точно таким же образом безусловно симметричной по координатам ядер 
будет и собственная фунiсция, отвечающая движению центра тяжести молекулы. 
В качестве независимой переменной, от которой зависит вращательная собственная 

функция молекулы, мы выберем угол w с осью вращательного момента ядер р, т.е. 
угол между линией центров ядер и линией узлов - в нашем случае с какой-нибудь 

фиксированной прямой на плоскости, в которой вращается молекула. Враща

тельный момент р принимает целочисленные значения, но энергия оказывается 

пропорциональной (р + 1/2)2 с точностью до аддитивной постоянной. Собственная 
фуь.щия (ненормированная), отвечающая определенному значению вращательного 
квантового числа р, имеет тогда вид 

ipw 
е . {37) 

Перестановка ядер означает изменение угла w на 7Г. Значит, все вращательные 
функции (37) с четными значениями р будуг симметричны, а все функции с нечет
ными значениями р - антисимметричны по координатам ядер. Этот вывод можно, 
разумеется, проделать также с собственными функциями по Шредингеру, т. е., на
пример, с обычными полярными углами (), r.p; вычисления тогда стануг несколько 

17> Mecke R. Zs. Phys., 1924, 25, 597; 1924, 28, 261; 1925, 32, 823; Dieke G. Zs. Phys., 1925, 31, 326; 1925, 
33, 161. . 
18> Kratzer А. Ann. Ph~. 1923, 71, 72. 
19) Мекке (Mecke R. IZs. Phys., 1925, 31, 709) и Слэтер (Slater J.C. Nature, 1926, 117, 555) уже 
предполаrали, что чеqедование интенсивностей связано с симметрией ядер. Однако рассужцения как 
Мекке, так и Слэтера ртличаются от наших в суrnественных пунктах. Исследоsание Слэтера согласуется 
с нашими в отношени\.1 связи с принципом соотsетствия. 
20> См. также исследо$ние van Vleck J. Н. Phys. Rev., 1926, 28, 980. 
21> Hund F. Zs. Phys.,: 1927. Я обязан Хунду за возможность изучения этой работы до публикации 
и за обсуждение постаiтенной выше проблемы. 
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сложнее. В конце концов, мы получаем следующее разбиение на некомбинирующие 
системы термов. 

А. Симметричная система В. Антисимметричная система 

Симметричная электронная Антисимметричная электронная функция 
функция и р = о, 2, 4, ... и р = 1,3, 5, ... 
Симметричная электронная Антисимметричная электронная функция 
функция и р = 1, 3, 5, ... ир =0,2,4, ... 

Это разбиение соответствует разбиению термов гелия на пара- и ортосистему. 
Полосы, возникающие при комбинировании этих термов, существенно отлича

ются от обычных спектральных полос прежде всего в следующем отношении. При 
определенном электронном переходе существует или только нулевая ветвь (р-+ р) 
или только Р и Q-ветви (р-+ р ± 1). Первый случай имеет место, когда электрон
ный переход происходит между двумя однородными термами (симметричный -
симметричный или антисимметричный - антисимметричный), второй - ко
гда переход происходит между двумя разнородными термами (симметричный -
антисимметричный). 

Для дальнейшего обсуждения мы будем рассматривать раз.личные случаи. Сна
чала предположим, что ядра сферически симметричны, т. е. кроме рассмотренных 

здесь степеней свободы не имеют никаких других степеней свободы и, например, 
не обладают собственным вращением. Тогда обе изображенные выше системы 
никоИм образом не комбинируют друг с другом, и по аналогии со статистикой 
электронов и световых квантов пришлось бы предполагать, что в природе встреча

ется только одна из двух систем термов. Для полноты аналогии между статистикой 
протонов и статистикой электронов следовало бы иметь в виду в первую очередь 
антисимметричную систему В. Однако утверждать это с уверенностью нельзя, и для 
последующих рассуждений несущественно, какая из систем будет выбрана. Если 

существует только одна из двух систем, то при комбинировании термов возникают 
вращательные полосы, из которых каждая вторая линия выпадает. Если, например, 
окончательное решение дает антисимметричная система, то переходу от симметрич

ной электронной функции к антисимметричной соответствует только нулевая ветвь 

с переходами ... 5-+ 5, 3-+ 3, 1-+ 1. Аналогичная ситуация наблюдается в полосах 
гелия и кислорода, и можно полагать, по-видимому, что ядра гелия (атомный 
вес 4) и кислорода (атомный вес 16), будучи особенно устойчивыми, «замкну
тыми» образованиями, не обладают собственным вращением. Исключение одного 
из двух решений, т. е. сокращение статистических весов вдвое, как известно, играет 

существенную роль также при статистическом вычислении хими~ских постоянных. 

Предположим теперь второй случай, когда оба ядра рассматриваемой молекулы 
обладают собственным вращением с величиной s = 1/2, как у электронов, и пред
положим также, что окончательным решеJшем должна быть антисимметричная 

система. Тогда указанная выше схема термов будет полностью, аналогична схеме 

термов гелия 22>. Будут существовать обе системы А и В (орто- и nарасистема); они 
будут допускать совсем слабые перекрестные комбинации. В системе (А) магнитные 
моменты ядер устанавливаются антипараллельно, в другой системе (В) - параллель
но. Поэтому все термы системы В имеют статический вес 3, а термы системы (А) -
стат11стический вес 1. Следовательно, в некоторых полосах - например, в нуле
вой ветви, принадлежащей переходу: симметричная .._. симметрИчная электронная 
функция - будут присутствовать все линии; однако линии ... 51

-+ 5, 3-+ 3, 1 -+ 1 
будут втрое интенсивнее (отвлекаясь от зависимости интенсЦвности от других 
22> За указание на это обстоятельство я блаrодарю Ф. Хунда. 



Зддлчи многих ТFЛ и РЕЗОНАНС в КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ. 11 207 

факторов, например, температуры и т.д.), чем линии ... 4 -t 4, 2 -t 2, О -t О. Если 
вращательный момент s будет больше 1/2, то отношение статистических весов двух 
систем термов будет приближаться к единице. 

Такие случаи чередования интенсивностей, по-видимому, реализуются на опыте 

для N/ и, может быть, также для Н2 23>. По-видимому, можно полагать, что ядро 
азота ~3 ядра гелия+ 2 ядра водорода+ 1 электрон) и ядро водорода сами обладают 
собственным вращением. 

Чередование интенсивностей несколько другого рода будет происходить, если 
ядра, хотя и не имеют никаких других степеней свободы, но относятся к различным 

изотопам, т. е. представляют собой ядра различного вида с одинаковым зарядом. 
Тогда все молекулы, в которых содержатся различающиеся ядра, будуr испускать 
обыкновенные полосатые спектры, а спектры всех других молекул будуr иметь 

полосы описанного выше типа, с выпадением каждой второй линии. Наблюдаемое 
в целом чередование интенсивностей тогда будет зависеть от соотношения изотопов 
в смеси. Экспериментально такой случай, по-видимому, не обнаружен. 

Проведенное здесь рассмотрение по методам главы 2, § 2 может быть легко 
распространено на случай многоатомных молекул с одинаковыми атомами. Правда, 

такое исследование ввиду необозримости экспериментального материала пока 
что представляет только теоретический интерес. Поскольку, однако, примененные 
в главе 2, § 2 группы подстановок имеют для молекул более наглядный и конкретный 
смысл, мы рассмотрим здесь один частный пример. 

Представим себе трехатомную молекулу, состоящую 

из трех одинаковых атомов, расположенных в вершинах 

равностороннего треугольника (рис.1). Далее мы рас
смотрим ради простоты только собственные функции 
электронов, симметричные по ядрам. 

Собственные функции поступательного движения 
и колебаний всегда симметричны относительно ядер; 

мы рассмотрим прежде всего вращения в плоскости мо

лекулы. Пусть вращательный момент молекулы будет р 

и соответствующая собственная функция снова eipw, 

где w, как и выше, означает угол с осью р. Тогда 
в соответствии с главой 2, § 2 будуr существовать три 

р 

Рис. 1 

некомбинирующие системы термов Г1, Ге. Ге2 (е = e27ri/з), которые обладают тем 
свойством, что их собственные функции умножаются на 1, или е, или е2 , когда 
к этим собственным функциям применяется подстановка (1 2 3). 

Циклическая подстановка (1 2 3) означает точно поворот молекулы на 21Г/3, 
т. е. приращение w на 21Г /3. Далее существуют состояния молекулы, в которых 
последовательность атомов на схеме рис. 1 будет не 1 2 3, а 1 3 2. В одном случае 
подстаноака (1 2 3) означает поворот на 47Г/3. Термы полос для этой конфигурации 
также можно разбить на три системы Г 1 , Г 0 , Г 02 и в заключение в полной аналогии 
с таблицей (22), мы получаем: 

г, г. Г,2 

Конфигурация 1 2 3 Конфигурация 1 2 3 Конфигурация 1 2 3 
р;;;; O(modЗ) р:;; l(mod 3) р = 2(mod3) (38) 
Конфигурация 1 3 2 Конфигурация 1 3 2 Конфигурация 1 3 2 
р s О (mod 3) р = 2 (mod 3) р = 1(mod3) 

т Dieke G. Ven1J. Am~terd11m, 1924, 33, 390. 
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Как и в таблице (22), каждому терму системы Г0 соответствует терм системы ГЕ2 
с равной энергией; энергия 24> здесь пропорциональна р2 . Если предположить, 
что ядра точечносимметричны, то остается только симметричное либо анти
симметричное решение, так что реализуются только термы системы Г 1 , и мы 

получаем вращательные полосы, в которых действительно имеется только каждая 

третья линия, а две промежуточные линии всегда выпадают. Если предполагать 
и существование у ядер дальнейших степеней свободы, то картина чередования 

интенсивЦостей соответственно усложняется. 
В этиJt рассуждениях существенно ничего не изменится, если рассматривать 

самое общее вращательное движение трехатомной треугольной молекулы. Уrол w 
остается циклической координатой, а р - постоянной величиной. Добавляется 

еще одно вращательное квантовое число, которое соответствует полному враща

тельному моменту молекулы; полосы, порождаемые им, просто накладываются 

на рассмотренные выше полосы. 

Выше мы все время говорили о резонансе ядер; это бьшо оправдано ввиду анало
гии с рассуждениями главы 2, § 2. Однако и здесь под термином «резонанс» нельзя 
понимать сложное колебательное движение; правда, ядра движутся по одинаковым 

орб~.:~там (в различной фазе) и меняют место с некоторой колебательной частотой. 
Но это происходит просто вследствие вращения и роль колебательной частоты 
здесь играет частота вращения. Это соображение позволяет также просто объяснить 
парадокс, который мог бы привести к трудностям в понимании разбиения термов. 
Сначала кажется странным, что простые вращения, при которых ядра, конечно, дви
жутся по «эквивалентным» орбитам, возможны также (для точечно симметричных 
ядер) в пределах антисимметричной системы, в которой «эквивалентные орбиты» 
ядер существовать не могут. Решение этой трудности состоит в том, что термин 
«эквивалентные орбиты» на самом деле определен выше лишь для предельного слу

чая исчезающего взаимодействия. Если мы закрепим ядра дополнительной силой 

в фиксированной точке и затем адиабатически снимем взаимодействие, то враща
тельные движения с антисимметричной собственной функцией вовсе не перейдут 

в «эквивалентные движения» двух ядер. Выбор антисимметричной системы здесь 

не может быть естественным образом обоснован требованием несуществования 
эквивалентных орбит. 

Эмпирический материал для проверки сделанных здесь выводов имеется пока 
что только для полос в спектрах двухатомных молекул. Можно надеяться, что при 

детальном анализе этого эмпирического материала с точки зрения резонанса ядер 

будут сделаны важные заключения о свойствах ядер. 

Копенгаген, Институт теоретической физики 

24
) См. Dennison D. Phys. Rev. 1926, 28, 318. 



О НАГЛЯДНОМ СОДЕРЖАНИИ 

КВАНТОВОТЕОРЕТИЧЕСКОЙ 
КИНЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ* 

В настоящей работе сначала даются точные определения понятий: положение 

(координаты), скорость, энергия и т. д. (например, для электрона); эти определения 
остаются справедливыми и в классической механике; показывается, что одновре

менное измерение канонически сопряженных величин возможно лишь с некоторой 

характеристической неточностью(§ 1). Непосредственная причина появления в кван
товой механике статистических закономерностей кроется именно в этой неточно
сти. Математическую формулировку для нее удается получить с помощью теории 
Дирака-Иордана (§2). Полученные таким образом принципы применяются для 
рассмотрения макроскопических явлений с точки зрения квантовой механики (§ 3). 
Теория поясняется некоторыми частными мысленными экспериментами (§ 4). 

Мы думаем, что физическая теория понятна и наглядна тогда, когда мы можем 
представлять себе ее качественные следствия для эксперимента во всех простых 

случаях, и вместе с тем тогда, когда мы уже убедились в том, что применение 
теории не приводит к внутренним противоречиям. Например, мы думаем, что идея 
Эйнштейна о замкнутом трехмерном мире понятна и наглядна, так как мы можем 

мысленно представить себе без противоречий ее последствия для эксперимента. 
Правда, эти следствия из нее противоречат нашим привычным представлениям 

о пространстве и времени. Однако мы можем убедиться в том, что возможность 
применения этих привычных представлений о пространстве и времени к очень 

большим областям пространства не обоснована ни законами нашего мышления, 

ни опытом. Наглядное истолкование квантовой механики пока еще полно внутрен

них противоречий, которые отражаются в борьбе'мнений в вопросе о дискретности 
и континууме, частицах и волнах. Уже отсюда можно сделать вывод о том, 
что истолкование квантовой механики с помощью обычных понятий кинематики 
и механики абсолютно невозможно. Ведь квантовая механика возникла как раз 

из попытки порвать с этими обычными понятиями кинематики и поставить на их 
место соотношения между конкретными числами, полученными экспериментально. 

Поскольку эта попытка, по-видимому, оказалась удачной, то и математическая 

схема квантовой механики, со своей стороны, не нуЖДается в пересмотре. Не тре

буется также пересматривать пространственно-временную геометрию для малых 

областей пространства-времени, так как, выбирая достаточно тяжелые массы, мы 
можем сделать квантовомеханические законы как угодно близкими к классическим 
законам, даже если речь идет о еще более малых областях пространства и времени. 
Однако то обстоятельство, что понятия кинематики и механики пересматривать 

необходимо, следует, по-видимому, прямо из основных уравнений квантовой ме

ханики. Если дана некоторая определенная масса m, то по нашим обычным 

• Uьer den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Кinematik und Mechanik. - Zs. Phys., 1927, 43, 
172-198. Перевод А. А. Сазыкина. 
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представлениям имело бы простой и понятный смысл говорить о положении 

(координате) и скорости центра тяжести этой массы т. Однако в квантовой меха
нике между массой, координатой и скоростью должно существовать соотношение 

pq - qp = h/21Гi. Поэтому мы с полным основанием можем питать подозрения 
к некритическому употреблению слов «координата» и «скорость», Если согласить

ся с тем, что типичной чертой процессов в очень малых областях пространства 

и времени является та или иная дискретность, то в несостоятельности понятий 

«координата» и «скоростм можно убедиться даже непосредственно. Если, напри

мер, мы представим себе одномерное движение материальной точки, то в теории 

континуума можно нарисовать непрерывную кривую x(t) (рис. 1), изображающую 
траекторию частицы (точнее, ее центра тяжести); касательная к этой кривой будет 

. . . 
х х 

t.___ __ 
-t 

Рис. 1 Рис. 2 

давать скорость частицы. Напротив, в дискретной теории вместо этой непрерывной 
кривой появится ряд точек, разделенных друг от друга конечными промежутками 

(рис. 2). В этом случае, очевидно, говорить о скорости в некотором определенном 
положении бессмысленно, ибо скорость может быть определена только двумя 
точками, а отсюда, в свою очередь, следует, что каждой точке принадлежат две 

разных скорости. 

Поэтому возникает вопрос, возможно ли при более точном анализе указанных 
кинематических и механических понятий устранить противоречия, существующие 

до сих пор в наглядном истолковании квантовой механики, и возможно ли достичь 

наглядного понимания квантовомеханических соотношений I). 

§1 
По11ятия: коорди11ата, траектория (орбита), скорость, эперrия 

Для того, чтобы можно было следить за квантовомеханическим поведением 
какого-нибудь предмета, необходимо знать массу этого предмета и силы аэаи
модействия с какими-нибудь полями и другими предметами. Только тогда можно 
составить гамильтонову функцию квантовомеханической системы. Следующие ниже 
соображения в общем относятся к нерелятивистской квантовой механике, посколь
ку законы квантовотеоретической электрод1шамики известны пока еще далеко 

1> Данная работа возникла благодаря стремлениям и желаниям, которые были отчетли1ю выражены 
другими исследованиями уже много раньше, до создания квантовоif механики. Я особенно вспоминаю 

здесь работы Бора об основных постулатах квантовой теории (например, z~. Phys" 1923, 13, 117) и дис
куссии Эifнщтеifна по вопросу о связи МОJКдУ волновым полем и светщ1ыми квантами. В новейшее время 
обсуждаемые здесь проблемы яснее всего рассмотрень1 В. Паули, частично ответившим на возникшио 
вопросы (Раи// W. Quantenthoorie. Handbuch der Physlk, Bd. 23. Н. Geiger und К. Scheel (Hrsg.), Berlln, 
Springer-Verl11в. 1926. ~ Русский перевод: Паули В. Труды по квантовоif теорпи. М.: Наука, 197.S): 
в формулнровке ~тих ПJЮблем квантовая механика, цк тж1щ1щQ Л11ули, прои11ЮJ11111ишь незначительные 
измененпя. Мне доставля1Л Qсобую рцдость побл11rодарить здес~. В. Паули :т многократное стимули" 
ро~ние 11 CQQMeCТ/IЫX устных п ПllСЬМ\!ННЫХ ДlfС!(}'ССИЯХ, которые 11неСЛ1f сущоственный ВКЛllД в ~ 
работу. 
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не полностью 2>. Каких-либо дальнейших высказываний о «виде» предмета не тре
буется, и словом «Вид» целесообразнее всего называть совокупность упомянутых 

выше сил взаимодействия. 

Если мы хотим внести ясность в то, что следует понимать под словами 
«координата предмета», например, координата электрона (в некоторой заданной 
системе отсчета), то мы должны сделать определенные эксперименты, с помощью 
которых можно измерить эту «координату электрона»; иначе эта слова не имеют 

смысла. В подобных экспериментах, которые позволяют измерять «координату 

электрона» в принципе даже совершенно точно, недостатка не имеется, например: 

пусть мы осветим электрон и рассмотрим его под микроскопом. Наивысшая 
достижимая точность определения координаты определяется здесь в основном 

длиной волны используемого света. В принципе мы могли бы построить, например, 
микроскоп на -у-лучах и измерить с его помощью координаты настолько точно, 

насколько мы этого пожелаем. Однако, при таком определении оказывается 

существенным побочное обстоятельство: эффект Комптона. Всякое наблюдение 
света, рассеянного электроном, предполагает использование фотоэлектрического 

эффекта (в глазе, на фотопластинке, в фотоэлементе), и поэтому оно может 
быть также истолковано следующим образом: квант света падает на электрон, 

отражается от него или претерпевает на нем дифракцию и затем после еще одного 

отклонения линзами микроскопа вызывает фотоэффект. В момент определения 
координаты, т. е. в момент, когда квант света дифрагирует на электроне, электрон 

изменяет свой импульс скачкообразно. Это изменение тем больше, чем меньше 
длина волны используемого света, т. е. чем точнее определяется координата. 

Поэтому в тот момент, когда координата электрона известна, его импульс может 
быть известен только с точностью до величины, соответствующих указанным 

скачкообразным изменениям; таким образом, чем точнее определена координата, 

тем с меньшей точностью известен импульс и наоборот; в этом мы видим 
непосредственное наглядное объяснение соотношения pq - qp = h/21Гi. Пусть q1 
будет точность, с которой известно значение q ( q1 примерно равна средней 
ошибке q), т.е. здесь длина волны света, р 1 - точность, с которой определяется р, 
т. е. здесь величина скачкообразного изменения р при эффекте Комптона; тогда 
в соответствии с элементарными формулами эффекта Комптона Р1 и q1 связаны 
соотношением 

( 1) 

Тот факт, что соотношение (1) непосредственно связано математически с пере
становочным соотношением pq - qp = h/27ri, будет показан позднее. Здесь следует 
указать на то, что уравнение (1) точно выражает факты, которые ранее пытались 
описывать с помощью разбиения фазового пространства на ячейки размером h. 

Для определения положения электрона можно также предпринимать другие 
эксперименты, например, опыты со столкновениями. Для точного измерения ко
ординаты требуются столкновения с очень быстрыми частицами, так как в случае 
медленных электронов точному определению координаты препятствуют дифракци
онные явления, которые по Эйнштейну связаны с волнами де Бройля (см" на
пример, эффект Рамзауэра). Таким образом, при точном измерении координаты 
импульс электрона опять изменяется скачкообразно, и простая оценка точности 
по формулам для волн де Бройля снова дает соотношения (1). 

Этой дискуссяей понятие «положение (координата) электрона» определено, 
по-видимому, достаточно ясно, и еще остается прибапитъ лишь несколько слоn 

l) Недавно в этой об1111сти бщп дocntrнyrы большие успехи благодаря работам П. Дирака (Dlrac Р. 
Proc. Roy. Soc" 1927, А 114. 243 и последу~ошие работы). 
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о «величине» электрона. Если две очень быстрых частицы попадают на электрон 
поочередно через очень короткий интервал времени Лt, то положения электрона, 
определенные этими двумя частицами, будут находиться друг от друга на очень 

близком расстоянии Лl. Из законов, которые наблюдаются для а-частиц, мы 
заключаем, что Лl можно уменьшить до величин порядка 10-12 см, если только 
выбрать достаточно малый интервал Лt и взять достаточно быстрые частицы. 
Значит, мы можем сказать, что электрон - это частица, радиус которой не более 
10-12 СМ. 

Теперь мы переходим к понятию «траектория электрона». Под траекторией мы 
понимаем последовательность точек пространства, (в некоторой заданной системе 
отсчета), которые электрон поочередно занимает в качестве своих «координат». 
Поскольку мы уже знаем, что следует понимать под «координатой в некоторый 
определенный момент времени», новых трудностей здесь не возникает. Тем не менее 
легко видеть, что часто употребляемая фраза « 18 -орбита электрона в атоме 

водорода» с нашей точки зрения смысла не имеет. Ведь для того, чтобы измерить 

эту 18-«орбиту», следовало бы осветить атом излучением с длиной волны во всяком 
случае значительно короче 1 о-8 см. Но достаточно одного единственного кванта 
такого излучения, чтобы полностью вырвать электрон с его «орбиты» (вследствие 
чего всегда можно определить только одну единственную пространственную точку 

такой орбиты), и потому слово «орбита» здесь также не имеет разумного смысла. 
К этому выводу можно прийти, даже не зная новейших теорий, просто рассматривая 

одни лишь возможности эксперимента. 

В протищшоложность этому мысленное измерение положения большого числа 
атомов в состоянии 18 выполнить можно. (Атомы в принципе возможно изолиро
вать в некотором заданном «стационарном» состоянии, например, с помощью опыта 

Штерна-Герлаха.) Поэтому для определенного состояния атома, например, 18, 
должна существовать функция вероятности координат электрона, которая соответ

ствует среднему значению классической орбиты, взятому по всем фазам, и которая 

может быть определена с какой угодно точностью путем измерений. По Борну 3>, 
эта функция дается произведением Ф 1s(q)ф18(q), где ф 1 s(q) означает шрединге
ровскую волновую функцию, принадлежащую состоянию 18. Вместе с Дираком 
и Иорданом я хотел бы, имея в виду позднейшие обобщения, сказать: вероятность 
дается произведением 8(18, q)S(l8, q), где 8(18, q) означает тот столбец матрицы 
преобразования 8(Е, q) энергии Е по q, который принадлежит Е = Е18 • 

В том, что в квантовой теории для определенного состояния, например, 18 
можно указа'Fь только вероятностную функцию координат электрона, можно 

вместе с Борном и Иорданом усматривать характеристическую статистическую 

черту квантовой теории в противоположность классической теории. Однако, при 

желании можно, вместе с Дираком, также сказать, что статистика привносится 

нашими экспериментами. Ибо, очевидно, что и в классической теории можно было 
указывать только вероятность некоторого определенного положения электрона, если 

З) Статистический смысл волн де Бройля впервые был сформулирован А. Эйнштейном (Einstein А. 
Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1925, 3. - Русский перевод: Эйнштейн А. Собрание научных трудов. Т. 3. 
М.: Наука, 1966. С.489). Этот статистический элемент в квантовой механике играет суmественную роль 
в работах М. Борна, В. Гейзенберга и П. Иордана (Вот М., Heisenberg W., Jordan Р. Quantenmechanik 11. 
Zs. Phys., 1926, 35, 557. - Русский перевод: с.127-175) особенно в rл.4, §3, и П.Иордана (Jordan Р. 
Zs. Phys., 1926, 37, 376); математически он был проанализирован и применен для объяснения процессов 
столкновения в основоположной работе М. Борна (Вот М. Zs. Phys., 1926, 38, 803). Обоснование 
вероятностной интерпретации на основе теории преобразований матриц имеется в работах: Heisenberg W. 
Zs. Phys., 1926, 40, 501; Jordan Р. Zs. Phys., 1926, 40, 661; Pauli W. Примечание в Zs. Phys., 1927, 41, 81; 
Dirac Р. Proc. Roy. Soc., 1926, А 113, 621; Jordan Р. Zs. Phys., 1926, 40, 809. В общем виде статистическая 
сторона квантовой механики обсуждается в работах Jordan Р. Natшwiss., 1927, 15, 105; Вот М. Natшwiss., 
1927' 15, 238. 
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нам неизвестны фазы атома. Различие между классической и квантовой механикой 
состоит скорее в том, что классически мы всегда можем считать фазы известными 

из предшествующих экспериментов. Однако на самом деле это невозможно, потому 

что всякий эксперимент по определению фазы разрушает или изменяет атом. 

В определенном стационарном «состоянии~ атома фазы являются принципиально 
неопределенными, в чем можно усматривать непосредственную интерпретацию 

известных уравнений 

h 
Et-tE= -

27Гi 
или 

h 
Jw-wJ=-

27Гi 

(здесь J - переменная действия, w - угловая переменная). 
Понятие «скоростм некоторого предмета можно легко определить с помощью 

измерений, если речь идет о свободном движении. Можно, например, осветить 
предмет красным светом и измерить скорость частицы, определяя эффект Допплера 

в рассеянном свете. Чем больше длина волны взятого света, тем точнее будет 
измерена скорость, потому что тогда световой квант будет тем меньше изменять 

скорость частицы вследствие эффекта Комптона. Определение координат тогда 
станет соответственно неточным, как показывает уравнение (1). Если надо изме
рить скорость некоторого электрона в атоме в некоторый определенный момент 

времени, то мы должны примерно в этот момент заставить внезапно исчезнуть 

заряд ядра и силы воздействия остальных электронов, так что движение после 

этого станет свободным, и тогда можно будет выполнить указанное выше изме

рение. Как и выше, здесь можно легко убедиться в том, что для определенного 
состояния атома, например lS, функция p(t) не может быть определена. На
против, в этом состоянии опять существует вероятностная функция р, значение 

которой, по Дираку и Иордану, равно S(1S, p)S(IS, р). Здесь S(IS, р) снова 
означает тот столбец матрицы преобразования S(E,p) энергии Е по р, который 
принадлежит Е = E1s. 

Наконец, следует указать еще эксперименты, позволяющие измерять энергию 
или значения переменной действия J; такие эксперименты представляются осо
бенно важными, потому что только с их помощью можно определить, что же мы 
имеем в виду, говоря о дискретном изменении энергии и J. Вследствие спра
ведл.ивости закона сохранения энергии в квантовой теории опыты Франка-Герца 
со столкновениями электронов позволяют свести измерение энергии атома к изме

рению энергии прямолинейно движущегося электрона. Это измерение может быть 
выполнено в принципе с любой точностью, если только отказаться от одновремен

ного определения положения, т. е. фазы, электрона (ер. выше с определением р) 
в соответствии с соотношением Et- tE = h/21Гi. Опыт Штерна-Герлаха позволяет 
определять магнитный или средний электрический момент атома, т. е. измерять 

величины, зависящие только от переменной действия J. Фазы остаются принципи
ально неопределенным». Так же, как лишено смысла говорить о частоте световой 
волны в некоторый определенный момент времени, нельзя говорить об энерrnи 
атома в некоторый определенный момент времени. В опыте Штерна-Герлаха этому 
отвечает то обстоятельство, что точность измерения энергии тем меньше, чем короче 
промежуток времени, в течение которого атом подвергается действию отклоняющей 

силы 4>. Ведь верхняя rpaliипa для отклоняющей силы задается тем, что юменение 
потенциальной энергии уJ(азанной отклоняющей силы в пределах ~помJiого Ii)'чка 
должно быть суw.ественно меньше различия энергии стационарных состояний, есл» 

4) См. по этому 11011оду Pauli W. Ор. cit. S. 61. - Русский перевод: Паули В. Указ. соч. С. 80-81. 
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только определение энергии стационарных состояний возможно. Пусть Е1 будет 

величина энергии, удовлетворяющая этому условию (Е1 также равна точности 
измерения энергии); тогда E 1/d будет наибольшим значением отклоняющей силы, 
если d означает ширину пучка атомов (измеряемую шириной используемой щели). 
Угловое отклонение атомного пучка тогда будет равно E 1t 1/dp, где t 1 означает 
промежуток времени, в течение которого атомы подвергаются действию отклоняю

щей силы, р - импульс атомов в направлении пучка. Для того, чтобы измерение 
было возможным, это отклонение по величине должно быть по меньшей мере того 

порядка, как и естественное расширение пучка, вызванное дифракцией на щели. 

Угловое отклонение из-за дифракции примерно равно Л/d, где >. означает длину 
волны де Бройля, так что 

h 
или, поскольку >. = - ' 

р 

(2) 

Это уравнение соответствует уравнению (l). Оно показывает, что точное опре
деление энергии может быть достигнуто только при соответствующей неточности 

в определении времени. 

§2 

Теория Дирака-Иордана 

Результаты предшествующего раздела можно кратко сформулировать и обоб

щить следующим образом: все понятия, которые используются для описания ме
ханической системы в классической теории, могут быть точно определены также 
для процессов в атоме, аналогичных классическим явлениям. Однако эксперимен
ты, с помощью которых можно бьmо бы сделать это, в соответствии с опытом, 
заключают в себе неопределенность, если мы требуем, чтобы они давали од

новременно точные значения канонически сопряженных величин. Степень этой 
неопределенности дается соотношением (l) (в применении к каким-либо кано
ническим сопряженным величинам). Здесь напрашивается сравнение квантовой 
теории со специальной теорией относительности. В соответствии с теорией от
носительности слово «одновременностЬ» может быть определено не иначе как 

при помощи экспериментов, в которых существенно используется скорость рас

пространения света. Если бы существовало более «Четкое» определение одно

временности, к примеру, с помощью сигналов, распространяющихся бесконечно 
быстро, то теория относительности не была бы возможной. Но так как таких 
сигналов не бывает, так как, наоборот, скорость света уже входит в определе
ние одновременности, становится возможным постулат о постоянстве скорости 

света, причем этот постулат не противоречит употреблению слов «Положение, 

скорость, время» в соответствии с их физическим смыслом. Аналогично обсто
ит дело с определением понятий «положение (координата) электрона, скорость» 
в квантовой теории. Все эксперименты, которые мы можем применить для опре

деления этих понятий, необходимо содержат соответствующую уравнению (1) 
неточность, хотя они и позволяют точно определить каждую из величин р, q 
по отдельности. Если бы существовали эксперименты, которые одновременно 
позволяли бы определить р и q «более точно», чем это следует из уравне

ния ( l), то квантовая механика бьmа бы невозможной. Таким образом, не
точность, установленная уравнением ( l), только обеспечивает справедливость 
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связей, точно выражаемых квантовомеханическими перестановочными соотноше

ниями 
h 

pq-qp=-.. 
21ri 

Она делает это уравнение возможным при сохранении физического смысла вели

чин р и q. 
Для тех физических явлений, для которых квантовотеоретическая формулировка 

еще неизвестна (напрИмер, для электродинамики), уравнение (1) означает требо
вание, которое может быть полезным при отыскании новых законов. В квантовой 
механике уравнение (1) может быть выведено из формулировки Дирака-Иордана 
с помощью ее небольшого обобщения. Если для определенного значения 1/ како
го-нибудь параметра, мы, определяя координату электрона q, находим ее равной q' 
с неточностью q1 , то этот факт можно описать, задавая амплитуду вероятно
сти S('f/, q), которая заметно отличается от нуля только вблизи q' в области, размер 
которой приблизительно равен q1• В частности, можно положить 

{ 
(q - q')2 21ri } 

S('f/, q) "'ехр - 2q~ - hp'(q - q') , 

так что 

S S rv е -(q-t/)
2 М. 

Тогда для амплитуды вероятности, соответствующей р, имеем 

S('f/, р) = ! S(fJ, q) S(q, р) dq. 

По Иордану, S(q, р) можно взять в вИде 

S(q,p) = e21ripq/h. 

(3) 

(4) 

(5) 

По формуле (4) S('Гf,p) теперь будет заметно отличаться от нуля только для таких 

значений р, для которых 21r(p~p')qi не слишком превышает 1. В частности для 
случая (3) имеем 

S('Гf.p)"' / ехр { 27Гi(р- p')q - (q' -2q)2} dq, 
h 2ql 

т.е. 

{ 
(р - р')2 21ri } 

S('Гf,p) "'ехр -
2
Pi + hq'(p - р') , 

так что 
- (р ')2/ 2 88 rv е- -р Pt , 

где 

(6) 

Таким образом, предположение (3) для S('f/, q) соответствует экспериментальному 
факту, что для р и q были измерены значения р' и q' (с ограничением точности (6)). 

В чисто математическом отношении формулировка квантовой механики, данная 
Дираком и Иорданом, отличается тем, что соотношения между р, q, Е и т. д. 
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моrут быть записаны в виде уравнений для матриц весьма общего вида, таких, 

что каждая заранее заданная квантовотеоретическая величина принимает форму 

диагональной матрицы. Возможность такой записи становится очевидной, если 
представить себе наглядно матрицы как тензоры (например, моментов инерции) 
в многомерных пространствах, связанные между собой математическими соотно

шениями. Оси системы координат, в которой выражаются эти математические 
соотношения, всегда можно расположить по главным осям одного из этих тензоров. 

Наконец, математическое соотношение между двумя тензорами А и В можно также 

всегда характеризовать формулами преобразования, переводящего систему коорди
нат, ориентированную по главным осям А, в другую систему, ориентированную 

по главным осям В. Последняя формулировка соответствует теории Шредингера. 
Истинно же «инвариантной», не зависящей ни от каких координатных систем, 

интерпретацией квантовой механики мы будем считать формальную схему Дирака, 
в которой введено понятие q-чисел. Если мы хотим получать из этой матема
тической схемы физические результаты, то мы должны квантовотеоретическим 
величинам, таким, как матрицы (или «тензоры» в многомерном пространстве), 
сопоставлять числа. Это следует понимать в том смысле, что в указанном многомер

ном пространстве произвольно вьщеляется некоторое определенное направление 

(именно, оно устанавливается родом поставленного эксперимента) и спраши
вается, какое «значение» (например, значение момента инерции в наглядной 
иллюстрации) матрица имеет в этом вьщеленном направлении. Этот вопрос имеет 
однозначный смысл только тогда, когда веделенное направление совпадает с на

правлением одной из главных осей рассматриваемой матрицы; в этом случае 

на поставленный вопрос существует точный ответ. Но и в том случае, когда 

вьщеленное направление несколько отклоняется от одной из главных осей ма

трицы, все же можно говорить о «значении» матрицы в заданном направлении 

с некоторой неточностью, заданной относительным отклонением, т. е. с некоторой 

вероятной ошибкой. Таким образом, мы можем сказать: каждой квантовотеоре
тической величине или матрице можно сопоставить некое число, указывающее 

ее «значение с некоторой вероятной ошибкой; вероятная ошибка зависит от си

стемы координат; для каждой квантовотеоретической величины существует одна 

система координат, в которой вероятная ошибка для этой величины исчезает. 

Следовательно, некоторый определенный эксперимент никогда не может дапать 

точных сведений о всех квантовотеоретических величинах, скорее он подразделяет 

характерным для себя образом физические величины на «Известные» и «неизвест
ные» (или: величины, известные с большей или меньшей точностью). Результаты 
двух экспериментов можно точно вывести один из другого только тогда, когда 

оба эксперимента подразделяют физические величины на «изпестные» и «Jiеиз

вестные» одинаковым образом (т. е. когда тензоры в многомерном пространстве, 
которое много раз применялось д;IЯ наглядности описания, были «ПИд»Ы• п обо
их экспериментах с одного и того направления). Если же дпа эксперимента 
дают различное разбиение величин на «известное» и «неизвестное•, то резуль
таты этих экспериментов моrут быть связаны между собой только случайно, 
статистически. 

С целью более Детального рассмотрения указанной выше статистической вза~ 
имосвязи мы обсудим мысленный эксперимент. Предположим, что пучок атомов 
в опыте Штерна-Герлаха сначала пересекает поле F1, обладающее в направлении 
пучка настолt>ко сильной неоднородностью, что оно вызыпает заметное чис.1ю 
переходоп пследстпие 13ызываемого им «нстряхивания•. Затем пусть пучок aТQMOJI 
летит некоторое время свободно, но на некотором определенном расстояни;и QТ F1 
пусть начинается второе поле F2 , столь же неоднородное, как F1 • 
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В промежуrке между F1 и F2, а также после F2, мы можем измерить числа 
атомов в различных стационарных состояниях, прикладывая, например, магнитное 

поле. Силы реакции излучения атомов мы приравняем нулю. Если мы знаем, что 
атом, прежде чем пересечь поле F1 , находился в состоянии с энергией En, то 
этот экспериментальный факт мы можем описать, поставив атому в соответствие 
волновую функцию - например, в р-пространстве - с определенной энергией En 
и неопределенной фазой fЗn 

{ 
. а+ /Зn} S(En,p)='l/J(En,p)exp -21Г~Еп-h- · 

После пересечения поля F 1 эта функция превратитс!J 5> в следующую: 

S(En,P) ~ :Е Сnт'Ф(Ет,Р) ехр {-21ГiЕт а :/Зт }· 
т 

(7) 

Здесь /Зт выбираются произвольно таким образом, чтобы коэффициенты Cnm 
определялись полем F1 однозначно. Матрица Cnm преобразует значения энергии, 
существовавшие до пересечения поля: F1 , к значениям энергии после пересечения 
поля F1 • Если мы произведем определение стационарных состояний после F 1 , 

например, с помощью неоднородного магнитного поля, то с вероятностью Сnтёпт 

мы найдем, что атом перешел из состояния п в состояние m. Если мы устано
вим экспериментально, что атом в самом деле перешел именно в состояние m, 
то для последующих вычислений мы должны будем сопоставить ему не функ

цию Е CnmSm, а функцию Вт с неопределенной фазой; экспериментально уста-
m 

новив «состояние m», мы выбираем из множества возможностей (Спm) лишь одну 
определенную (m), но в то же время, как будет показано впоследствии, разрушаем 
все сведения о фазовых соотношениях, содержавшиеся еще в величинах Cnm. При 
пересечении пучком атомов поля F1 повторяется то же самое, что было при прохо
ждении через поле F1• Пусть dnm будут коэффициенты матрицы преобразования, 
которые переводят энергии до поля F1 в энергии после поля F1. Если между 
полями F1 и F2 измерение состояния не производится, то собственная функция 
преобразуется по следующей схеме 

(8) 
т т 

Введем обозначение Е Cnmdm1 = en1. Если стационарное состояние атома устано-
m 

влено после пересечения поля F2, то с вероятностью en1ёn1 мы найдем состояние l. 
Если же в промежутке между F1 и F2 было экспериментально установлено «состоя
ние m», то вероятность состояния «l» после F2 будет задана произведением dmidm1. 
Таким образом, при многократном повторении всего эксперимента (причем каждый 
раз между F1 и F2 производится определение состояния) после F1 будет наблюдено 
состояние l с относительной частотой Zn1 = Е Cnmёnmdm1dm1· Это выражение 

т 

не совпадает с en1ёn1. Иордан говорил поэтому об «Интерференции вероятностей». 
Однако я не хотел бы присоединяться к этому мнению. Ведь эти два эксперимента, 
дающие en1ёn1 или Zn1, на самом деле физически различаются. В одном случае атом 
между F1 и F1 не испытывает возмущения, в другом он подвергается действию 

s) Dirac Р. Proc. Roy. Soc" 1926, А 112, 661; Вот М. Zs. Phys" 1926, 40, 167. 
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приборов, которые позволяют произвести определение стационарного состояния. 

Вследствие применения этих приборов «фаза» атома изменяется принципиаль
но неконтролируемым образом, точно так же, как при определении координат 

электрона изменяется его импульс (см. § 1). Магнитное поле для определения 
состояния между F1 и F2 будет расстраивать собственные значения Е, при наблю
дении пучка атомов (я имею здесь в виду, например, снимки Вильсона) атомы 
будут тормозиться различным, статистически неконтролируемым образом и т. д. 
Вследствие этого окончательная матрица преобразования (от значений энергии 
до прохождения через поле F, к значениям энергии после выхода из поля F2) еп1 
уже не будет равна L: Cnmdm1, так как каждый член суммы имеет еще неизвестный 

т 

фазовый сомножитель. Таким образом, мы можем лищь ожидать, что усредненное 
по всем этим фазовым изменен.иям значение еп1еп1 равно Znl· Простое вычисление 
показывает, что это действительно так и есть. Итак, на основании одного экспе
римента мы можем по некоторым статистическим правилам делать предсказания 

о возможных результатах другого эксперимента. Этот второй эксперимент сам 
выбирает из полного множества возможных исходов один вполне определенный 

и тем самым ограничивает возможные исходы всех последующих экспериментов. 

Такая интерпретация уравнения, определяющего матрицу преобразования S, или 
волнового уравнения Шредингера возможна только потому, что сумма решений 
снова есть решение. В этом мы видим глубокий смысл линейности уравнений 
Шредингера; именно поэтому эти уравнения можно понимать только как уравне
ния волн в фазовом пространстве, и поэтому же мы можем считать безнадежной 
всякую попытку сделать эти уравнения нелинейными, например, в релятивистском 

случае (для многих электронов). 

§3 
Переход от микро- к макромеханике 

Анализ терминов «положение (координата) электрона», «скорость•, «энергия• 
и т. д., проведенный в предшествующих параграфах, прояснил, по-моему, в доста
точной мере понятия квантовотеоретической кинематики и механики, так что теперь 

должна также существовать возможность наглядного объяснения макроскопических 
явлений с позиций квантовой механики. Переход от микро- к макромеханике 

рассматривался еще Шредингером б), но я не думаю, что рассуждение Шредингера 
относится к существу проблемы, и притом по следующим причинам. По Шре
дингеру, в высоко возбужденных состояниях сумма собстnенных колебаний должна 
образовьщать не слишком большой волновой пакет, который в свою очередь при 
n.ериодических »зменениях своей величины совершает такие же периодические 
дЪМ.Жения1 . как и классический «электрон•. На это можно возразить следующим 
образом: .е~.ли бы nолновой пакет имел такие свойства, какие были описаны рыше, 
то испускЗем<>е атомом излучение можно было бы разлагать в ряд Фурье, в кото
ром частоты обертонов бьmи бы целыми кратю~1ми некоторой основной частоте. 
Однако, сог;щсно квантовой механике частоты спектральных линий, испускаемых 
11томом, никогда не бывают целыми кратными некоторой основной частоте -
ищопочщ1. особмй случай гармонического осциллятора. Рассуждение Шредингера, 
сдедоJJательно, можно провести только для рассмотренноrо им гармонического 

осц}fллятора, во всех же других случаях волновой пакет с течением времени рас· 
плывается Jщ всему пространству в окрестности атома. Чем пыше возбужденное 
состояние атома, тем медленнее происходит указанное расплывание волнового 

6) Schrбdinger Е. Naturwiss., 1926, 14, 664. 
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пакета. Но если подождать достаточно долго, то оно произойдет. Приведенный 
выше аргумент, касающийся испускаемого атомом излучения, может быть вы
двинут, прежде всего, против всех попыток добиться непосредственного перехода 
квантовой механики в классическую при больших квантовых числах. Поэтому 
раньше этот аргумент пытались обойти, ссьmаясь на естественную ширину излуче

ния из стационарных состояний; без сомнения: незаконно, ибо, во-первых, этот 
выход оказывается закрытым уже для атома водорода ввиду малой интенсивности 

излучения в высоко возбужденных состояниях, и, во-вторых, переход квантовой 

механики в классическую должен быть понятен даже без заимствований из элек
тродинамики. На эти известные трудности, стоящие на пути непосредственного 

перехода квантовой теории в классическую, раньше уже не раз указывал Бор 7). Мы 
разъяснили их здесь снова столь обстоятельно лишь потому, что в последнее время 
их, по-видимому, стали предавать забвению. 

Я думаю, что возникновение классической «траектории» («орбиты») можно 
сформулировать точно следующим образом: «траектория• («орбита•) возникает 
только вследствие того, что мы ее наблюдаем. Пусть, например, имеется атом 
в 1000-м возбужденном состоянии. Размеры орбиты здесь уже относительно ве
лики, так что в духе § l достаточно провести определение положения электрона 
с помощью сравнительно длинноволнового света. Если мы хотим определить 
положение с не очень большой ошибкой, то вследствие комптоновской отдачи 
атом будет находиться после столкновения в состоянии, имеющем номер, скажем, 

где-нибудь между 950 и 1 050; одновременно по эффекrу Допплера можно измерить 
импульс электрона с точностью, определяемой соотношением (1), Этот экспери
ментальный факт можно характеризовать волновым пакетом в q-пространстве -
лучше сказать, вероятностным пакетом, - составленным в основном из соб
ственных функций в диапазоне состояний от 950 до l 050, причем размеры 
пакета определяются длиной водны исполъзовацного света, а также соответству
ющим волновым пакетом в р-пространстве. Пусть по прошествии некоторого 
времени мы произведем измерение ПОJiожения с такой же точностью. Его ре
зультаты в соответствии с § 2 можно указать ТОJIЬко статистически, поскОJ1ьку 
сдедует учитывать все вероятн1>1е положения внутри теперь уже расплывшего

ся волнового пакета причем !ЮJЮЯТf!ОСТИ эти могут быть вычисленъ1. Ничуть 
fle иначе дело обстоЯJiо бы р классической теории, так как и там вследствие 
неточности первого измерения результат второго измерения координатъ1 можно 

бъшо бы предсказ1пь только статистически; системЪJ траекторий (орG»т) клас
сцческой теории тРже pacn.лЫIЩIJJfCЬ бы подобно полноnому пакету. Конечно, 
сами статистические законы R квантщюй мехащfке и R кщ\ссической теории раз
дичаются. Второе измерение J(оордцнать1 выбирает JfЭ множества поомо:жностей 
од1щ определенное значенце •q• и оrраничивас~т возмож»ости псех пОСJiелующцх. 
измерений. После второго (щрсдодеция коордИJIАТЬf результаты асех дальнейшJtх 
измерений мсэ:жно вычислить, только соrщстамяя электрону снова •меньший" 
полновой пакет величющй Л (равной д1пщо волнЬJ, ис11мъзуемоrо для t1аблюде~ 
ния). Таким образом, 1щждое опр1;1дсщение Jщopд»нa'fht уменьщает вооновоfi пакет 
с»ова до перво»ачальной щ;щ1ч1щы ). , «Зщ~чеция» переменных р и q во премя 
11се)( 1:щытов известнь1 лищь с щ;1щтарой определецщ)fi тoчнoc'l'JllQ, Тт факт, что 
значония р и q tt 11рf!дщ~ах этой mq1111ocmu удоWiетворяют клаQсИческим уравненю1м 
ДВИ:ЖеНИЯ, МОЖНО доказать НСПОСредQТБеННQ С l'JQMOЩf>IQ !()ЩНТоВОМt!ХllНИЧеСl(ИХ 

закРНОВ. 
дП ;=--: ' 
дq 

q= дП. 
р 

7> Бор Н. Основные ПРС'l)'Латы IUlllJПOВOЙ теории (Zs. Phys., 1923, 13, 117). 

(9) 
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Однако, как уже сказано, вычисление траектории по начальным условиям возмож
но производить только статистически, и это можно рассматривать как следствие 

принципиальной неточности начальных условий. Статистические законы различны 
для квантовой механики и классической теории; при некоторых условиях это может 

приводить к грубым макроскопическим различиям классической теории от кван

товой. Прежде чем перейти к обсуждению соответствующего примера, я хотел бы 
показать, как следует формулировать математически упомянутый выше переход 

к классической теории для самой простой задачи механики, а именно для свобод

ного движения материальной точки. Уравнения движения гласят (в одномерном 
случае): 

J 2 
Н=-р 

2m ' 

1 
q =: -р, р =: о. 

т 
(10) 

Поскольку время в отсутствие зависящих от него внешних сил можно рассматривать 
как параметр («с-число»), то решение этих уравнений имеет вид 

1 
q = -Pot + Чо, Р == Ро· 

т 
(ll) 

Здесь Ро и q0 означают импульс и координату для времени t =О. Пусть в момент 
времени t ==О см. уравнения (3)-(6) измерено значение qo == q' с неточностью q1, 

а значение р0 = р' с неточностью р1 • Чтобы по «значениям» Ро и Чо делать 
выводы о «значениях» q в момент времени t, согласно Дираку и Иордану 
необходимо найти такие функции преобразования, которые переводЯт все матрицы, 
содержащие q0 в диагональной форме, в матрицы, содержащие в диагональном 

виде q. В матричной схеме, в которой матрица q0 является диагональной, Ро можно 

заменить оператором 2~; 0~0 • По Дираку, искомая амплитуда преобразования S(q0, q) 
удовлетворяет тогда дифференциальному уравнению 

{ 
t h д } - -

2 
. -

8 
+ qo S(qo, q) = qS(qo, q), 

т 1Г~ qo 
t h as 

- -
2 

. -
8 

= (qo - q)S(qo, q), 
m 1ГZ qo 

{ 

21Г im f(q - qo) dqo } 
S(qo, q) = const · ехр ht . 

(12) 

(13) 

Таким образом, если произведение SS не зависит от qo, т. е. если для времени t 
оно известно точно, то для какого-нибудь времени t >О все значения q становятся 
равновероятными, т. е. вероятность того, что q находится в некоторой конечной 
области, вообще оказывается равной нулю. Правда, это совершенно очевидно: 
Ведь точное определение qo приведет к бесконечно большой комптоновской 

отдаче. Естественно, это же самое будет верно для всякой механической системы. 

Если же значение qo для времени t = О было известно с точностью q1 , а р0 -

с точностью р 1 (см. уравнение (3)) 

{ 
(q0 - q') 2 27Гi , , } 

S(ТJ, q) = const · ехр - 2 - -р (qo - q) , 
2q\ h 

то функция вероятности для q должна определяться по формуле 

S(ТJ, q) = j S(ТJ, qo) S(qo, q) dqo. 
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В результате получается 

/ {
27rim[ ( t ) qб] (q'-q0)

2
} S(ТJ, q) = const ехр -и;:- qo q - тр' - 2 -

2
qf dqo. (14) 

Вводя сокращенное обозначение 

th 
/З = 21Гmqf' (15) 

мы приведем показатель в формуле (14) к виду 

1 { 2 ( i ) [ / i ( t ')] ,2} - 2qf qo 1 + /j - 2qo q + /j q - т р + q . 

Слагаемое, содержащее q2
, можно включить в постоянный (не зависящий от q) 

множитель, после чего интегрирование дает 

{ 

1 [q'+i(q-~p')]2} 
8(11 q) = const · ехр - /3 . = 

." 2qi 1 + .!.. 
/3 

{ 
(q - fnp' - if3q')2(I - ~)} 

= const · ехр - 2( 2) • 
2ql 1 + fЗ 

(16) 

Отсюда следует 

- { (q-fnp'-q')2} 
S(ТJ, q)S(ТJ, q) = const · ехр - 2( 2) • 

ql 1 + /З 
(17) 

Итак, в момент времени t электрон находится вблизи точки с координатой fnp' + q' 
с точностью q1 .Jl+lj2. «Волновой пакет», или лучше сказать «вероятностный 
пакет», увеличился в .J1+7j2 раз. По формуле (15) значение fЗ пропорционально 
времени t, обратно пропорционально массе - это очевидно непосредственно -
и обратно пропорционально qf. Слишком большая точность для q0 влечет за со
бой большую неточность для р0 и потому ведет также к большой неточности 
в величине q. Параметр 17, введенный нами выше по формальным причинам, 
теперь можно было бы опустить во всех формулах, так как в наши вычисления он 
не входит. 

Как пример того, что отличие классических статистических законов от кванто

вотеоретических при некоторых обстоятельствах приводит к грубым макроскопичес
ким различиям между результатами обеих теорий, мы рассмотрим кратко отражение 
потока электронов от решетки. Если постоянная решетки имеет размер порядка 
длины волны де Бройля для электрона, то отражение происходит по определенным 

дискретным направлениям в пространстве, подобно отражению света от решетки. 

Грубо макроскопически классическая теория дает здесь нечто совершенно иное. 

Несмотря на это, мы устанавливаем траектории отдельного электрона без проти

воречий с классической теорией. Мы могли бы сделать это, например, если бы 
отклонили электрон на определенное место на штрихе решетки и потом определи

ли, что отражение там неклассическое. Но если мы хотим определить положение 
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электрона с такой точностью, чтобы можно было сказать, на какое место штриха 

решетки он попадает, то при этом измерении координаты скорость электрона станет 

настолько больше, а его волна де Бройля настолько меньше, что отражение теперь 
в этом приближении на самом деле может и будет происходить в направлении, 
предписываемом классической теорией, без противоречий с законами квантовой 
теории. 

§4 
Обсужде11ие 11екоторых мысле11ных экспериментов 

В соответствии с предлагаемой здесь наглядной интерпретацией квантовой 
теории моменты времени переходов, «квантовых скачков•, должны определяться 

посредством измерений с такой же точностью с какой измеряются, например, энер

гии в стационарных состояниях. Точность, с которой может быть определен такой 

момент времени, в соответствии с уравнением (2) дается отношением h/ ЛЕ s), где 
ЛЕ означает изменение энергии при квантовом скачке. Представим себе мысленно, 
например, следующий эксперимент. Пусть некоторый атом, находившийся в мо

мент времени t =О в состоянии 2, переходит в нормальное состояние (1), испуская 
свет. Тогда атому можно сопоставить по аналогии с уравнением (7) собственную 
функцию 

если мы предположим, что затухание излучения входит в собственную функцию 
в виде множителя e-at (истинная зависимость может быть не такой простой). 
Пусть мы измеряем энергию этого атома, направляя его в неоднородное магнитное 
поле, как это обычно делается в опыте Штерна-Герлаха, причем неоднородное 
поле должно действовать на пучок атомов на значительной части траектории пучка. 

Ускорение атома измеряется, например, таким образом, что весь путь, который 

проходит пучок атомов в магнитном поле, разбивают на малые отрезки, в конце 

которых определяют отклонение пучка. В соответствии со скоростью атомного 

пучка разбиение пути на о'fрезки означает для атома разбиение на малые интервалы 
времени Лt. 

Как показывает уравнение (2) § 1, интервалу Лt соответствует в значении 
энергии точность h/ Лt. Вероятность измерить определенную энергию Е может 
быть получена непосредственно из функции S(p, Е) и потому в интервале от nЛt 
до (n + l)Лt она вычисляется по формуле 

(n+l)дt 

S(p,E) = 
nдt .... (n+l)дt 

j S(p, t) e21riE/h dt. 

nдt 

Если в момент времени (n + l)Лt произведено измерение с результатом «состо
яние 2•, то после этого времени атому следует сопоставлять уже не собственную 
функцию (18), а такую функцию, которая получается из (18) путем замены t 
на t - (n + I)Лt. Если же при измерении получен результат «состояние l•, то, на
чиная с этого момента времени, атому следует сопоставлять собственную функцию 

s) Pauli W Ор. cit. S. 12. 

·l·(E ) -21riE1t/h .,, i,p е . 
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Таким образом, сначала в ряде интервалов Лt будет наблюдаться «состояние 2», 
потом все время «состояние 1». Для того, чтобы оба эти состояния можно было 
различать между собой, интервал Лt не должен становиться меньше h/ ЛЕ. 
Следовательно, момент времени перехода может быть определен с этой точностью. 
Говоря о дискретном изменении энергии, мы интерпретируем эксперимент только 
что описанного рода вполне в духе старой, основанной Планком, Эйнштейном 

и Бором квантовой теории. Поскольку такой эксперимент в принципе может быть 
произведен, его исход также должен согласовьшатъся с этой старой теорией. 

В основных постулатах квантовой теории Бора энергия атома, так же как 
и каждая из переменных действия, выделена по отношению к другим определя

емым величинам (координате электрона и т.д.) тем, что ее численное значение 
может быть указано всегда. Однако, это веделенное по отношению к другим 
квантовомеханическим величинам положение энергия занимает только потому, что 

в замкнутых системах она образует интеграл уравнений движения (для матрицы 
энергии имеем Е = coпst); напротив, в незамкнутых системах энергия от других 
квантовомеханичееких величин не отличается. В частности, можно сделать экспе

рименты, в которых фазы атома w будут измерены точно, однако тогда энергия 
останется принципиально неопределенной в соответствии с соотношением Jw - wJ 
или J 1w1 ,..., h. Такой эксперимент реализуется, например, при резонансной флю
оресценции. Если мы облучаем атом светом, частота которого равна собственной 
частоте атома, скажем v12 = (Е2 - Ei)/h, то атом колеблется в фазе с внешним 
излучением, причем принципиально не имеет смысла спрашивать, в каком со

стоянии - Е1 или Е2 - атом совершает такие колебания. Фазовое соотношение 
между атомом и внешним излучением можно установить, например, с помо

щью фазовых соотношений для большого числа атомов (опыты Вуда). Если же 
мы предпочитаем отказаться от опытов с излучением, то фазовое соотношение 
можно измерить также, выполняя (в смысле § 1) точное определение координат 
электрона в различные моменты времени по отношению к фазе облучающего 
света (для большого числа атомов). Отдельному атому тогда можно сопоставить 
«волновую функцию» 

S(q, t) = с2Ф2(Е2, q) e-2-кi(E2+fi)/h + RФ1(Е1, q) e-2-кiE1t/h. (19) 

Здесь с2 зависит от интенсивности, а fЗ - от фазы облучающего света. Таким 
образом, вероятность некоторого определенного значения координаты q дается 
формулой 

S(q, t) S(q, t) = c~'l/J2if2 + (1 - с~) Ф1if1 + 
+ с2 R ( 'Ф2;р1 е -2-кi((E2-E1)t+fj)/h + ;р2 'Ф 1 е +2-кi((E2-E1 )t+fiJ/h). (2О) 

Периодический член в формуле (20) может быть экспериментально отделен от не
периодического, поскольку измерения координат можно выполнить при различных 

фазах облучающего света. 
В известном мысленном эксперименте, указанном Бором, атомы в пучке 

Штерна-Герлаха сначала возбуждаются в некотором определенном месте облучаю
щим светом до резонансной флюоресценции. Затем они проходят некоторую часть 

пути в неоднородном магнитном поле; испускаемое атомами излучение может быть 

наблюдено во время всего пути, до и после магнитного поля. До того, как атомы 
вступят в магнитное поле, существует обычная резонансная флюоресценция, т. е. 
по аналогии с теорией дисперсии следует предполагать, что атомы испускают сфе

рические волны в фазе с падающим светом. Это последнее представление находится 
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в противоречии, прежде всего, с тем, что дает простое применение теории световых 

квантов или основных правил квантовой теории: ведь из них мы бы сделали вывод, 

будто только некоторые атомы переходят в «Верхнее состояние» при поглощении 
кванта света, и потому все резонансное излучение исходит из небольшого числа 

возбужденных центров, интенсивно испускающих свет. Поэтому раньше считали 
естественным говорить: представление о световых квантах может применяться здесь 

только для баланса энергии и импульса, «В действительности» все атомы в низшем 
состоянии излучают слабо и когерентно сферические волны. Однако после того, 
как атомы покинут магнитное поле, едва ли можно сомневаться в том, что атомный 

пучок разделился на два пучка, из которых один соответствует атомам в верхнем, 

второй - атомам в низшем состоянии. Если теперь иэлучали бы аrомы в низшем 

состоянии, то это бьmо бы грубым нарушением закона сохранения энергии, ибо вся 
энергия возбуждения скрывается в атомах пучка, находящихся в верхнем состоянии. 
Напротив, не может быть сомнения в том, что после магнитного поля только один 
атомный пучок с верхними состояниями излучает свет - и притом некогерентный 

свет - который испускают немногие интенсивные излучающие атомы в верхнем 
состоянии. Как показал Бор, этот мысленный эксперимент особенно разъясняет, 
какая осторожность требуется иногда при применении понятия «стационарное со
стояние». С позиций развитой здесь интерпретации квантовой теории обсуждение 
эксперимента Бора можно провести без затруднений. В поле внешнего иэлучения 

фазы атомов являются определенными, а потому не имеет смысла говорить об энер
гии атома. Также и после того, как атом покинул поле излучения, нельзя сказать, 
что он находился в некотором определенном стационарном состоянии, поскольку 

мы спрашиваем о когерентных свойствах излучения. Однако, можно поставить 

эксперимент с целью проверить, в каком состоянии находится атом; результат 

этого эксперимента можно предсказать только статистически. Такой эксперимент 

действительно выполняется в неоднородном магнитном поле. После магнитного 
поля энергии атомов будут определенными, но фазы неопределенными. Свет из
лучается здесь некогерентно и только атомами в верхнем состоянии. Магнитное 
поле определяет энергии и потому разрушает связь между фазами. Мысленн1>1й 
эксперимент Бора дает очень красивое разъяснение того факта, что и энергия 

атома «В действительности» выражается не числом, а матрицей. Закоц сохране
ния выполняется для матрицы энергии и вследствие этого также для значения 

энергии с такой точностью, с какой оно по мере цадобности измеряется. Фор. 
мально разрушение фазовых соотношений можно описать примерно так. Если q 
означает координаты центра тяжести атома, то мы сопоставим атому вместо (19) 
собственную функцию 

8(Q, t) 8(q, t) = 8(Q, q, t). (21) 
Здесь 8(Q, t) - функция, которая [как 8(11, q) в формуле (16)) отличается 
от нуля только в малой окрестности точки в Q-пространстве и распространяется 
в направлении пучка со скоростью атома. Вероятность относительной амплитуды q 
для каких-либо значений Q дается интегралом по Q от произведения 

8(Q, q, t) s(Q, q, t), 

т. е. формулой (20). Но собственная функция (21) в магнитном поле изменится 
и вследствие различного отклонения атомов в верхнем и низшем состояниях после 

прохождения магнитного поля превратится в следующую 

S(Q, q, t) = c282(Q, t) 'Ф2(Е2, q) e2tri(EMf1)/h + Rs1(Q, t) 'Ф 1 (Е1, q) e2
triE.tfh. (i2) 

Функщш 8 1(Q, t) и 82(Q, t) в Q-пространстве отличны от нуля только в малой 
окрестности некоторой точки; однако точка эта для 81 другая, чем для 82. []о:)тому 
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произведение 8182 всюду равно нулю. Вероятность относительной амплитуды q 
и определенного значения Q, таким образом, равна 

(23) 

Периодическая часть из вероятности (20) здесь исчезла, а тем самым исчезла 
возможность измерить соотношение между фазами. Результат статистического 
определения координат всегда будет тот же самый, независимо от того, при 
какой фазе падающего света оно производится. Мы можем предполагать, что 
эксперименты с излучением, теории которых еще не существует, дадут такие же 

результаты о соотношении между фазами атомов и падающего света. 
В заключение рассмотрим еще связь уравнения (2) E 1t1 ,..., h с комплексом 

проблем, которые обсуждались Эренфестом и другими исследователями 9) в двух 
важных статьях по поводу принципа соответствия Бора IO). Эренфест и Толмен 
говорят о «слабом квантовании~>, когда квантованное периодическое движение пре

рывается квантовыми скачками или другими возмущениями в интервалы времени, 

которые можно считать не слишком длинными по сравнению с периодом системы. 

В этом случае должны встречаться не только точные квантовые значения энергии, 

но и с небольшой качественно определяемой априорной вероятностью также значе
ния энергии, не слишком отклоняющиеся от квантовых. В квантовой механике это 
обстоятельство объясняется следующим образом. Так как энергия действительно 
изменяется внешними возмущениями или квантовыми скачками, то каждое из

мерение энергии, поскольку оно должно быть однозначным, следует производить 

во время промежутка между двумя возмущениями. Этим задается верхняя граница 
для t1 в смысле§ 1. Следовательно, значение энергии Е0 некоторого квантованного 
состояния мы также измерям лишь с точностью Е1 ,..., h/t1• При этом вопрос о том, 
«действительно~> ли система имела с соответственно меньшим статистическим весом 

такие значения энергии Е, которые отклоняются от Ео, или же их экспери
ментальное обнаружение связано лишь с неточностью измерения, принципиально 

лишен смысла. Если t 1 меньше периода системы, то уже не имеет смысла говорить 
о дискретных стационарных состояниях или о дискретных значениях энергии. 

Эренфест и Брейт 11> в аналогичной связи обратили внимание на следующий 
парадокс. Предположим, что ротатор, который мы будем представлять себе как 
зубчатое колесо, снабжен устройством, изменяющим направление вращения по

сле f оборотов на противоположное. Например, пусть зубчатое колесо находится 
в зацеплении с зубчатой рейкой, которая в свою очередь может передвигать

ся прямолинейно между двумя упорами; после некоторого определенного числа 

оборотов упоры заставляют рейку, а с него и колесо двигаться в обратном напра
влении. Истинный период системы Т велик по сравнению с периодом вращения 
колеса t; дискретные уровни энергии располагаются соответственно густо и при
том тем гуще, чем больше Т. Так как с позиций последовательной квантовой 
теории все стационарные состояния имеют одинаковый статистический вес, то 
при достаточно большом Т будут встречаться практически все значения энергии 
с одинаковой частотой - в противоположность тому, что следовало ожИдать 

для ротатора. При рассмотрении с наших позиций этот парадокс сначала даже 
обостряется. Именно, для того чтобы установить, будет ли система принимать 
особенно часто или одни только принадлежащие ротатору дискретные значения 

9> Eh1'ff/feнt Р., Brelt G. Zs. Phys., 1922, 9, 207; Ehref/fest Р., 7Ытап R. С. Phys. Rev., 1924, 24, 287. См. также 
дискуссию Бар Н. Основные постулаты квантовой теории. 

ю) На :J'fY сuзь мне указал в. Паули. 
11

) Ehrenfest Р., Bl'flt G. Zs. Phys" 1922, 9, 207. 
16 Зак. 6 



226 lJBER DEN ANSCНAULICHEN lNНALT DER KtNEМAТIK UND MECНANIK 

энергии, или же она принимает с равной вероятностью все возможные значе

ния (т. е. значения, соответствующие малым порциям энергии h/T), достаточно 
проводить измерения за время t 1 , малое по сравнению с Т (но много большее t); 
т. е. хотя при таких измерениях большой период совсем не вступает в действие, 

он проявляется внешне в том, что могут встречаться все возможные значения 

энергии. Мы придерживаемся того мнения, что такие эксперименты при опреде
лении полной энергии системы на самом деле и дали бы все возможные значения 
энергии с равной вероятностью; ответственность за этот результат несет не боль
шой период Т, а линейно перемещаемая рейка. Если даже система когда-нибудь 
находилась в состоянии, энергия которого соответствует квантованию ротатора, 

то внешними силами, прилагаемыми к рейке, она может быть легко переведена 

в такие состояния, которые не соответствуют квантованию ротатора 12>. Связанная 
система - ротатор и рейка - обладают совсем другими свойствами периодич

ности, чем ротатор. Решение парадокса скорее всего заключается в следующем. 

Если мы хотим изменить энергию одного ротатора, мы должны сперва отключить 
связь межлу ротатором и рейкой. В классической теории при достаточно малой 

массе рейки отключение связи можно выполнить без изменения энергии, поэтому 

там энергия всей системы может быть приравнена энергии ротатора (при малой 
массе рейки). В квантовой механике величина энергии взаимодействия меЖду 
рейкой и колесом должна быть по меньшей мере того же порядка, как разность 
соседних уровней энергии ротатора (даже при малой массе рейки для упругого 
взаимодействия меЖду колесом и рейкой сушествует высокая энергия нулевых 
колебаний!); при отключении связи у рейки и колеса устанавливаются по отдель
ности их квантовые значения энергии. Таким образом, пока мы будем измерять 

значения энергии одного ротатора, мы всегда будем находить квантовые значения 

энергии с заданной экспериментом точностью. Но и при исчезающей массе рейки 
энергия связанной системы будет отлична от энергии ротатора; энергия связанной 

системы может принимать все возможные (допускаемые квантованием Т) значения 
с равной вероятностью. 

Квантовотеоретическая кинематика и механика глубоко отличаются от обычной. 
Однако применимость классических понятий кинематики и механики не может 
быть обоснована ни нашим мышлением, ни опытом; право на такое заключение 
дает нам соотношение (1) p1q1 rv h. Поскольку импульс, координата, энергия и т.д. 
электрона относятся к точно определяемым понятиям, мы можем не беспокоиться 
о том, что фундаментальное соотношение (1) содержит лишь качественные выска
зывания. Далее, поскольку мы можем представлять себе во всех простых случаях 
качественно экспериментальные следствия теории, мы уже не должны считать, что 

квантовая механика - это абстрактная теория, лишенная наглядности 13>. Конечно, 
признавая все это, мы хотели бы иметь возможность выводить прямо из наглядных 

основ, т. е. в сущности из соотношения (1), также и количественные законы 
квантовой механики. Поэтому Иордан пытается рассматривать уравнение 

S(q, q") = ! S(q, q') S(q', q") dq' 

12> По Эренфесту и Брейту, это или невозможно совсем, или возможно только изредка, из-за сил, 
действующих на колесо. 

IЗ) Шредингер характеризует квантовую механику как формальную теорию, абстрактность и отсутствие 
наглядности которой оmугивает и даже отталкивает. Конечно, проникновение математики (и в этом 
отношении наглядности) в квантовомеханические законы, к которому привела теория Шредингера, 
не может быть оценено з достаточной мере. Однако, в принципиал1'ных физических вопросах популярная 
наглядность волновой механики, по-моему, уводит с прямого пути, указанного работами Эйнштейна 
и де Бройля, с одной стороны, и работами Бора, а также квантовой механикой, с другой стороны. 
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как соотношение для вероятности. Однако мы не можем присоединиться к такой 
точке зрения. Напротив, мы думаем, что наглядные основы когда-нибудь сделают 

возможным понимание количественных законов только по принципу наибольшей 

простоты. Если, например, Х -координата электрона уже не будет «числом», как 
можно заключить экспериментально в соответствии с уравнением (1), то простей
шее возможное предположение, не противоречащее (1), будет состоять в том, что 
эта Х-координата представлена диагональными элементами некоторой матрицы, 
недиагональные элементы которой проявляются в неточности или каким-нибудь 

другим образом при преобразованиях (см., например, §4). Утверждение о том, 
что, например, скорость в Х -направлении «В действительности» изображается 

не числом, а диагональными элементами некоторой матрицы, является, может 

быть, не более абстрактным и лишенным наглядности, чем утверждение о том, 
что напряженность электрического поля «В действительности» представляет собой 

временную часть антисимметричного тензора в мире пространства-времени. Слова 

«В действительности» будут здесь оправданы не в большей степени, чем при лю

бом математическом описании явлений природы. Как только мы признаем, что 
все квантовотеоретические величины «В действительности» суть матрицы, мы без 

затруднений сможем вывести количественные законы. 

Предполагая, что развитая здесь интерпретация квантовой механики, хотя бы 
в основных чертах, правильна, мы позволим себе сказать несколько слов о ее 

принципиальных последствиях. То, что квантовая теория, в противоположность 
классической, является суmественно статистической теорией в том смысле, что 

в ней из точно заданных величин могут быть получены только статистические вы

воды, мы не предполагали. Ведь против таких предположений говорят, например, 
известные эксперименты Гейrера и Боте. Наоборот, во всех случаях, когда в класси

ческой теории имеются соотношения между величинами, каждая из которых может 

быть измерена действительно точно, соответствуюшие точные соотношения спра
ведливы и в квантовой теории (законы сохранения импульса и энергии). Однако 
в точной формулировке закона причинности: «Если мы знаем точно настояшее, то 

мы можем вычислить будущее» ошибка имеет место в посылке, а не в выводе. Мы 

принципиально не можем знать настоящее во всех его подробностях. Поэтому все 

по:?чиние означает выборку из множества возможностей и ограничение будущих 

возможностей. Но поскольку статистический характер квантовой теории так тесно 
связан с неточностью всех ощуmений, то можно бьmо бы прийти к предположению, 

что за ощущаемым статистическим миром скрывается еще «истинный» мир, в ко

тором действует закон причинности. Однако подобные умозрительные спекуляции 

представляются нам - мы особенно подчеркиваем это - неплодотворными и бес

смысленными. Физика должна описывать формально только взаимосвязь между 
ощущениями. Истинное положение вещей, напротив, можно значительно лучше 
охарактеризовать так: поскольку все эксперименты подчиняются законам кванто

вой механики, а потому и соотношению (1), то квантовой механикой определенно 
устанавливается, что закон причинности недействителен. 

Дополнение при корректуре. После окончания этой работы новые работы Бора 
привели к результатам, позволяющим существенно углубить и уточнить проде

ланный нами анализ квантовомеханических закономерностей. В этой связи Бор 

обратил мое внимание на то, что в некоторых местах своей работы я просмотрел 
существенные пункты. Прежде всего, неопределенность в наблюдаемых величинах 

обусловлена не одним только наличием дискретных величин; она непосредственно 
связана с требованием одновременно удовлетворять различным опытам, которые 

описываются с одной стороны, корпускулярной теорией, а с другой - волновой 

теорией. Например, при использовании воображаемого гамма-лучевого микроскопа 
16' 
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следует рассмотреть необходимое расхождение пучка лучей; это приводит к тому, что 

при наблюдении координат электрона направление комптоновской отдачи известно 

лишь с такой неточностью, которая удовлетворяет соотношению (1). Далее, недо
статочно подчеркнуто, что простая теория эффекта Комптона строго применима 

только к свободным электронам. Вытекающая отсюда осторожность в применении 
соотношения неопределенностей, как выяснил проф. Бор, имеет, между прочим, 

существенное значение для всестороннего обсуждения перехода от микромеханики 

к макромеханике. Наконец, рассуждения о резонансной флюоресценции не вполне 

корректны, потому что связь между фазой света и фазой движения электрона не так 
проста, как предположено мной. Я приношу сердечную благодарность проф. Бору 

за то, что я получил возможность изучить и обсудить в процессе их проведения 
упомянутые новейшие исследования Бора, которые скоро будут опубликованы 
в работе о структуре понятий квантовой теории. 

Копенгаген, Институт теоретической физики Университета 

(Поступила 23 марта 1927 г.) 



ПРИМЕНЕНИЕ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 
К ПРОБЛЕМЕ 

АНОМАЛЬНОГО ЭФФЕКТА 3ЕЕМАНА* 

СОВМЕСТНО С П. ИоРДАНОМ 

Уленбек и Гоудсмит привлекли для объяснения аномального эффекта Зеемана 

гипотезу Комптона о вращающемся электроне. Настоящая работа представляет собой 
попытку изучить квантовомеханические свойства модели атома, описываемой этой 
гипотезой. Показано, что гипотеза Комптона позволяет полностью объяснить эффект 
Зеемана и тонкую структуру дублетных спектров. 

Изучение магнитных свойств атомных систем позволяет уrверждать, что и по за

конам квантовой механики в атомных системах, состоящих из точечных зарядов, 

всегда наблюдается нормальный эффект Зеемана. 
Для объяснения аномального эффекта Зеемана Уленбек и Гоудсмит привлекли 

гипотезу 1> о том, что отдельный электрон является носителем магнитного момента 
m и соответствующего механического момента импульса s. Моменты m и s должны 
быть связаны соотношением 

е 
m = -s. (1) 

те 

Таким образом, отношение магнитного и механического момента должно отличать

ся на множитель 2 от значения е/2тс, которое оно принимает в атомной системе 
точечных зарядов. Мы не будем рассматривать здесь вопрос о том, какие аргументы 
за•~ :-:ротив гипотезы о вращающемся электроне можно было бы выдвинугь с точ

ки зрения электродинамики. Вместо этого мы исследуем квантовомеханические 

свойства модели Уленбека-Гоудсмита и сравним полученный результат с экспе

риментом. Как известно, применение к этой модели обычных квантовых правил 

до сих пор приводило к противоречию с экспериментом. 

§1 
Функция Гамильтона модели 

В дальнейшем мы будем исходить из предположения, что электрон с зарядом -е, 

магнитным моментом m и моментом импульса s 2> (m = (e/mc)s) обращается вокруг 

• Anweпduпg der Quaпtenmechanik auf das ProЫem der апоmаlеп Zeemaпeffekte. (Mit Р. Jordan). - Zs. Phys., 
1926, 37, 5, 263-277. Перевод Ю.А.Данwюва. 
I) Гипотеза о вращающемся электроне восходит к Комптону (Compton A. Journ. Fraпkl. Iпstitute, 1921, 192, 
145). К интересующей нас проблеме эту rипотезу впервые применили Уленбек и Гоудсмит ( Uhlenbeck G. Е., 
Goudsmit S. Naturwiss., 1925, 13, Н. 47). 
l) Соrласно rипотезе Комптона-Уленбека-Гоудсмита, отдельный электрон обладает вполне опреде
ленным моментом импульса s, а именно - моментом, удовлетворяющим квантовомеханическому 

соотношению s2 = ( f,;) 2 
s(s + 1), где s = 1/2. Мы пока предпочитаем оставить величину момента 

импульса s неопределенной, чтобы иметь возможность рассматривать мультиплеты (триплеты, квартеты 
и т. д.), возникающие при связи нескольких электронных маrнитов. 
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тяжелого ядра с зарядом +ze, и обозначим момент импульса этого движения 
qерез t. Магнитные свойства этой модели в точности совпадают со свойствами, 
предложенными Паули и Ланде и сослужившими столь большую службу при фор
мальном упорядочении сложных спектров. Тонкую структуру и эффект Зеемана, 
возникающие при взаимодействии нескольких валентных электронов, в большин

стве случаев удается свести к тонкой структуре и эффекту Зеемана простой модели, 
о которой мы только что упоминали. 

Если пренебречь релятивистскими эффектами, влиянием внешнего поля и дей
ствием магнитного момента m, то движение электрона описывается теорией атома 
водорода Паули-Дирака 3>. 

В интересующем нас случае энергию возмущения можно разделить на три части: 

Н = Н1 + Н1 +Нз. 
1. Часть Н1 , учитывающая влияние внешнего поля Н, по известным правилам 

определяется выражением 

Н1 = Н (-e-t) + Н (~s) = _e_H(t + 2s). 
2те те 2те 

(2) 

2. Если считать, что центр тяжести электрона покоится, а ядро обращается 
вокруг электрона, то в том месте, где находится электрон, ядро создает магнитное 

поле 

Н· _ eZ [rv] _ eZ ..!._ 
' - е r3 - те r3 • 

Этому полю соответствует ларморовская прецессия момента импульса s, вели
'!ина которой составляет (е/те)Н;. Как показал Томас 4>, следует иметь в виду, '!ТО 
такая ларморовская прецессия наблюдается только в системах, в которых центр 

тяжести электрона покоится. Чтобы прецессия происходила в системе, необходи
мо еще выполнить некое преобразование Лоренца. Для ларморовской прецессии 
последней системы (а нас интересует именно такая система) Томас приводит 

e2Z Т 
велиqину 2m2c2 ;:зt. В функции Гамильтона этому значению соответствует член 

e2Z Т 
Н2 = -2 2 2 3ts. 

те r 
(3) 

3. Релятивистское изменение массы приводит по теории Зоммерфельда к воз
мущению энергии 

I [ 2 2 Т 4 2Т] Нз = - -- Wo + 2е ZWo- + е Z - . 
2те2 r r2 (4) 

Черта над членами, зависящими от r, означает усреднение по невозмущенному 
движению. В дальнейшем мы будем предполагать, что функция возмущения Н 
имеет в квантовой механике такой же вид, как в классической механике и элек

тродинамике. В обоснование подобного допущения мы сошлемся на то, что все 
входящие в Н величины перестановочны и поэтому в соответствии с принципом 
соответствия вряд ли следует рассматривать функции Н такого вида, который бы 

существенно отличался от приведенного нами. Мы не можем дать строгое обо

снование выбранной нами функции возмущения из-за отсутствия последовательно 
развитой квантовотеоретической электродинамики. 

з) Pauli W Zs. Phys., 1926, 36, 336; Dirac Р. Proc. Roy. Soc. London, March 1926, 110. 
4) Тhomas L. Н. Nature. 1926, 117, 514. 
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§2 
Ход рассуждений при вычислении возмущений 

В приводимом ниже квантовомеханическом расчете мы предполагаем, что 

в невозмущенной системе абсолютные величины момента импульса t и магнитного 
момента s квантованы, то есть представимы диагональными матрицами. Для 

момента импульса t (напомним, что t2 = (n/21Г)k(k+ 1) ), принятое нами допущение 
можно рассматривать как необоснованное, поскольку в невозмущенной системе 
возникает известное вырождение по k. Однако поскольку в энергию возмущения Н 
входит лишь момент импульса t, а не сопряженная с t долгота перигелия, 

то при учете Н квантование itl, которое предполагалось, все же происходит. 
Физически это означает, что в исследуемой нами модели эффект Зеемана для атома 
водорода полностью аналогичен эффекту Зеемана для атомов щелочных элементов, 
величина же /t/ в щелочных атомах определяется взаимодействием с другими 
электронами. Аналогичные соображения можно было бы привести и относительно 
компоненты Mz полного момента импульса М атома в направлении поля. Исходная 
система в этом случае вырождена по Mz = hт/21Г, но поскольку в энергию 
возмущения Н входит лишь m, а не сопряженная с т угловая переменная, 

то Н также приводит к квантованию Mz. Для упрощения вычислений мы можем 
таким образом предположить, что в исходной системе /t/, /sl и Mz не вырождены 
и поэтому представимы в квантовой механике диагональными матрицами. 

Если принять такое допущение, то исходная система останется вырожденной 

лишь по координате (см. полностью аналогичное рассмотрение модели в рамках 

классической механики 5>). Эту координату можно характеризовать компонент
ной Sz = -i;ms собственного момента импульса s электрона и сопряженной угловой 
переменной, но можно задать и полным моментом импульса М атома и канонически 
сопряженной с ним угловой переменной. 

Общий ход вычислений по методу теории возмущений в квантовой механике 

сводится к следующему б). 
Пусть задано некоторое решение р0 , q0 невозмущенной задачи и зависимость 

функции возмущения от координат невозмущенной задачи. Если бы исходная 

система бьmа невырожденной, то возмущение давало бы соответствующий вклад W 
в среднее по времени Н функции возмущения по невозмущенному движению. 
Это среднее Н само по себе есть диагональная матрица. Если же исходная 
система вырождена, то есть если значения энергии в состояниях п + 1, ... , п + r 
совпадают, то среднее значение Н энергии возмущения содержит дополнительные 

члены, соответствующие переходам между состояниями п + 1, ... , п + r, то есть Н 
перестает быть диагональной матрицей. 

В этом случае над переменными р0 , q0 необходимо произвести каноническое 
преобразование 

такое, что 

, 
8

-1 08 р = р ' 
, 

8
-1 08 q = q 

(5) 

(6) 

- диагональная матрица. Как и среднее Н, матрица преобразования S содержит 
только члены, соответствующие переходам между состояниями п + 1, п + 2, ... , п + r 

S) Pauli W Zs. Phys., 1923, 16, 155; 1924, 20, 371. 
б) Вот М., Heisenberg W, Jordan Р. Zs. Phys" 1926, 35, 557 (в особенности гл. 3, § 2). 
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и диагональные члены. Найти матрицу преобразования S мы можем, решив r 
уравнений с неизвестными 

wsk - L Hk1S1 =о (k, l = n + 1, ... 'n + r). (7) 
1 

Решения уравнений (7) существуют при r различных значениях W - «собственных 
значениях» задачи и одновременно приращениях энергии возмущенной системы. 

Если обозначить через * переход к комплексно-сопряженным величинам, а че
рез ,..., - перестановку индексов, то для любых двух собственных значений Wn 
и W т справедливы соотношения 

откуда 

WnSkn - L Hk1S1n = О, 
1 

WmSkm - L н;,s;,,. =о, 
1 

n+r 
(Wn - Wm) L SknSkm =О. 

k=n+I 
Искомую матрицу преобразования S мы получим, введя нормировку 

n+r 
L SknSkn = 1, 

k=n+I 

(8) 

(9) 

при которой SS*. Подставляя в (5), находим координаты возмущенной системы 
в рассматриваемом приближении. 

§3 
Вычисления 

Применение этого метода к рассматриваемой задаче приводит к необходимости 

выполнить следующие общие вычисления. 

l. Частью Н3 энергии возмущения, поскольку она не содержит вырожденных 
координат, сначала можно пренебречь, а затем включить в качестве аддитивной 

постоянной. 

2. Согласно общих правил квантовой механики, момент импульса t и магнитный 
момент s удовлетворяет соотношениям 

t
2 = (2:)\(k+l), s2 = (2:Ys(s+l), 

kxky - kykx = -E:kz 
7
) ( е = 2~i) ' 

(10) 

или, проще, 

[tt) = -et, [ss) = -es. 

(квадратные скобки означают векторное произведение). Любая компонента момента 
импульса t коммутирует с любой компонентой магнитного момента s. 

7) Поскольку в цитированной выше работе момент импульса был определен с противоположным знаком, 
то выполнялось соотношение МжМу - МуМж = Е:М,. 
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то 

Если положить 

(kz + iky)(k, mk - l; k, mk) = !!._ · /k(k + 1) - mk(mk - 1), 
2тr У 

(kz - iky)(k, mk; k, mk - 1) = !!._ · /k(k + 1) - mk(mk - 1), 
27r v 

(sz + isy)(s, т, - l; s, ms) = !!._ · /s(s + 1) - m,(m, - 1), 
2тr У 

(sz - isy)(s, т,; s, т, - 1) = !!._ · /s(s + 1) - m 8(m8 - 1). 
2тr У 

(ll) 

Если вместо mk ввести переменную т из соотношения т = mk + т,, то 
канонически сопряженной с т, окажется разность «долгот узлов», каноннчески 
сопряженных до замены с mk и m 8 (см. упомянутые выше вычисления в рамках 
классической механики). Следовательно, должно выполняться соотношение 

е e2Z Т 
Н1 + Н2 = -

2 
-H(t + 2s) + 

2 2 _, 3ts. 
те т 1-- r 

Вводя сокращенные обозначения 

и 

получаем: 

и 

е h 
-IНI = - =µ 
2mc 2тr 

l e
2
Z т( h )

2 

2 т2С1- r 3 2тr = Л, 

(Н1 + Н2)(т,, т,) = µ(т + m,) + Лт,(т - m,), 

(Н1 + H2)(m,, т, - I) = ~лу's(в + 1)- m,(m, - 1) х 

(12) 

х y'k(k + 1) - (т - m,)(m - т, + 1), (13) 

(Н1 + H2)(m, - 1, m,) = ~лу'[в(в + 1) - т,(т, - 1) х 
х Jk(k + 1) - (т - m,)(m - т, + 1). 

Индексы m, k, в в левых частях этнх равенств опущены как постоянные. 
3. Число значений m,, соответствующих данному набору значений k, s, т, 

определяется условиями 

15 Зак. 6 

-s ~ т, ~ +в н - k ~ т - т, ~ +k, 
или k+m ~ т. ~ -k+m. 

(14) 
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Матрицу преобразования S находим в соответствии с (7), решая линейные 
уравнения 

(15) 

где индексы r, l пробегают все значения, принимаемые m, при заданном набо
ре k, s, т. Собственные значения W мы вычисляем, приравнивая нулю определи
тель с элементами б,1W - Н,1 . Если обозначить через m 1 наименьшее, а через т2 
наибольшее из значений, принимаемых m, при заданном наборе k, s, т, то 
получается уравнение: 

где 

А В 

в с 

О D 

о о 

-4лг- о 
Е О 

А= W- µ(m+m1)- Лm1(m-m1), 

о 

о =0, 
о 

В= -iл.Jfs(s + 1) - m1(m1 + I)Jfk(k + i) - (m - m1)(m - т1 - !)], 

С= W - µ(т + m1 + 1) - Л(т 1 + l)(m - т1 - 1), 

(16) 

1 ' 
D = - 2л.J[s(s + 1) - (m1 + l)(m1 + 2)][k(k + 1) - (m - т1 - l)(m - m1 - 2)], 

Е=W-~Г· 
Итак, мы получаем для W алгебраическое уравнение степени m2 - т1 + 1 

с коэффициентами, рациональными по k, s, т. Сумма корней равна коэффициенту 
при втором члене уравнения, взятом со знаком минус, и поэтому определяется 

соотношением 
т2 т2 

L Wn = L µ(m+m1)+Лm1(m-m1). (17) 

т2 

Линейность суммы L: Wn по Л и µ составляет содержание так называемого 
n=m1 

«принципа суммирования» в эффекте Зеемана. 

4. Чтобы проследить за ходом квантовомеханических вычислений во всех 
подробностях, разумно рассмотреть какой-нибудь пример. Мы выберем для этой 
цели дублетную модель, то есть s = 1/2. 

В общем случае m8 может принимать значения ±1/2, но при т = k + 1/2 
допустимым для m 8 остается только значение +1/2, а при т = k - 1/2 - только 
значение -1/2. Таким образом, уравнение (16) вырождается в уравнение 

W-µ(m- 4) +л(т+ 4)4 
-4л.Jk(k + l) - (т + 4) (m - 4) 

ИЛИ 

-4л.Jk(k + l) - (т + 4) (m - 4) 
W-µ(т+4)-л4(т-4) 

2 ( l) 2 ( 2 1) Л
2 

W - 2µт - 2 W + µ т - 4 - µЛт - 4 k(k + 1) =О, 

=о, (18) 

(19) 
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откуда 

W = µт - ~ ± ~ µ2 + 2µ.Лт + Л2 
( k + ~) 

2

• 

При т = k + 1/2 мы получаем m 8 = 1/2 и 

W=µ(m+~) +~(т-~), 
а при т = -k - &. соответственно, m8 == -& и 

Если для краткости ввести новую переменную 

то 

1 +2~v+v2) k+! 2 

и, следовательно, 

W m=k+4 = µ [ т ( l + 2k: l ) - k: & + ~] = µ [ k + l + V ( ~ - k ~ & ) ] ' 

w _ k 1=µ[m(1--v )--v -~]=µ[-k-l+v(~--l )]· т-- -2 2k+ ! k+ ! 2 2 k+ ! 
2 2 2 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(23') 

~авенства (23), (23') совпадают с известными формулами для дублета в теории 
связи Фойгrа s). 

5. Перейдем к вычисления интенсивностей. Чтобы найти матрицу преобразова
ния S, решим уравнение 

Оказывается, что 

S+4 =с( w- µ( т - ~) + ~ (m+ ~) ), 

s_~ = c~Jk(k+ 1)- ( m2- ~), 
(25) 

где С - пока произвольная постоянная. Если мы условимся различать оба 
значения W и обозначим их W+! и W_!, то 

2 2 

S) См., например, Sommeife/d А. Zs. Phys., 1922, 8, 257. 
15* 
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S 1 1 = с 1 [w 1 - µ (т -~) +~ (m + ~)] = 
+1,+2 +1 +1 2 2 2 

=~С+; [µ+лт+ µ 2 +Щт+л'( k+ ~)'], 
S 1 1 =С 1 ~ / k(k + 1) - (m2 - ~) 

-2,+2 +1 2 у 4 ' (26) 

S+;.+; = ic-\ [µ+лт- µ2 +2Лµm+л'(н ~)'], 

S_~,-t = c_1vk(k + 1) - ( m2 - ~). 
Из условия нормировки (9) следует, что 

IC+1I=-;:::=================================-~~~~~~~~~, 

' ~ (µ+Лт+ µ'+2Лµm+л'(н ~)') J µ2 +2Лµm+л2 (k+ i)' 
/С_1/ = -;::::==============--------

2 

µ2 +2Лµm+л'( k+ ~)') J µ2 +2Лµm+л2 ( k+ ~)' 
(27) 

В частном случае при т = ±(k+ 1/2), поскольку всякое вырождение отсутствует, 
мы получаем (см. (21) и (22)): 

В+1 +! = 1, В+1 _1 =О, 
2' 2 2' 2 

S_1 _! = 1, S_1 +! =О. 
2' 2 2' 2 

(28) 

Для вычисления интенсивностей остается лишь подставить соотношения (26), 
(27) и (28) в преобразование (5). В качестве р0 , q0 следует взять решения невозму
щенной системы. Необходимо иметь в виду, что координаты q0 электрона являются 
диагональными матрицами относительно т •. 

Мы ограничимся рассмотрением переходов k --+ k - 1, поскольку переходы 
k --+ k + 1 не дают ничего нового. 

Из работы Борна, Гейзенберга и Иордана (соотношение (33) из главы 4) 
получаем: 

q~(k, т, т,; k - 1, т, m,) = A(k)Vk2 - (m - m 8 )
2, 

(qz + iqy)(k, т - 1, m 8 ; k - 1, т, т.) = A(k)V(k - т + m,)(k - т + т, + 1), (29) 

(qz - iqy)(k, т, т,; k - 1, т - 1, m,) = A(k)V(k + т - m,)(k + т - т, - 1), 

где A(k) означает величину, зависящую только от k. 
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Подставляя соотношения (26) -(29) в преобразование (5), получаем после 
несложных вычислений интенсивности. Общие формулы довольно громоздки. 
Мы приведем лишь интенсивности для частного случая линий D-типа, то есть 

рассмотрим переходы k = О--> k = 1. Из (5) получаем: 

(30) 

Эти формулы для интенсивностей также совпадают с формулами, выведенными 

из теории Фойгта 9>. 

§4 
Предельные случаи .\ «: µ и µ «: Л 

Чтобы облегчить сравнение эмпирических данных с теорией, мы сочли целесо

образным вывести результаты теории заново в двух предельных случаях: при Л ~ µ 

9) См. Sommeтfeld А. Ор. cit. 
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и при µ ~ Л. Предельный случай ,\ ~ µ непосредственно следует из вычисле
ний, приведенных в предыдущем параrрафе. Например, в первом приближении 
определитель (16) распадается в произведение диагональных членов, а 

W = (Н1 + H2)(ms, m.). 

Для вычислений в предельном случае µ ~ Л необходимы новые соображения. 
Положим сначалаµ= О. Тогда Н1 =О и от Н2 остается член, пропорциональный ts. 
Далее целесообразно ввести полный момент импульса М атома: 

М= t+s. 

В силу перестановочности t и s получаем: 

М2 = t2 + s2 + 2ts. 

С другой стороны, поскольку 

то 

м2 = (;) 2j(j + 1), 

(
2
:) \s = ~ (j(j + 1) - k(k + 1) - s(s + 1)), 

l 
Н2 = 2Л(j(j + 1) - k(k + 1) - s(s + 1)). 

Как функция от j энергия возмущения Н - диагональная матрица. 

(31) 

(32) 

При малых значениях µ систему, характеризуемую соотношениями (32), можно 
рассматривать как «невозмущенную». Таким образом, в невозмуюенной систе
ме атом прецессирует вокруг оси полного момента импульса. Значения энергии 

возмущенной системы можно найти, вычислив временное среднее от Н1 по не
возмущенному движению. Если t и s считать разложенными на компоненты, 
параллельные и ортогональные вектору М, то вследствие прецессии ортогональные 
компоненты при усреднении выпадут и вклад в Н1 дадут лишь компоненты, 

параллельные М. 
Эти соображения, заимствованные из классической механики, нам удалось 

перенести в квантовую механику потому, что все величины, с которыми нам 

пришлось иметь дело, коммутируют. 

Рассмотрим компоненты моментов t и s в направлении вектора М: 

Следовательно, 

(Mt) 
(компонента t) = м2 м, 

(Ms) 
(компонента s) = м2 м. 

е ((Mt) (Ms)) е ( (Ms)) 
Н1 = 2тс НМ м2 + 2 м2 = 2тс НМ l + м2 = 

_ т( j(j+l)-k(k+l)+s(s+l)) 
- µ 1 + 2j(j + 1) ' (33) 
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и, наконец, при µ « Л получаем: 
_ ( j(j+l)-k(k+l)+s(s+l)) 

Н1 + Н2 - µт 1 + 2j(j + l) + 

1 
+ 2Л(j(j + 1) - k(k + 1) - s(s + 1)). (34) 

Соотношение (34) совпадает с формулами Ланде (факторы g и 'У, «пропорции 
интервалов»). 

§5 
Вычисление то11кой структуры в отсуrствие поля 

Проведенные ранее расчеты показали, что гипотеза Уленбека-Гоудсмита позво

ляет качественно описывать эффект Зеемана и пропорции интервалов в согласии 
с экспериментом. 

Для решения вопроса, позволяет ли гипотеза Уленбека-Гоудсмита, положен
ная в основу настоящей работы, получить правильные абсолютные величины 
интервалов, необходимо вычислить значения Л и Нз. 

Задача сводится к вычислению средних значений 

т т т 
r r 2 ' r3 · 

Все вычисления мы будем производить для двумерного атома водорода to). В этом 
случае энергия невозмущенного атома равна 

1 { 2 2 ) е2 Z 
Но= -2 Рж + Р11 - -; 

т r 
h h 

р"ж - жр" = 21fi, Р11У - УР11 = 21fi' (35) 

жу - ух = О, РжРу - P11Pz = О. 
Если ввести полярные координаты по формулам 

r
2 = ж2 + у2 , Pr = mr, tp = arctg '!!., 

х (36) 
р"' = т(ху - у:ё) = тr2ф, 

то 

Но=-1 [р;+~(Р _!(!!...) 2 )]-e2Z 
2m r 2 "' 4 211' r ' 

h h (36а) 
Prf- TPr:::: -2 ·• p'(Jtp- tppip:::::; -2 '' 

11'1. 11't 
rtp - tpr =О, PrP"' - P"'Pr =О. 

Как показано в работе •Квантовая механика 11» (глава 6) (с. 163, соотношение (17)), 
на которую мы неоднократно ссылались, Prp квантуется по формуле 

h 
p'fl = то 211', 

10> СРQдние зt111чеюm для трехмерного случая были вычислены В. Паули. Полученные им результаты 
совпадают с nри11еденными выше. 



240 ANWENDUNG DER QUANTENMECНANIK AUF DAS PROBLEM DER ANOМALEN ZEEМANEFFEKTE 

причем согласие с результатами Паули 11 > достигается, если предположить, что 
число то полуцелое. При этом т0 - ~ совпадает с введенным выше k. Как показал 
Паули, функция Гамильтона имеет в трехмерной задаче вид 

1 ( 2 1 2) е2 Z Но = - Pr + -t - -. 
2т r r 

(37) 

Чтобы соотношения (36а) и (37) совпадали, необходимо положить 

2 (h) 2 l(h) 2 (h) 2

( 2 1) k = 21Г k(k + 1) = р'Р - 4 21Г = 21Г то - 4 · 

Среднее значение J мы получаем из уравнения («Квантовая механика 11» (глава 6), 
с.163, соотношение (17)): 

Здесь 

Ze2 - ---- = Еп<Уrен = -2Екин = 2Wo. 
r 

RhZ2 

Wo =Но= ---2-, 
п 

где п - целое число. Далее, следуя Паули, получаем из уравнений движения 

d 8Но 1 [ 2 1 ( h ) ] е2 Z 
dtPr = - 8r = - тr3 Ptp - 4 211" + 7 

и после усреднения по времени находим 

е2 Z -1 [ 2 1 ( h ) 
2 

] 7 = тr3 р'Р - 4 211' · 

Наконец, из (36) следует, что 
2 • 

mr <р = р'Р, 
Ptp """ 

mr2 = <р. 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

Если представить, что введены угловые переменные, сопряженные с главным 

квантовым числом п и с соответствующими ему переменными действия J = nh 12>, 
по аналогии с классической теорией будет выполняться соотношение 

""" . дНо 411' RZ2 

<р = 21ГW = -211"-- = +--3-. 
дJ п 

(42) 

ll) Pau/i W. 'Zs. Phys" 1926, 36, 336; Dirac Р. Proc. Roy. Soc. Londo'l, March 1926, 110. 
12> Введение таких переменных было обосновано Борном н Винером (Zs. Phys" 1926, 36, 174) 
и Дираком (Dirac Р. Proc. Roy. Soc. London, March 1926, 110). 
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Наконец, если воспользоваться соотношением Prp = 2: (k + 4), то из равенств (38), 

(40), (41) и (42) будет следовать, что 

Т 1 2RhZ 
-=---, 
r е2 n2 

Т т - т 41Г RZ2 81Г2mRZ2 

r2 = Рrрф= :"(k+4) n3 = h(k+4)n3' (43) 

Т f е2 Zm m2e2 RZ3 
• 3211'4 

r 3 = r 2 р~ _ Н 2:) 2 = k(k + 4)(k + l)nЗhз · 

Таким образом, из (2)-(4), (34) и (43) мы получаем, что в отсутствие внешнего 
поля полная энергия возмущения определяется выражением 

Для дублетных атомов, то есть для спектра водорода, щелочных элементов 
и рентгеновских спектров, возможна точная экспериментальная проверка этой 
формулы: как показывает опыт, два уровня энергии с различными k, но с одним 
и тем же j совпадают (если пренебречь взаимодействием между электронами). 
Расстояние между двумя уровнями с одним и тем же k и различными j задается 
формулой тонкой структуры Зоммерфельда. 

Подставляя в (44) значения s = 1/2, j = k ± 1/2, получаем: 

2R
2
h

2 
Z

4 
( 1 1 3 ) 

n3mc2 2j(j + 4> - j + 4n = 

__ 2R
2
h

2
Z

4 (---1- + _з) при k = j - 1/2; 
n3mc2 j + 4 4n 

2R
2
h

2
Z

4 
( l l 3 ) 

п3тс2 - 2(j + 4)(j + 1) - j + 1 + 4п = 

(45) 

= 2R2h2z4 (--1- + 2-) при k = j + ~-
nЗтс2 j + 4 4n 2 

Следовательно, вообще при s = 1/2 

( 1 3) ---+-
j + 4 4п · 

(46) 
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Формула ( 46) находится в полном согласии с экспериментальными данными. 
В частности, то обстоятельство, что число k не входит в (46), позволяет объяснить 
в рамках теории Уленбека-Гоудсмита «дублет экранирования». Получающиеся 
из ( 46) расщепления магнитных дублетов согласуются с формулой тонкой структуры 
Зоммерфельда. 

Хотя на вопрос о том, насколько свободна от произвола теория, основанная 
на предположениях (2)-(4), мы еще не можем дать ответа, все же результаты 
проведенных нами вычислений можно рассматривать как важное подтверЖдение 

с одной стороны гипотезы Комптона-Уленбека-Гоудсмита, а с другой стороны -
квантовой механики. 



О СПЕКТРАХ АТОМНЫХ СИСТЕМ 

С ДВУМЯ ЭЛЕКТРОНАМИ* 

В этой работе в качестве частного примера квантовой механики задач многих 

тел, дающей основу для их решения путем изучения характеристического явления 

резонанса, рассматриваются атомные системы с двумя электронами и их спектры. 

Результаты удовлетворительно воспроизводят наиболее существенные свойства этих 

спектров. 

Атом гелия и родственные ему ионы Li+, ве++ и т.д., неоднократно были 
предметом обстоятельных исследований с позиций прежней квантовой теории!). 
Исследование этой проблемы с применением новой квантовой механики до сих пор 
не проводилось. Основу для такого исследования мы видим в характеристическом 

для квантовомеханической задачи многих тел явлений резонанса, которое недавно 

было рассмотрено автором в этом журнале 2>. В следующих ниже вычислениях рас
сматриваются движения электронов в атоме гелия в той мере, в какой в квантовой 
механике можно говорить о движениях, спектр Не и Li+ выводится из законов 
квантовой механики качественно и в грубом приближении количественно. Эrи 
вычисления проводились методом последовательного применения простейшей те
ории возмуmений. Однако ряды теории возмуmений хорошо сходятся только для 

высоковозбужденных состояний атома (D, d, F, J, ... ); для термов (Р, р) уже первое 
найденное здесь этими рядами приближение весьма неточно, для термов (S, s) или 
для нормального состояния оно непригодно совсем. Более точное количественное 
вычисление спектра может быть выполнено, если будут разработаны уточненные 

методы, обеспечивающие быструю сходимость рядов, аналогичные, например, раз
витым Крамерсом при исследовании нормального состояния Не на основе прежней 
квантовой теории. qднако цель данной работы состоит в получении только таких 
результатов, какие могут быть получены при систематическом применении обычной 
теории возмуmений. 

1 

ВЫЧИСЛЕНИЕ СПЕКТРА 

БЕЗ УЧЕТА ЭЛЕКТРОННЫХ МАГНИТНЫХ МОМЕНТОВ 

§1 

В соответствии с вычислениями в названной выше работе автора сначала должно 
быть известно состояние «невозмущенного» атома, в котором взаимодействие между 

• ОЬеr die Spektra von Atomsystemen mit zwel Elektronen. - Zs. Phys., 1926, 39, 499-518. Пере1од 
А. А. Сазыкина. 

I) Lande А. Zs. Phys., 1919, 20, 228; Вorh N. Gбttinger Vortrage (не опубликовано); Kramers Н.А. Zs. Phys., 
1923, 13, 312; van Vleck J. Н. Phys. Rev., 1923, 21, 372; Вот М., Heisenberg W. Zs. Phys., 1924, 26, 26. 
2) HeisenЬerg W. MehrkorperproЫem und Resonanz in der Quantenmechanik. Zs. Phys., 1926, 38, 411. -
Русский перевод: с.176-186. 
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электронами не учитывается. Таким образом, чтобы действовать совершенно после

довательно, надо было бы брать в качестве невозмущенной системы атом с двумя 
электронами, в котором оба электрона движутся под воздействием заряда ядра, 

не взаимодействуя друг с другом. Однако такой подход был бы весьма далек от цели, 
так как в возбужденных состояниях атома на один электрон приближенно действует 
заряд ядра Z, а на другой электрон - заряд ядра Z - 1 вследствие экранирования. 
Поэтому при расчетах по классической механике естественным исходным состояни

ем атома было бы такое, в котором на один определенный электрон действует заряд 

ядра Z, на другой - заряд Z - 1. В квантовой механике такое исходное состояние 
давало бы плохое приближение, так как оба электрона периодически обмениваются 
местами, а потому то один, то другой электрон испытывают воздействие заряда Z 
или Z - 1. Для квантовой механики скорее всего подходит, по-видимому, такое 
исходное состояние, в котором сила, действующая на каждый электрон, вблизи ядра 

определяется зарядом Z, на некотором удалении - зарядом Z - 1. Таким образом, 
можно представить себе, что вокруг ядра расположена равномерно заряженная 
сферическая оболочка (с полным зарядом е и радиусом т0 ). Тогда в невозмущенном 
атоме потенциальная энергия электрона выглядит следующим образом: 

e2Z 
--+f(т), 

т { 

е2 

f(т) = ro 
е2 

r 

от т = О до т = т0 , 
(1) 

от т =то до т = оо. 
Входящий сюда радиус т0 должен быть определен дополнительно так, чтобы 

ряды теории возмущений сходились как можно лучше. 

Итак, для строго количественного расчета значений термов теперь надо бы
ло бы точно вычислить значения энергии и Шредингеровские волновые функции 

механической системы с потенциальной энергией (1), что не составило бы особых 
математических трудностей. Однако в нашем приближенном расчете мы можем 

обойтись без этого вычисления, так как решение задачи с потенциальной энерги

ей (1) практически полностью совпадает с решением для механической системы 
с зарядом ядра Z или Z - 1, в зависимости от положения т0 относительно «радиуса 
орбиты». Возьмем, например, р-орбиту. По классической теории решение задачи 

с потенциальной энергией (1) бьmо бы тождественно решению для системы с за
рядом Z - 1, если т0 < 2a/(Z - 1), а= h2/Ф~2me2 • В квантовой механике этого 
тождества уже не существует, но указанные два решения во многих отношениях 

различаются очень мало. Для решений задачи с потенциальной энергией ( 1), в ко
торых - если применять простые обозначения прежней теории - радиус орбиты 

существенно меньше т0 , следует учитывать, что энергия отличается на аддитивную 

величину е2 /то от энергии системы, характеризуемой зарядом ядра Z. 
Для упрощения дальнейших вычислений мы можем еще предполагать, что в не

возмущенной системе проекция полного момента на заданное внешнее направление 

и сам полный момент «квантованы», т. е. что матрицы их диагональны. Тем самым 

мы вводим дополнительно фиктивные поля, снимающие вырождение по числам j 
и m уже в невозмущенной системе; это оправдывается тем, что j квантуется 
энергией возмущения, которую т создает при сколь угодно малом внешнем поле. 

Но и тогда в общем случае в невозмущенной системе остается тройное вырождение: 

резонансное и еще по импульсам электронов k 1 и k2 З). В частном же случае, 

З) В действительности решения задачи (l), соответствующие одинаковым значениям n и разным 
значениям k, приводят к несколько различающимся значениям энергии. Однако эти различия в энергии 
в общем случае настолько малы, что более последовательно включать их в энергию возмущения и считать 
невозмущенную систему вырожденной. 
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когда один электрон находится на основной орбите и п = 1, вырождение по обоим 
импульсам отпадает и •остается одно только резонансное вырождение; это следует 

из простого подсчета числа невозмущенных состояний с одинаковой энергией. 

На опыте известны только термы этого последнего типа, Поэтому и мы можем 
удовлетвориться расчетами именно таких термов. 

Итак, пусть в невозмущенной системе один электрон находится на орбите lS. 
Если мы исключим те состояния полной системы, в которых второй электрон 

движется по В-орбите - ведь для таких состояний наш приближенный метод 
не пригоден, - то для r0 всегда можно будет выбрать значение существенно 
большее «радиуса 18-орбиты». Энергия этого одного электрона, следовательно, 

RhZ2 е2 
имеет в первом приближении вид - -12- + ro' во втором приближении -

RhZ
2 е2 ( е2) ---+-+ J(r)-- . 

12 ro ro 
(2) 

Черта означает усреднение по времени, произведенное по невозмущенному дви

жению на орбите для п = 1 и зарЯда Z. Аналогично, энергия другого электрона 
в невозмущенной системе определяется формулой 

Rh(Z - 1)
2 ( ( ) е2) __ п_2 __ + J r - -;: . (3) 

Здесь r 0 существенно меньше, чем радиус орбиты. Усреднение производится по ор
бите, характеризуемой главным квантовым числом n, определенным импульсом k 
и зарЯдом (Z - 1). При перестановке двух электронов полная энергия сохраняется. 

Энергия возмущения определяется кулоновским отталкиm~нием двух электро

нов, уменьшенным на отклонение потенциала ( 1) от потенциала Ядра с зарЯдом Z. 
Это дает 

е2 
Н 1 = - - /(r1) - /(r2). 

r12 
(4) 

Здесь r 12 означает расстояние между двумя электронами, r, и r2 -расстояние 

от Ядра электрона 1 и 2, соответственно. 

§2 

Рассмотрим теперь одно совершенно особое состояние невозмущенного атома, 

характеризуемое полным моментом j и проекцией его т на фиксированную ось; 
допустим, -что один электрон находится на орбите с п 1 = 1, второй - на орбите 
с п2 = п:;::: 2. Поскольку второй электрон движется по В-орбите, момент импульса k 
орбиты первого электрона равен полному моменту атома: 

k=j. (5) 

Система будет вырожденной еще только в том смысле, что при перестановке двух 

электронов полная энергия ее не изменяется, и потому к ней может быть применен 

полностью метод статьи, цитированной ранее 4). Если мы введем для состояния, 
характеризуемого квантовыми числами п = 1, k =О, т =О обозцачение v, для 
состояния с квантовыми числами п = п, k = j, т = т обозначение w и далее будем 
обозначать первь1м или вторым индексом состояние первого или второго электрона, 

4) Нeisenberg W. MehrkorperproЬ!em und Resonanz in der Quantenrnechanik. 
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то в соответствии с соображениями цитированной статьи, см. уравнения (10)-(12), 
вычисление вековых движений может быть сведено в основном к расчету членов 

H 1(vw; vw) и H 1(vw; wv). (6) 

Эти два члена не зависят от т, так как без внешнего поля направление 
в пространстве выделить невозможно. Следовательно, каждый терм невозмущенной 
системы расщепляется на два; только те термы невозмущенной системы, в которых 

электроны были на эквивалентных орбитах, остаются простыми. Мы будем назы

вать две системы термов, на которые распадается спектр термов, о(рто)- и п(ара)
системой, причем посдеднее название будем применять к той системе, которая со
держит состояние с эквивалентными орбитами. Вычислив значения (6), мы покажем, 
что значения энергии для п-системы больше, чем для о-системы, и что вычисленное 
расстояние между ними приблизительно соответствует эмпирическому расстоянию 

между термами орто- и парагелия или орто- и паралития. Тот факт, что обе системы 

термов не комбинируют между собой, был уже показан в цитированной статье. 

Расчет значений ( 6) проще всего производится по методу собственных функций 
Шредингера 5). Для водородоподобного атома с зарядом ядра Z Шредингеровская 
собственная функция ф, соответствующая квантовым числам п, k, т, может быть 
представлена в виде произведения трех функций, из которых каждая зависит только 

от одной из трех переменных r, О, ip: 

(7) 

Если мы введем обозначение dfl для пространственного элемента drr2 d8 sin (} d<p 
и возьмем два каких-нибудь «стационарных состояния» или собственных значе
ния s, t, то при соответственной нормировке ф будет справедливо соотношение 
ортогональности: 

! - { 1, 
1/Js'Фt dfl = Ost = О, 

s = t, 
s ::/= t. (7а) 

Черта над ф обозначает комплексно сопряженную величину. По Шредингеру 6>, 
функции Х, У, Z имеют вид 

Xn,k(r) = ( 2Z)
3 (п-k-l)!e_u2{k~(-0< ( п+k ) 

па (п + k)!2п 7 s! п - k - 1 - s ' 

h2 
а----

- 4кте2 ' 

2Z 
{=-r; 

па 

( 1) (k- m)! 
Уkт(О) = k + 2 (k + m)!Pkm(cos О), 

R (t) = (1 - t2)m/2 r R (t) 
km dtm k ' 

eiml(J 

Zт(<р) = г-с· 
v21Г 

5) Schrбdinger Е. Ann. Phys. 1926, 79, 361, 489, 734. 

(8) 

6) Schrбdinger Е. Ann. Phys., 1926, 79, 361. Нормировочные постоянные взяты мною из работы Waller /. 
Zs. Phys., 1926, 38, 635. 
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Вычисление величин (6) производится теперь по формулам 

а) H
1
(vw,vw) = !··· 1 H1 1/Jv,z(т1,81,1P1)1/Jw,z-1(т2,82,ip2) х 

х ifv,z(т1, 81, 1P1)ifw,z-1(т2, 82, 1Р2) n, df!2, 

Ь) H1
(vw, wv) = f · .. 1H1 1/Jv,z(т1,81, 1Р1)'Фw,z-1(т2, 82, 1Р2) х 

х ifw z-1(т1, 81, tp1)ifv z(r2, 82, 1Р2) n, df!2. 
' ' 

247 

(9) 

При этом, следовательно, предполагается, что собственные функции зада

чи (1) отличаются от водородоподобных собственных функций не слишком сильно. 
Из этих двух величин вторая, H 1(vw, wv), в соответствии с выводами цитированной 
статьи, определяет половину расстояния между о- и п-термами «возмуmенной» 

системы. Первая величина, H 1(vw, vw), определяет расстояние от середины проме
жутка между орто- и паратермом до терма невозмущенной системы. По-видимому, 
целесообразно прибавить к этому расстоянию отклонение энергии невозмущенного 

атома (2) и (3) от величины 

RhZ2 Rh(Z - 1)2 

__ 1_2_ - n2 

Тогда для расстояния середины указанного промежутка от - RhZ2/1 2 - Rh( Z - 1 )2 
/ n2 

мы получаем 

(10) 

В этой формуле т0 уже не содержится. Следовательно, изменение энергии возму
щенной системы в первом порядке не зависит от выбора то. Правда, отклонение 
середины указанного промежутка от -(RhZ2 /1 2+Rh(Z - 1)2 /n2

), правильное по ве
личине хотя бы приближенно, из формулы (10) не получается. Дело в том, что из-за 
симметрии lS - орбиты эта величина по формуле (10) оказывается почти равной 
нулю, и квадратичные члены следующего порядка теории возмущений, соответ

ствующие влиянию так называемой «поляризации», вносят в указанное отклонение 

больший вклад, чем формула (10). В противоположность этому формула (9) 
действительно дает первое приближение для расстояния между о- и п-термами. 

При численных расчетах величин ( 6) целесообразно выполнить интегрирование 
сначала по углам, а потом по радиусам. С помощью функций (8) прежде всего 
получаем 

=----, 
т2 

где (11) 
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Интегрирование по углам ()2 , rp2 дает множитель l, и остается 

(12) 

Введя сокращенное обозначение { = 2; r, получаем 

00 00 2 2 

1' j 2 2 1 j -{i 2 ( е е ) 2Z Н (vw, vw) = dr2r2Xn,k;z-1(r2)- е {1 d{1 -с - - Т - = 
2 '>(12) '>2 а 

о о , 

(13) 

В следующих вычислениях искомые средние значения будут получены точно 

не для всех п и k; ибо можно легко показать, что для искомых средних 

значений энергии всегда получаются приближенные формулы типа Ридберга
Ритца. Поэтому достаточно вычислить среднее значение при заданном значении k 
для двух наименьших значений п ( k + 1 и k + 2), а для остальных средних значений 
провести экстраполяцию по формуле Ридберга-Ритца. Приведем здесь формулы, 

вытекающие из функций (8): 

2Z 1 -Ф" 
( )

3 

(k+ l)a (2k+2)!e { ' 

2Z 1 -а2 1с k 
( )

3 

(k+2)a (2k+2)!(2k+4) е { (2 + 2-{), 

2Z 
где {=(k+l)ar; 

(14) 
2Z 

где {= (k+2)ar. 

Учитывая, что в состоянии n, k действует заряд (Z - 1), и полагая е = 2i.i', мы 
получаем 

2 00 

11 Ze з+2k 1 j -{2(1н) 2k ) 
Н n=k+1(vw, vw) = ---;;:-е (2k + 2)! d{2e {1 (2 + {2 = 

о 

(Z - 1)2"+3 
( Z(k + 2)- 1) 

= -2RhZ (Z(k + 2) - I)2k+3 1 + Z(k + 1)2 (15) 

и 

H
11

n=k+2(vw, vw) = 
2 00 

= _ ze .. tз+2k l j d! е-(2(1н){21с+1(2 + { )(2k + 2 _ { е)2 = 
а · (2k + 2)!(2k + 4) 2 2 2 2 

о 

(Z - 1)2
k+

3 4(k + l)(k + 2) + (2k + 6)е2 + 2е3 

= -2ZRh(Z(k+3)-1)2k+3 - (1 +e)2(2k+4) (16) 
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Результаты численного расчета Н 11 
( vw, vw) / Rh даны в таблице 1. 

Таблица 1 

k=1 k=2 

Z=2 {n=k+I -0,0020 -6, 7 -10-6 

n=k+2 -0,00070 

Z=3 {n=k+1 -0,0098 -5, 5 · 10-5 

n=k+2 -0,0032 

Для k = 2 приведено только по одному среднему значению, так как получаемые 
по методу Ритца поправки к значению Н11 в примененном здесь приближении 
оказались пренебрежимо малыми. Для значений k ~ 3 величина Н11 не вносит 
сколько-нибудь заметного вклада в поправку Ридберга. Соответствующие поправки 
к сдвигу терма б, определенные формулой 

RhZ2 Rh(Z - 1)2 

Е == - -- - ------,--
12 (n + 6)2 ' 

приведены в таблице 2. 

'Iаблица 2 

k=1 k=2 

Z=2 {n=2 -0,0080 -9. 10-5 

n=3 -0,0095 

Z=3 {n=2 -0,0098 -1,9· 10-4 

n=3 -0,0108 

Поправка Ритца очень мала по сравнению с полной поправкой. 
Переходя теперь к вычислению величины Н 1 ( vw, wv), мы выполним сначала 

интегрирование по углам. При этом интегрировании Н 1 можно заменить на е2 /r12 , 
так как все другие члены зависят только от координат одного из электронов и потому 
не могут давать вклад в компоненту Фурье, отвечающую переходам двух электронов. 

Итак, если х по величине < 1, то сначала надо рассмотреть интеграл 

_!__ f f Ykm(01 )Ykm(02)Zm(1P1)Zm(1P2) d01 sin 01 d<p1 d02 sin 02 d<p2. (l ?) 

47Г -J 1 - 2х( cos 01 cos 02 + sin 01 sin 02 cos ( <р1 - <р2)) + х2 

Этот интеграл с учетом функций (8) сводится к известному при разложении в ряды 
сферических функций интегралу Пуассона 7), и его значение равно 

xk 

2k+ 1 · 
(18) 

Вводя снова обозначение T(t,2) для большей, T(2,t) для меньшей из двух величин r 1 
и r2, мы получаем 

(19) 

7> См., например, Courant R., Нilbert D. Methoden der mathematischen Physik. Berlin, 1924, 1, 423. -
Русский перевод: Курант Р., Гильберт Д Методы математической физики. Т. I. М.: Гостехиздат, 1933. 
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Для частного случая п = k + 1, полагая снова ~ = 2
; r и е = zf ;;)1), имеем 

00 00 k 

Н (vw wv) = -- .,, (2,1) ck -{,(l+e)/2ck -6(1+<)/2 d'" с2 d'" с2 = 2e2z с2k+з 1 // ~ 
t ' а 2(2k+2)! (2k+l) {k+1"'1e i,,2e i,,ti,,1 i,,2i,,2 

о о (1,2) 

е2 z е2k+з 
=- х 

а (2k + 2)!(2k + 1) 

00 6 00 

х j d{1{1e-{1(tн)/2{/ d6{ik+2e-6(1+<)/2+{~k+I1 d66e-{2(1+<)/2 }· (20) 

о о {1 

Выполняя интегрирование (~· = (k~~;z), получаем 

\ 8t2k+З 2k + 5 
Hn-k+ 1(vw, wv) = RhZ ( )2k 5 --. 

- 1 + е + 2k + 1 
(21) 

Аналогично, для п = k + 2 ( е = zfk-;_2)) получаем 
e1z е2k+з 

H~=k+2(vw,wv) = 7 (2k+ 2)!(2k+ 4) х 
00 00 {k 

х j d{1 {2+k(2k + 2 - {1е)е-{1(1+<)/2 j d{1 {i+k {~2~1{ (2k + 2 - 6е)е-Ыt+<)/2 
о о (1,2) 

и 

8е2k+з l 

H~=k+2(vw, wv) = ZRh (1 + e)2k+5 . (2k + 4)(2k + 1) х 

х {(2k + 2)2(2k + 5) - 2-e-(2k + 2) ( 4k2 + 20k + 25) + 
l+e 

+С: е) \2k + 3)(4k
2 

+ 26k + 44) }· (22) 

Из этих расчетов прежде всего следует, что значение H 1(vw, wv) всегда 
положительно. В соответствии с выводами цитированной статьи это означает, 

что п-система, т. е. та система, которая содержит состояния с эквивалентными 

электронами, всегда имеет более высоко расположенные термы. 
Численные значения H 1(vw, wv)/Rh приведены в таблице 3. 

Таблица 3 

k=I k=2 k=З 

z =2 {n=k+I 0,00765 0,0000257 5,25. 10-8 

n=k+2 О,00246 0,0000150 4,31 . 10-8 

Z=3 {n=k+I 0,0307 0,000189 6,95. 10-1 

n=k+2 0,00935 О,000108 5,72. 10-1 
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Разность между орто- и паратермом, как показано в цитированной статье, в этом 
приближении равна 2Н 1 

( vw, wv). 
Приведенные выше численные данные были использованы при вычислении раз-

n3 H 1(vw wv) 
ности поправок Ридберга-Ритца к пара- и ортотермам по формуле (Z-!)2 Rh' = 
дб, и вычисленные значения были сопоставлены с опытными. Эмпирические значе

ния для расстояния между орто- и паралития взяты мной из измерений С. Вернера s). 

Таблица 4 

Лб Дl\Я 

2р-2Р 3р-3Р Зd-ЗD 4d-4D 4f-4F 5f-5F 

Не { выч. 0,061 0,067 О,00069 0,00096 3,4. 10-6 5,4. 10-б 
изм. О,75 0,079 0,00044 0,00063 

Lj+ { выч. 0,061 0,063 О,0013 0,0017 1,1. 10-5 1,8. 10-5 

изм. 0,067 0,069 0,0010 0,0014 

Для Р-термов формулы (21)-(22), как и следовало ожидать, не дают достаточно 
точных результатов. Для D-термов плохое согласие можно объяснить частично 

тем, что здесь речь идет о величинах, лежащих на грани точности измерений; 

однако и теоретическое значение может претерпевать существенные изменения 

при учете квадратичных членов, т. е. во втором приближении теории возмуще

ний. Проведенные здесь расчеты носят лишь оценочный характер. Качественно 
же, функциональная зависимость поправки Ридберга-Ритца от квантовых чисел 

воспроизводится теорией довольно неплохо. 

§3 

Для того, чтобы вычислить наряду с относительным расстоянием между о- и п

системой также и абсолютное положение термов, например по отношению к водо

родным термам, следует перейти ко второму приближению в энергии возмущения. 

Однако точные расчеты второго приближения были бы очень утомительными, и по

тому я ограничусь и здесь грубой оценкой членов второго порядка. Для больших 
значений k из наглядных соображений совершенно очевидно, что наибольший вклад 
в члены второго порядка вносит так называемая «поляризация»> внутренней области 

атома. Наряду с поляризационными имеются и другие соответствующие высшим 
индуцированным мультиполям (квадрополям и т. д.) члены, которые оказывают 
заметное влияние как на абсолютное положение термов, так и на относительное 

расположение о- и п-систем термов. Индуцированный же диполь не влияет на от
носительное расположение двух систем термов. Таким образом, поляризационный 
член (после прибавления приведенных в таблицах l и 2 членов первого порядка) 
прямо дает приблизительное расстояние от середины промежутка между термами 

о- и п-системы до соответствующего водородного терма. Для больших значе
ний k поляризационный член можно взять из расчетов цитированной выше работы 
И. Валлера 9). Однако для малых значений k, как заметил Валлер, его расчеты не да
ют хорошего приближения к искомой величине. Этому также можно дать наглядное 
объяснение, Валлер вычисляет поляризующее действие однородного электрического 
поля на внутреннюю область атома. Пока индуцирующий электрон находится дЗлеко 

8) С. Вернер любезно сообщил мне результаты этих измерений до публикации. См. также работу Schй/er N. 
Zs. Phys" 1926, 37, 568. Спектр ортолития+ был указан в работах: Аnп. Phys" 1925, 76, 292; Wemer S. 
Nature, Febr. 1924; Okt. 1925. 
9) Wal/er J. Ор. cit. 
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от ядра, электрическое поле, создаваемое им во внутренней области атома, можно 
считать однородным. Но как только его расстояние от ядра по порядку величины 
сравнивается с аналогичным расстоянием внутреннего электрона, приближение 
однородного поля становится неверным, индуцированный диполь оказывается 

существенно меньше вычисленного в предположении однородного поля. Если про
вести детальное исследование этого уменьшения поляризуемости с уменьшением k, 
то при использовании членов второго порядка получается результат, что уже для 

термов d, D, /, F и т. д. значения Валлера дают очень хорошее приближение, но что 
для Р-термов поляризационный член составляет в действительности примерно 

только одну треть значения, вычисленного Валлером. Я не буду здесь приводить 
расчеты, ведущие к этому результату. Итак, для вклада поляризационных членов 

в поправку Ридберга-Ритца мы возьмем значения из цитированной в примечании 6 
работы Валлера (значения для Р-термов поделены здесь на 3): 

Не 
Li+ 

р 

,.., -0,018 
,.., -0,014 

D F 

-0,0025 -0,00043 
-0,0021 -0,00034 

Прибавим теперь к ним вклад первого порядка от членов Н 11 
( vw, vw) и сравним 

с измеренной поправкой Ридберга к середине промежутка между орто- и паратермом. 

Таблица 5 

р D F 

Не { выч. rv -0,028 -0,0026 -0,00043 
изм. -0,029 -0,0025 

Li+ { выч. ,.., -0,025 -0,0023 -0,00034 
изм. -0,020 -0,0022 0,0002 

Точность наших оценочных теоретических значений для Р-термов на самом 
деле значительно меньше, чем могло бы показаться при хорошем согласии между 

теорией и опытом. 

Проделанные выше расчеты позволили нам получить общее представление 

о расположении термов искомого спектра. При этих оценках В-термы, а так

же термы, соответствующие возбужденным состояниям двух электронов, должны 
исключаться из рассмотрения. Как показывают вычисления, проделанные в цити

рованной статье, вероятности перехода в случае рассмотренной в первой части этой 
работы модели атома из точечных зарядов обращаются в нуль для перекрестных 

комбинаций между о- и п-системами; внутри каждой отдельной системы вероятно

сти перехода (исключая переходы в 18-терм!) отличаются от вероятностей перехода 
в водороде примерно на разницу между энергией рассматриваемых стационарных 

состояний и энергией соответствующих состояний водорода. Поэтому рассмотрение 

атома, состоящего из точечных зарядов, мы на этом пока заканчиваем и переходим 

к обсуждению модели атома с магнитными моментами и тонкой структуры. 

11 

СПЕКТР С УЧЕТОМ ЭЛЕКТРОННЫХ МАГНИТНЫХ МОМЕНТОВ 

§1 

Для первого приближения мы рассмотрим следующую задачу. Пусть центр тяже
сти двух электронов жестко закреплен, но вращательные моменты электронов s1, s2 
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(«квантовое число» s 1 = s2 = 1/2) по направлению не определены. Между каждым 
из двух электронных магнитных моментов и какой-нибудь фиксированной внешней 

силой Я пусть существует взаимодействие, описываемое членом Н1 (Я, s) в гамиль
тоновой функции. Далее, взаимодействие между двумя магнитными моментами 

пусть задается членом H2(s1, s2). Существенно, что оба электронных магнитных 
момента ведут себя во всех отношениях одинаково. Решение этой задачи по прежней 

квантовой теории выглядело бы, очевидно, так: оба электронных магнитных момен
та устанавливаются параллельно или антипараллельно - независимо от соотношения 

между порядками величин Н1 и Н2, поскольку внешняя сила оказывает на оба маг
нита одинаковое влияние, - ориентация всей системы во внешнем поле Я вследствие 

равенства ls11 = ls21 = ~ ~ приводит к появлению «триплета» и «синглета». 
Квантовомеханическое рассмотрение дает совершенно аналогичный результат. 

Проекция s 1, s2 на направление внешней силы Я мы будем обозначать через m 1 
и m2. Величину m1 + m2 = т снова можно заранее считать диагональной матрицей. 
Таким образом, в невозмущенной системе имеются четыре состояния, которые мы 
наделим номерами а, Ь, с, d. 

т, m2 т 

1 1 
а 2 2 

1 1 
о ь 2 -2 

1 1 о -2 2 с 

1 1 -1 d -2 -2 

Очевидно, вследствие квантования т состояния а и d существуют уже в невозму
щенной системе и имеют энергию Н1 (аа)+Н2(аа) и соответственно H 1(dd)+H2(dd), 
причем Н2(аа) = H 2(dd). Для состояний же Ь и с существует резонансное вырожде
ние, описанное в цитированной статье. С этой точки зрения состояния а и d имеют 
эквивалентные подсистемы. Поэтому же они комбинируют только с одним из двух ре
шений резонансной задачи Ьс, и разбиение четырех состояний на две системы из од
ного и трех состояний здесь совершенно аналогично разбиению на о- и п-систему 

в части 1. Энергия состояний «Ь, с» возмущенной системы, в соответствии с уравнени
ем (12) цитированной статьи (при этом следует учитывать, что Н1 (Ьс=О), имеет вид: 

для «Ь»: 

И ДЛЯ «С»: 

(23) 

Для совпадения резонансного разбиения с разбиением на «мультиплеты» 
(синглет-триплет) существенно то обстоятельство, что для электронов в = 1/2. 

Если мы снова обратимся, в соответствии с уравнениями (16) цитированной 
статьи, к шредингеровским собственным функциям этой задачи, то собственные 
функции «триплетных» состояний а, Ь, d будут симметричными по координатам 
двух электронов с магнитными моментами, а собственная функция «синглетного» 
состояния с при перестановке электронов будут изменять знак и мы будем называть 
ее «антисимметрцчной». 

· Эти рассуждения принципиально ни в чем не изменятся, когда мы перейдем 
к собственно интересующей нас задаче об атоме гелия с магнитными э.лектронами. 
Пока энергии взаимодействия Н1 и Н2 остаются существенно меньщимц, чем 
энергии и разности энергий для рассмотренной в части 1 модели, резудьтатьf только 
что проделанных вычислеflий можно прямо рассматрицать как решение урациения 



254 lJBER DIE SPEKTRA VON ATOMSYSTEMEN MIT ZWEI ELEKTRONEN 

вековых движений возмущенной системы, причем в качестве невозмущенной 

системы следует брать здесь каждое из всех состояний модели части 1. Только 
векторы (параллельные и антипараллельные) s 1 и s2 ориентируются не по внешней 
силе Я, а по результирующему моменту импульса, получаемому при сложении 

с модельным моментом импульса части 1 по обычному правилу структуры. 
Таким образом, причина, по которой векторы s 1 и s2 устанавливаются па

раллельно или антипараллельно, как это требуется обычным правилом структуры, 

заключается не в сильном взаимодействии между s 1 и s 2 , а в том, что на оба 

магнитных момента действует совершенно одинаковая сила; ибо оба электрона 

в рассмотренной в части 1 модели с течением времени совершают в точности 
одинаковые движения (с разными фазами). 

Разбиение полной системы термов на две подсистемы, не комбинирующие между 

собой, также не доставляет теперь затруднений. Шредингеровская собственная 

функция некоторого состояния всего атома равна произведению собственных 

функций модели части 1 и только что рассмотренной «синглетно-триплетной 
модели». Поскольку собственные функции о-системы были антисимметричными, 
а собственные функции п-системы симметричными, то собственные функции всего 
атома будут: 

симметричными для триплетов п-системы и синглетов о-системы; 

антисимметричными для синглетов п-системы и триплетов о-системы. 

Тем самым и определяется разбиение на не комбинирующие между собой 

системы термов; в частности, если мы возьмем ту подсистему, которая не содержит 

эквивалентных орбит, то паратермами будут синглеты, а ортотермами-триплеты. 

Это разбиение на некомбинирующие подсистемы (см. цит. статью) сохраняет
ся и тогда, когда исходная предпосьшка указанных выше вычислений больше 

не выполняется, т. е. если, например, расстояние о-п не будет велико по сравне

нию с значениями Н1 и Н2. Однако в этом случае простого разбиения спектра 

на синглеты и триплеты уже не существует. 

Это поведение имеет большое сходство с поведением атома без резонанса, 

но с взаимодействием между электронными магнитными моментами, порядок 

величины которого определяется расстоянием между синглетом и триплетом, 

и потому вполне понятно, что характерные структурные особенности в большей 

части могут быть сведены к этой последней модели. 

В свою очередь, обсуждаемая здесь двухэлектронная модель также воспроизводит 

все более тонкие черты в структуре спектров, например, щелочноземельных 

металлов. Для триплетов всегда будет действовать известный «закон косинуса», 
если магнитное взаимодействие между ядром и электронами будет больше, чем 

взаимодействие двух электронных магнитных моментов между собой. Во внешнем 

магнитном поле триплеты ведут себя так, как в обычно обсуждаемых при выводе 

эффекта Зеемана моделях. 

§2 

Можно задать вопрос, почему именно Не и Li+ выпадают из ряда щелочнозе
мельных металлов в том отношении, что тонкая структура у них не соответствует 

обычной триплетной схеме. Причину этого следует искать в сравнительно силь

ном взаимодействии электронных магнитных моментов между собой 10>. Для более 
детального исследования тонкой структуры Не и Li+ мы напишем магнитную 

IO) За указание на это, а также за многие ценные предложения в совместных обсуждениях я благодарен 
Н. Бору. 



0 СПЕКТРАХ АТОМНЫХ СИСТЕМ С ДВУМЯ ЭЛЕКТРОНАМИ 255 

часть гамильтоновой функции всей модели в приближении, обычном в случае 

водорода (t1, t11 и t2, u2 означает радиус-вектор и скорость электронов): 

(24) 

Первая и вторая строки соответствуют магнитному взаимодействию в системе 

отсчета, в которой один из электронов покоится. Третья и четвертая строки дают 

члены, возникающие по Томасу l l) при преобразованиях Лоренца (которые здесь 
прямо применять нельзя, так как нас интересует только среднее по времени 

значение (24) ). Пятая строка описывает взаимодействие двух магнитных моментов. 
Теперь необходимо образовать среднее значение (24) по невозмущенному движению 

Это среднее значение снова расщепляется на две пары членов типа (9а) и (9б). 
Последняя пара членов соответствует резонансному взаимодействию и по величине 
составляет лишь дробную часть первых двух членов. Для грубой оценки мы удо

влетворимся вычислением первых двух членов, так как вторая пара представляется 

довольно сложной и для численных расчетов. В первых двух членах следует сначала 
найти среднее значение для 1-ro электрона на 18-орбите, для 2-го электрона 
на орбите п, k, затем необходимо произвести перестановку электронов и взять 
арифметическое среднее двух значений. В этом приближении можно осреднять 
меньший радиус, например, t 1 по сравнению с t 2 или наоборот. Усредняя да
лее пятую строку (24) сначала по классической теории «k-прецессии» внешнего 
электрона, мы можем заменить 

на 

(аналогично с t 2), где t1 или t2 означает единичный вектор в направлении t 1 
или t 2• Мы предположим, что квантовомеханическое усреднение даст такой же 
результат. Тогда из (24) с учетом k 1s = О получается: 

(25) 

11 ) Тhomas L. Н. Nature, 1926, 117, 514. 
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Последний член скобок не участвует в тонкой структуре внутри триплета, так как 

он зависит только от относительного расположения 51 и 52. 
Для вычисления второго члена скобок мы заметим, что по классической 

механике 

где 5 = 51 + 52 и 'Ф - канонически сопряженная с 5 угловая переменная 12>. 
Аналогично 

Следовательно, 

151Jcos(51Щs2lcos(52t')l51\152\ { cos2(t'5)cos(515)cos(525)- ~sin2 (t'5)sin(515)sin(525)}. 
(28) 

Применяя формулу Кронига JJ), мы можем перенести этот расчет в квантовую 
механику. 

Для этого проще всего, принимая во внимание нормировку, отохществить наши 

векторы 51, 52 с векторами Кронига К1 и Ко, наш вектор 5 с вектором L 
Кронига, наш {' с J (!) Кронига, наше число j с числом R Кронига. Тогда 

естественное обобщение таблицы 2 Кронига 14> дает искомые средние значения. 
Для s1 = s2 = 1/2, s = l получается следующий результат 

h2 
{ (j(j + 1) - k(k + 1) - s(s + 1)]

2 

\51\cos(s1t')\52\cos(52t') = 211" lбk(k+ l) 

- [- ( k + 4) 2 + (j + 8 + 4) 2] [ ( k + 4) 2 - (j - 8 + 4) 2] } 
lбk(k + l) . (29> 

Отсюда снова для s1 = s2 = 4, s = 1 имеем 

( 
h ) 

2 е2 (Т) { z - 3 .. ЛН= 211" 2m2c2 rЗ n,k -4-[J(J+l)-k(k+l)-2]+ 

(j(j + 1)-k(k+ 1)-2]
2 

[ (j + ~) 2 
- (k+ 4)

2
] [ (k+ 4)

2 
- (i-4)

2
] 1} 

+
3 lбk(k+ 1) - tбk(k+ 1) - 4 · (30) 

Поскольку тонкая структура достаточно хорошо известна только для терма 2р, 
мы, полагая k = l, j = 2, l, О, получаем 

ЛН2 = (!:_) 2

____i__( 1) {<z-3)(~ -~ -1) + (~ -~ ~)-~} 
Р 211" 2m2c2 r3 2' 2' 8' 8' 2 4 · 2р 

(31) 

12> См., нацрцмер, Нelsenberg W. Zs. Phys., 1924, 26, 291. - РуссЮ1й церевод: с. 72-85. 
IЗ) Kroning R. de L. Zs. Phys., 1925, 33, 261. Доказцтельство этих фор1.1ул на основе квантовой механ11х11 
было дано в работе D/rQC Р. Proc. Roy. Soc. London, 1926, 111, 281. 
14) Kroning R. de L. Zs. Phys., 1925, 33, 265. 
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Для частных случаев имеем 

Z=2: 

Z=З: 

Из формулы (31) следует прежде всего: для больших значений Z действует, как 
и следовало ожидать, •закон косинуса». Для малых же значений Z преобладают 
другие члены. Учитывая известные соотношения для интенсивности 2р-триплета 

5: 3: 1, мы получаем следующую картину расщепления, например, для 2p-2s 15>: 

Не (2p-2s) 
-v 

+ 
Li (2р- 2s) 

-v 
Z - оо (2р - 2s) 

-v 

Если для начала отвлечься от абсолютных величин, рисунок слева довольно 
хорошо воспроизводит эмпирическую тонкую структуру для Не. При измерении две 
сильных линии слева сливаются в одну и дают вместе с правой компонентой дублет 

ортогелия с хорошо известной аномалией в интенсивностях. Второй рисунок также 
удовлетворительно согласуется с эмпирической тонкой структурой линии 5 485 
для Li+ по Шюлеру 16), если привлечь к сравнению общий характер картины 
расщепления. Однако Шюлер указал еще ряд других компонент этой линии. 

К этому можно добавить, что Макленнан и Энсли 11
> таюке наблюдали более 

сложную, чем в обычных дублетных линиях, тонкую структуру красной линии 
в дуговом спектре лития. Можно ли приписать эту особую тонкую структуру, как 
предполагает Макленнан, изотопическим эффектам - представляется довольно 
сомнительным. Прежде всего следует подумать, как указал Шюлер, об истинной 
ядерной структуре. Действительно, магнитный момент ядра такого же порядка 
величины, как момент электрона, давал бы эффект соответственного порядка. 
Но во всяком случае можно предполагать, что в модели, положенной в основу 

нашей теории, никакая особая тонкая структура не должна появляться. 

Расчет абсолютной величины указанной выше тонкой структуры связан с опре

делением величины (1/r3) 2p. Хотя сам 2р-терм мало отличается от соответствующего 
терма водорода, это отличие может стать очень заметным при усреднении 1 / r в тре-
тьей степени, ведь для k =О получается 1/r3 = оо. Поэтому значение 1/r3 , взятое 
из водородоподобных атомов, будет заведомо давать очень плохое приближение. 

С другой стороны, точное вычисление величины 1/r3 было бы очень сложным. 
Поэтому для временной оценки мы все-таки возьмем значения, соответствующие 

щ На возможность рассматривать гелиевый дублет как искаженный трюmет было указано еще в работе 
S/ater Т. S. Proc. Nat. Acad. Amer., 1925, 11, 732. См., в частности, таюке измерения интенсивности 
в работах Omstein L. S., Вurger Н. С. Zs. Phys., 1924, 26, 57; Burger D. Zs. Phys., 1926, 38, 437. 
16) Schil/er N. Zs. Phys., 1926, 37, 568. 
17) MacLennan Т. С" Ainslie D. S. Proc. Roy. Soc. London, 1922, 101, 342. 

18 Зак. 6 
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водородоподобному атому - при этом мы ожидаем, что полученные таким спосо

бом теоретические значения будут сильно преуменьшены - и сравним расстояния 
между крайними компонентами с измерениями. 

Для водородоподобных спектров имеем 

( 1) 2Z3 

r3 2р = Rha 24 (32) 

(а - постоянная тонкой структуры Зоммерфельда). 
Расстояние между крайними компонентами тонкой структуры, таким образом, 

будет для 

Не: Rha2 (Z- l)
3 21 =О 62 см- 1 • наблюдаемое 1,07 см- 1 , 

24 8 ' ' 

Rh,,.2(Z- 1)3 _15 = 3 65 см-1· t ... наблюдаемое 4,4 см - , 
24 8 ' ' 

Расхождение можно объяснить частично тем, что при усреднении энергии (24) 
не были учтены резонансные члены. 

Проведенные здесь вычисления должны были показать, что квантовая механика 
позволяет, во-первых, дать качественное описание спектра вплоть до очень тонких 

деталей также для атомов с двумя электронами, и, во-вторых, определить прибли
женно функциональную зависимость термов от квантовых чисел. Это рассмотрение 
настоятельно требует еще дополнения в двух направлениях. До сих пор отсутствует 

ясное обоснование для выбора системы термов, не содержащей состояний с экви
валентными орбитами электронов. Можно надеяться, что при попытке устранить 

этот недостаток мы встретимся с более глубокими взаимосвязями. Другой пробел 
проведенного здесь рассмотрения заключается в недостаточной точности. Следует 
требовать, чтобы теоретические значения термов бьmи вычислены с такой точно
стью, чтобы согласие их с экспериментальными значениями могло быть проведено 

до последнего десятичного знака после запятой. Таким образом, методы квантово
механической теории возмущений должны совершенствоваться все более и более, 
пока мы не разработаем метод, который, подобно методу в астрономии, позволит 

проводить действительно количественное определение искомых постоянных без 
слишком большой вычислительной работы. 

Копенгаген, Институт теоретической физики, 
июль 1926 г. 
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Согласно принципу запрета Паули между уровнями энергии атомной системы 
с n электронами и уровнями энергии системы, в которой n электронов принадлежат 
одной замкнутой оболочке, имеется далеко идущая аналогия. В основе ее лежит 

допущение о существовании замкнутой оболочки. В свою очередь такое допущение 

предполагает, что, если пренебречь взаимодействием между электронами, то один 

электрон может занимать лишь конечное число соседних уровней, находящихся 

на большом (даже по сравнению с энергией взаимодействия) расстоянии от других 
уровней энергии системы. Эквивалентность системы п электронов системе n «ды
рок», как показал Паули 1>, полна прежде всего в отношении числа уровней энергии. 
Что же касается величины уровней, то вопрос о том, сколь далеко прослеживается 
здесь эквивалентность, пока не исследован. Если N - число электронов в замкну

той оболочке, то, как будет показано в этой работе, уравнение Шредингера для n 
электронов можно заменить совершенно аналогичным по структуре, эквивалентным 

уравнением Шредингера для N - n дырок. Если взаимодействие электронов имело 
вид е2 /r1т, то взаимодействие дырок чисто формально также можно представить 
в виде е2/r1т· Впрочем, эта эквивалентность остается в силе лишь до тех пор, 
пока возмущения, связанные с возможными переходами в возбужденные состояния 

(то есть в состояния, лежащие вне замкнутой оболочки), пренебрежимо маль~: экви
валентность имеет место лишь в так называемом «первом приближении» метода 

возмущения, в котором взаимодействие рассматривается как возмущение. 

Пусть 

§1 

( _ _}j!__д _ eV - Е)и =О 
&7r2µ 

(1) 

- уравнение Шредингера для отдельно взятого электрона в невозмущенной 

системе, и Е1 , Е2 , ••• , EN - соседние уровни энергии с собственными функциями 

и~, и2, ... , uN. Возмущение состоит из парного взаимодействия н1т любых двух 
электронов (например, н1т = е2 /r1m) и из действующего на каждый электрон 
внешнего возмущения Н1 • Таким образом, . волновое уравнение всей системы 
в целом представимо в виде 

(2) 

• Zum Paulischen Ausschliessungsprinzip. - Ann. Phys., 1931, 10, 888-904. Перевод Ю.А.Данилова. 
t) Pauli W. Zs. Phys., 1925, 31, 373-385. - Русский перевод в кн.: Паули В. Труды по квантовой теории. 
М.: Наука, 1975. Т. 1. С. 634-644. 
18* 
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Собственную функцию 'Ф(r 1 , r 2, •.• , rп) возмущенной системы можно разложить 
по собственным функциям невозмущенной системы, представимых в виде про

изведений решений уравнения (1). Коэффициенты Sk такого разложения зависят 
от квантовых чисел отдельных электронов и удовлетворяют соотношению 

2:: E;kSk - W S; = О. 
k 

(2а) 

Индекс k нумерует квантовые состояния всех электронов, E;k - матричные 
элементы оператора энергии по невозмущенным собственным функциям. Как 

показали Иордан, Клейн и Вигнер 2>, вместо квантовых чисел электронов в каче
стве переменной можно выбрать число электронов Nk в k-hbox-м стационарном 
состоянии (Nk = О, 1). Итак, требуется найти шредингеровскую функцию, ко
торая зависит только от чисел Nk. Чтобы записать соответствующее уравнение 
Шредингера, положим по определению 

(3) 

где а; допускают наглядную интерпретацию: это - некоммутирующие ампли

туды трехмерных волновых функций. В случае статистики Ферми выполняются 
коммутационные соотношения 

a/ak + akai = б;k, 
a;ak + akai = О, 

aiaA; + aA;ai =О. 

Эти коммутационные соотношения выполняются, если положить 

(4) 

(5) 

Здесь д; обозначает оператор, переводящий N; в 1 - N;, а V; - функция, 
принимающая значения + 1 и -1, которая удовлетворяет соотношению 

V; = п(l -2N;). 
k,;;;;i 

(5а) 

Чтобы записать уравнение Шредингера в переменных N;, необходимо еще 
выразить оператор энергии (2) или (2а) через амплитуды а;. Следуя Иордану 
и Вигнеру, получаем: 

Е = 2:: а/ ak(б;kEi + H;k) + ~ 2:: а/ a;ara,H;k,rs· 
i,k i,k,r,s 

(6) 

Матричные элементы H;k и H;k,rs имеют здесь следующий смысл: 

H;k = j u/(l)H1uk(l) dт1, 

H;k,rs = / ui(l)u;(m)H1mur(m)u,(l) dт1 dтт, 
(7) 

Е; - значения энергии невозмущенных состояний. 

l) Jordan Р., К/еiп О. Zs. Phys., 1927, 45, 751; Jordan Р., Wigner Е. Zs. Phys., 1928, 47, 631. 
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Если суммы в соотношении (б) взять по всем состояниям невозмущенной си
стемы, то соотношение (б) математически полностью эквивалентно уравнению (2). 
Если же эти суммы берутся только по состояниям 1, 2, ... , N, входящим в рассма
триваемую группу уровней энергии, то соотношение (б) представляет собой задачу 
на собственные значения для рассматриваемой группы уровней. Решение ее дает 
первое приближение к решению уравнения (2). Эту задачу на собственные значения 
можно преобразовать в эквивалентную задачу на собственные значения для дырок. 

Действительно, оператор энергии в задаче на собственные значения для электронов 

имеет вид 

(ба) 

Соотношение (ба) нетрудно преобразовать в эквивалентное соотношение, в котором 
в качестве переменных будут выступать величины, характеризующие не электроны, 

а дырки. Прежде всего введем величину 

NI=1-Ni, (8) 

означающую, как нетрудно видеть, «число дырок в состоянии i~ (NI может 
принимать значения О и 1). Затем по аналогии с соотношениями (4) и (5) 
определим оператор 

~=~ ~ 
и функцию 

v: = П(l - 2N~) = (-l)ivi. 
k~i 

Тогда амплитуды ai будут удовлетворять соотношениям 

~· - N!д'· ~(-l)i+I а, - , ,v, , 1 'д'N'( )i+I ai = Vi i i -1 ' 

(10) 

несколько отличным от соотношений (5), но коммутационные соотношения (4) 
остаются неизменными и для амплитуд ai: 

'* / 1 '* ai ak + akai = бi/" 

aia~ + a~ai = О, (11) 
'* / * / * ,. ai ak + ak ai = О. 

Из соотношений (8)-(11) получаем 

а также 

* / ai =а;. (13) 

Оператор энергии (ба) можно также преобразовать к виду 

(14) 
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Переставляя множители так, чтобы все а:* оказались слева, получаем 

N J N N [ 
Е = I:(H;; + Е;) + 2 I:(Hik,rs - H;k,ik) - I: а:* а~ б;kEi + Hki + 

i i,k i,k 

1 ~ ( )] 1 ~ t* 1 * / 1 ( ) + 2 L.J Hkr,ri - Hrk,ri - Hkr,ir + Hrk,ir + 2 .L..J а; ak arasHrs,ik· 15 
r z,k,r,s 

Это соотношение для амплитуд дырок имеет такой же вид, как и соотношение (6а) 
для амплитуд электронов, и, проделав обратное преобразование, соотношение (15) 
можно перевести в волновое уравнение для координат дырок, записанное в (N -
п)-мерном пространстве. Существенное различие между соотношениями (6а) и (15) 

фф '* ' v v состоит в том, что коэ ициент при а; ak, описывающим поле возмущении 
отдельной дырки (без учета взаимодействия), не совпадает с коэффициентом 

при а:* а~ для электронов. Например, в периодической системе центральное 
поле дырок, принадлежащих замкнутой оболочке, отличается от центрального 
поля электронов, принадлежащих той же замкнутой оболочке, что обусловлено 
взаимодействием электронов. Кроме того, в отличие от соотношения (6а), индексы 
матрицы H;k в (15) коммутируют. Следовательно, при переходе к волновому 
уравнению необходимо учитывать, вещественны или комплексны собственные 

функции и и энергия возмущений Н1 , н1т. В качестве примера предположим, что 
H;k = Hki и H;k,rs = Hrs,ik· Пусть eU - центральное поле дырок, к обсуждению 
которого мы вернемся в дальнейшем, и пусть 

1 
L(E; + Hii) + 2 I:<дk,ki - H;k,ik) =А (16) 

i i~ 

(А - константа). Тогда волновое уравнение для дырок будет иметь вид 

{}3(4л1 +еи1) + }3н1т+А-Е}Ф=О. (17) 
i S7Г µ l>m 

Подчеркнем, что переход от (15) к (17) зависит от сделанных выше специальных 
предположений, которые в других случаях выглядят несколько иначе, в то время 

как соотношение (15) остается неизменным. 

§2 

Приведенные выше соображения мы теперь конкретизируем и подробно обсудим 
для двух проблем: самых глубоких состояний атомных спектров в периодической 
системе и проводимости металлов с аномальным эффектом Холла. Сначала мы 

рассмотрим атомные спектры и проследим за заполнением замкнутой оболочки, 

все электроны которой обладают одинаковым азимутальным квантовым числом l. 
Невозмущенные состояния таких электронов были бы перенумерованы их магнит

ным квантовым числом m1 =О, ±1, ... , ±l и направлением их спина m 8 = ±1/2. 
Действие остальных электронов на рассматриваемые можно описать подходящим 

центральным полем V1• Энергию возмущения Н1 в этом случае в достаточно хоро
шем приближении можно считать состоящей лишь из орбитального взаимодействия 
для каждого отдельного электрона. Кроме того, 

2 

н1т = !..___ (18) 
Т/т 
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Если соотношение (15), задающее собственные значения, рассмотреть для 
электронов, отсутствующих в замкнутой оболочке, и сравнить с соотношени
ем (6а), задающим собственные значения для самих электронов, то обнаружатся 
следующие различия. Во-первых, в соотношение (15) (соответственно, в волновое 
уравнение ( 17)) входит постоянная А, определяемая выражением ( 16) и задаю
щая энергию замкнутой оболочки. Во-первых, та часть энергии отдельной дырки, 

которая обусловлена Н1 , имеет обратный знак по сравнению с соответствующей 
частью энергии отдельного электрона. Для диагональных матричных элементов это 

утверждение тривиально. Для матричных элементов Hfk спин-орбитального взаи
модействия, описывающих переходы из одного состояния в другое, доказать это 

можно следующим образом. Если в качестве собственных функций щ дырок вы
брать функции, комплексно-сопряженные собственным функциям электронов щ, 

то есть положитьwi = и;, то матричный элемент Hk; перейдет в 

/ 
* 1 d 11 

Wj н Wk т = Hik . 

Следовательно, мультиплеты атомов, в которых число дырок меньше числа электро

нов, обращены. То, что энергия дырок равна по величине и противоположна по знаку 

энергии электронов, разумеется, вполне очевидно, если пренебречь взаимодействи
ем электронов. Из соотношения (15) следует, что взаимодействие дырок также 

имеет вид е2 /rzm и совпадает с взаимодействием электронов не только по величине, 
но и по знаку. В то же время взаимодействие дырок дает вклад в центральное поле 

отдельной дырки, величину которого необходимо оценить. Начнем с рассмотрения 

членов 

1 
2 l:(Hkr,ri + Hrk,ir), 

r 

дополняющих в (15) член Hki· 
Из (7) непосредственно следует, что 

2: Hrk,ir = 2: Hkr,ri, 
r 

поэтому достаточно рассмотреть сумму 

Из (7) следует, что эта сумма представима в виде 

(19) 

(20) 

(21) 

Собственные функции и;(l) можно записать в виде произведения функции /(r1), 

зависящей только от радиуса, функции Лежандра Р1т' ( cos 81) и экспоненты eim1
"'

1
:, 

зависящих, соответственно, от углов 81 и ip1• Кроме того, в произведение в качестве 

сомножителя входит собственная функция спина Vm,(0-1) (где о- 1 = ±1). Будем 
считать, что функция /(r1) нормирована и в качестве угловых функций выбраны 
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нормированные функции 

Тогда 

( l) (l - m1)! m,( ) 
l + 2 (l + mi)!P1 cos 81 , 

N. ( ) 
_ 1 im1<p1 

т1 1()1 - м=е · 
v21Г 

(22) 

(23) 

Интегрирование по dт в (7) включает в себя суммирование по спиновой 
переменной, которое может быть тотчас же выполнено. Действительно, в (7) встре
чаются лишь переходы k +-+ i, при которых направление спина m, не изменяется, 
а для него суммирование по а1 приводит к множителю l. По той же причине 
суммирование по а2 дает в каждом члене u;(2)u,(2) множитель 1. Чтобы определить 
коэффициенты волнового уравнения (2), необходимо вычислить еще сумму 

По теореме сложения сферических функций з) 

о 2 1 ( l) 1 s = [п, (о)] 21Г = z + 2 21Г. (24) 

При суммировании по r в (21) следует иметь в виду, что каждому значе

нию m1 соответствует два состояния (m, = ±1/2). Интегрирование величины е2 /r12 
по углам 82 и <р2 дает, соответственно, либо 41Ге2 /r1, либо 41Ге2 /r2 (в зависимости 
от того, какое из неравенств - r 1 ~ r 2 или r 2 ~ r 1 - выполняется). Проделав все 
операции, получим, что членам (19) соответствует центральное поле 

Это центральное поле в точности совпадает с электростатическим полем, созда

ваемым распределенным с определенной плотностью зарядом замкнутой оболочки 
по закону Кулона. 

Рассмотрим далее члены 

И в этом случае достаточно вычислить лишь одну из двух сумм: 

(26) 

З) См., например, Sommeifeld А. Wellenmechanischer Ergiinzungsband zu AtomЬau und Spektrallinien. 
Braunschweig. S. 103. 
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Как и прежде, существенными оказываются только те переходы, при которых 
не изменяется направление спина, и суммирование по спиновым переменным при

водит к появлению множителя 1. Разложим собственные функции по формуле (23) 
и воспользуемся для вычисления суммы (26) суммой 

812 = I: П;'1' (81)П;'11 (82) 2~ ei(102-l"t)m,, (27) 
т, 

которая по теореме сложения сферических функций преобразуется к виду 

о о 1 
812 = П1 (Х12)П1 (О) 

2
11", (28) 

где Х12 - угловое расстояние между 1 и 2: 

Произведение 

Х12 = L(r1, r2). 

е2 
S12-

r12 
зависит только от относительного углового расстояния Х12 и допускает разложение 

по обычным сферическим функциям от cos Xl2· Для вычисления суммы (26) необ
ходимо знать лишь коэффициенты сферической функции п? в этом разложении, 
так как другие члены не дают вклада. Имеем: 

е2 lo о е2 
812- = -П1(Х12)П1(О) = 

r12 2к Jrr + r~ - 2r1r2 cos Х12 

R о 211 211 

_ 1 0( ) "'"'П1,(Х12) (е r 1 е r2 ) 
- 2П1 Х12 L.J fr+f /i+t или l'+t ' 

11" 1' l' + ! r2 r1 
2 

(29) 

где выбор члена в круглых скобках зависит от того, какое из неравенств ( r2 ~ r 1 
или r1 ;;::: r2) выполняется. Если положить 

е2 о 
812- = I: asПs(X12), (30) 

r12 
то коэффициент а1 можно определить из соотношения 

где 

а1 = /+
1

812~П?(х12) d(cosx12) = I: Ь111 (е:.:~: 
r12 1' r2 

-1 

+1 

Ь111 = ! ~ 211" 
-1 

l + ! о о 
--1 П1 (Х12)П11 (Х12) d(cos Х12). 
l' + 2 

Из таблицы Гонта 4) получаем при четном l' и 2l ;;::: l' 

(l'!)2(2l - l')! [ (l + ~)!]
2 

(l + !) 312 

Ь111 = 4 2' 

к(2l+l'+l)![(%)!] [(z-%)!] 
4

) Gaunt /.А. Phil. Trans. Roy. Soc. London, 1929, А 228, 151 (особенно с. 195). 
17 Зак. 6 

(31) 

(32) 

(33) 
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и ь11, = О при всех прочих значениях l и l'. Воспользуемся соотношениями (27) 
и (28) и заменим сферическую функцию П~ в сумме (30) разложением 

2~ П~(Х12) = п~~о) 2: п:(81)n:(82)N;.(<p1)Nm(<p2). 
т 

(34) 

Нетрудно видеть, что вследствие соотношений ортогональности интегрирование 

по 81, <р 1 , 82, <р2 дает нуль, если не выполняются равенства i = k, s = l, т = т1. 
Значение интеграла оказывается, таким образом, равным 

а центральное поле, обусловленное обменным взаимодействием, -

При переходе от уравнения на собственные значения ( 15) к волновому уравне
нию для дырок необходимо иметь в виду, что вместо Hik в (ба) в (15) всегда 
стоит Hki. Так как собственные функции содержат единственный комплексный 

множитель eimup, то, чтобы получить волновое уравнение для дырок, аналогичное 
волновому уравнению (2), достаточно в качестве собственных функций для дырок 
взять собственные функции для электронов, изменив знаки чисел m1 на проти
воположные. (Это означает, что угловые моменты дырки и электрона направлены 
в противоположные стороны.) 

Итак, волновое уравнение для дырок имеет следующий вид (здесь использованы 

значения C(r1) = С1 , D(r1) = D1
): 

{
N-n( 2 N-n 2 
2: l!т--л1 -н1 -с1 +n1+ev1

) + I: ~+А-Е}Ф=О. 
1=1 &1Г µ l>m Т/т ' 

(37) 

Волновым уравнением (37) можно воспользоваться вместо волнового уравне
ния (2), чтобы вычислить в первом приближении наиболее глубокие уровни атомов, 
принадлежащих одному периоду непериодической системы. 

Из этого результата нетрудно извлечь без каких бы то ни было дополни

тельных вычислений ряд следствий, допускающих экспериментальную проверку. 

Различие между дырками и электронами проявляется в действующем на них 
центральном поле. Для лучшего согласия с экспериментом это центральное по

ле разумно целиком или частично находить из решения невозмущенной задачи. 

Собственные функции для дырок и электронов даже при одинаковом заряде ядра 

удобно выбирать несколько по-разному, но сделать это можно так, что различные 
невозмущенные центральные поля будут переходить друг в друга под действием 

простого преобразования подобия, как, например, в случае поля Томаса-Ферми 

или приближенного описания поля эффективным зарядом ядра. В обусловленном 
взаимодействием расщеплением невозмущенных уровней различные центральные 
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поля, связанные преобразованием подобия, проявляются лишь в общем постоянном 

множителе. Если пренебречь взаимодействием спинов, то совокупность уровней 

атома с п электронами отличается от совокупности уровней атома с N - п элек

тронами лишь постоянным множителем и аддитивной постоянной. Постоянный 
множитель всегда положителен и при равных зарядах ядра мало отличается от еди

ницы. Что же касается расщеплений мультиплетов, то в этих двух случаях они 

имеют противоположные знаки. 

В качестве примера S) сравним самые глубокие уровни атома Тi, содержащего два 
электрона на Зd-орбитах, и атома Ni, у которого на Зd-орбитах находятся I - 2 = 8 
электронов б}. У обоих атомов имеются уровни 3 F, 3 Р, 1 S, 3 D, 3 G, центры тяжести 
которых приведены в следующей таблице: 

Тhблица 1 

1i Ni 

Зр 223 972 
Зр 8547 15696 
18 15167 -
ID 7255 13521 
•а 12118 22102 

Уровень 1 S атома N i, принадлежащий конфигурации (Зd)8 ( 4s )2
, неизвестен. 

В следующей таблице приведены разности между различными уровнями и самым 
глубоким уровнем для обоих атомов, а также (в последнем столбце) отношение 
соответствующих разностей для N i и Ti: 

Тhблица 2 

1i Ni Ni/1i 

Зр о о -
Зр 8 324 14274 1,769 
•s 14944 - -
ID 7032 12549 1,785 
IG 11895 21130 1,776 

Нетрудно видеть, что, как и предсказывает теория, отношения разностей с высо

кой точностью (большей, чем следовало ожидать, исходя из точности вычислений) 
можно считать постоянной величиной. Это позволяет с достаточной точностью про
экстраполировать по таблице 2 недостающий уровень 1 S конфигурации (3d)8(4s)2 

атома Ni. Как показывают вычисления, этот уровень равен 27 500 ± 150. 
Аналогичным образом сравним самые глубокие уровни иона о++ (с двумя 

2р-электронами) с самыми глубокими уровнями атома О (в замкнутой оболочке 

которого недостает двух 2р-электро.нов). Соответствующие уровни 7) приведены 

S) Счиµю прияm1~1м долго\" выра;зи'Г/' бцаrодар1юстъ Ф. Хунду З!1 ценную помощь при обсуждении 
:эксiiерименталъных .щ1нных. 

б) Приво~им'ые ниже Данные заимствованы Йз работы Russef н. N. Astrophys. Joum., 1927, 66, 335 
и краткого сообЩенmt, поЛученноrо ХУнд<iм иЗ и\iсТитуга Рассела. · ' 
7) Величины уровней заимствованы из работ FowlerA. Proc: Roy. Soc.· Londoп, 1928, А 117, 317; Frerichs О. 
Phys. Rev., 1930, 36, 398. 
17' 
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в следующей таблице: 

'Тhблица 3 

о++ о 

ЗрО 444661 109605 
Зрl 444545 109672 
3р2 444352 109831 
•п 424.385 93962 
•s 401472 76037 

По аналогии с таблицей 2 образуем разности относительно центра тяжести 
самых глубоких уровней и вычислим частные: 

'Тhблица 4 

о++ о о++;о 

Зр о о -
•п 20066 15791 1,2708 
•s 42979 33716 1,2747 

И в этом случае бросается в глаза постоянство отношений. 

Прежде чем мы перейдем к другому примеру волнового уравнения для дырок, 

уместно сделать несколько общих замечаний. Если X(z, у, z, и) - какой-нибудь 
оператор, относящийся к одному электрону, например, ток, плотность тока, момент 

импульса электрона, то в схеме Иордана-Вигнера ему соответствует оператор 

где 

'L:aiakXik1 
i,k 

Если перейти к штрихованным амплитудам, то 

i,k i,k 

(38) 

(39) 

(40) 
i,k 

Полный аналог соотношений (38) к (39) получается из соотношения (40) лишь 
в том случае, если Xki можно представить в виде 

(41) 

где w; - собственные функции дырок. В приведенных выше вычислениях мы 
полагали Wi = ui (см. с. 263), что позволяет для вещественного оператора Х, 
зависящего только от координат, вывести (41) из (39). Если же Х - оператор 
другого рода, то переход от (39) к (41) необходимо каждый раз обосновывать заново. 
Общий результат удается получить лишь для диагональных элементов X;i: плотность 
тока, момент количества движения, плотность заряда и т. д. для дырки всегда имеет 

противоположный знак по сравнению с соответствующей величиной для электрона. 
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§3 

В качестве второго примера применения «волнового уравнения для дырок» 

рассмотрим аномальный эффект Холла в интерпретации Пайерлса s). «Эта задача 
отличается особенной простотой потому, что взаимодействием электронов в дан
ном случае можно пренебречь: невозмущенная система состоит из электронов, 
движущихся в трехкратно периодическом силовом поле кристаллической решет

ки (с потенциалом eVo). В качестве возмущений выступают внешнее электрическое 
и внешнее магнитное поле, а также отклонения от периодичности решетки е V1 , обу
словленные тепловым движением. С учетом всех возмущений волновое уравнение 
для отдельного электрона принимает следующий вид: 

(42) 

Здесь Fz означает электрическое поле по оси х (электроны ускоряются в положи
тельном направлении оси х ), а магнитное поле Hz направлено по оси z. Чтобы 
члены с Fz и Hz можно было считать малым возмущением, необходимо в качестве 
исходного решения взять не слишком большой волновой пакет и выбрать начало 

координат вблизи него. Член с н; в этом случае становится пренебрежимо малым, 
и волновое уравнение в рассматриваемом приближении принимает следующий вид: 

{ 
h

2 
he ( д д ) h д } ---Д - e(Vo + Vi) - eFzX - -.-Hz у- - х- + -. - ф =О. 

87r2 µ 47riµc дх ду 27ri дt 
(42а) 

Как показал Блох 9), собственные функции имеют вид 

{ ·(kx ly mz)} 'Фklm = ехр 27ri К + L + М Uk/m(x, у, z), (43) 

где К, L, М - длины ребер элементарного прямоугольного параллелепипеда, 

задающего периодические краевые условия; ukiт(x, у, z) - функция, обладающая 
периодичностью кристаллической решетки; k, l, т - трансляционные квантовые 

числа. При достаточно глубоких потенциальных ямах Vo достаточно близкие 
соседние уровни, задаваемые формулой: 

( 
27rka 21fla 211'ma) 

Eklm = const - 2{З cos К + cos L + cos -М , (44) 

где а - постоянная решетки, можно объединить в отдельные группы. Такая группа, 
заполненная электронами, образует замкнутую оболочку. ПереЙдем теперь от вол
нового уравнения (42а) к уравнению на собственные значения типа уравнения (ба) 
и далее к уравнению ( 15) на собственные значения для дырок. Матричные элементы 
переходов Hik в (ба) теперь имеют вид Hk1m,k'l'm'. Чтобы от уравнения (15) на соб
ственные значения снова перейти к волновому уравнению для дырок, необходимо 
определить собственную функцию отдельной дыры. 

8) Peierls R. Zs. Phys., 1929, 53, 255. 
9) Вloch F. Zs. Phys., 1928, 52, 555. 
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По Блоху 10
), собственную функцию (43) отдельного электрона приближенно 

можно представить в виде 

1/Jklm = L ехр { 27Гi ( ~~ + ~~ + 9~7) }v919293 (x, у, z), (45) 
91.92,93 

где v919293 - шредингеровская функция атома с номером 91, 92, 93; G1, G2, Gз -
число атомов на ребрах К, L, М элементарного параллелепипеда. 

Пусть по определению 

Ф~1т == L ехр {-27Гi [91 (;
1 
+ }) + 92 ( ~2 + }) + 9з (~ + }) ] }v;1929з (46) 

91,92,93 

- собственная функция отдельной дырки. Для оператора Х, зависящего только 
от координат, выполняется (правда, только в первом приближении) соотношение 

xk'l'm';klm = x~lm;k'l'm'• 
аналогичное соотношению (4). Оно остается в силе до тех пор, покуда в инте
грале J ФZ•z•т•ХФk1т dт мы будем учитывать только члены вида J v;19293 v 919293 X dт 
и пренебрегать элементами J v;19293 vh,h2h3X dт, описывающими переходы. Опера
торы, зависящие только от координат, заведомо позволяют пренебречь членами 

указанного вида. Итак, мы получаем 

[eVj + eF"x]k'l'm';klm == (eVj + eF"xJ~1m;k'l'm'· (47) 

Невозмущенная энергия ( - 8;:µ Л - е Vo) и член, пропорциональный Hz, 

требуют особого рассмотрения. Из соотношений (44) и (46) тотчас же следует 
равенство 

( 
h2 )' ( h2 ) --2-Л - eVo = const- --2-Л - eV0 , 

87Г µ klm; klm 87Г µ klm; klm 
(48) 

так как при замене k на k + ~ член cos 2-к;а изменяет знак. 
Наконец, нам осталось рассмотреть матричные элементы оператора х %v - у:" . 

При интегрировании по объему члены вида 

/ V91929з ( Х :у -У :х) V91929з dт 
выпадают, если, как предполагалось, атомы первоначально находились в В-состоя
ниях. Остаются лишь матричные элементы, описывающие переходы, при которых 

числа 91, 92, 93 изменяются на единицу. Если учесть происходящее при этом 
изменение знаков, то 

(х!!_ -у!!_) = J ФZ•11т' (х.!!__ -у.!!_) ?fklm dт ~ 
ау ах k'l'm';klm ау ах 

! '(а а)'* ~- Фk'l'm' х--у- Wklm dт= 
ду дх 

1 1 *( д д) 1 ( д д )' = tPklm Х--у- ?fk1/ 1m1 dr= х--у- . 
ду дх ду дх klm;k'l'm' 

(49) 

JO) Вloch F. Ор. cit. 
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Таким образом, учитывая соотношение (47), (48), (49), получаем из (15) волновое 
уравнение для дырок 

{ 
h

2 
! he ( а а ) h д } --2-д-eVo+eVi +eFzx+

4
-. -Hz у-8 -х- +-. -+const 'Ф =О. (50) 

811' µ 7tiµc х ду 21Г~ at 
Это уравнение также выполняется лишь Д)1Я волновых пакетов дырок, движущихся 
в окрестности начала координат. Сравнив волновое уравнение (50) с волновым урав
нением (42а), нетрудно заметить, что дырки движутся точно так же, как электроны 
с положительным зарядом под действием внешних возмуmающих полей. С другой 

стороны, в ток и в плотность заряда дырки вносят такой же заряд, как электроны 

с положительным зарядом. Таким образом, электропроводность в металлах с малым 
числом дырок во всех отношениях допустимо описывать, как электропроводность 

в металлах с малым числом положительных электронов проводимости. Оrсюда 
непосредственно следует аномальный эффект Холла для таких металлов. 

Выводы 

Атомные системы, в замкнутой оболочке которых недостает n электронов, при
ближенно можно описывать, решая уравнение Шредингера относительно координат 
и «дырою•. В качестве примеров применения предлагаемого метода рассмотрены 
наиболее глубокие термы атомных спектров и аномальный эффект Холла. 



ГРАНИЦЫ ПРИМЕНИМОСТИ 

СОВРЕМЕННОЙ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ* 

Если квантовую теорию волновых полей представить в таком виде, чтобы ее 
релятивистская инвариантность бьша распознаваема особенно просто, то становит

ся возможным выделить несколько умозрительных гипотез относительно границ, 

в рамках которых применимость современной квантовой теории полей обоснова

на (глава 1). Эти гипотезы применены к некоторым специальным вопросам (глава 2). 
В заключение рассмотрены некоторые явления, лежащие вне круга применимости 
современной теории (глава 3). 

Как известно, расходимости, возникающие в квантовой теории волновых полей, 

до сих пор препятствуют формулировке в замкнутой форме!) квантовой теории 
элементарных частиц, которая позволила бы объяснить явления, наблюдаемые 

в ядерной физике и в космических лучах. Это обстоятельство наводит на мысль 
о том, что в теории элементарных частиц существенную роль играет некая универ

сальная постоянная, имеющая размерность длины, и что все расходимости исчезнут, 

если должным образом учесть эту постоянную 2>. С этой точки зрения расходимости, 
возникающие в современной волновой теории, можно сравнить с расходимостью, 

некогда возникавшей в теории излучения абсолютно черного тела, устранить кото

рую удалось лишь после того, как бьmо понято, что в теорию излучения необходимо 

внести универсальную постоянную h. По данным ядерной физики универсаль
ная длина по порядку величины сравнима с классическим радиусом электрона 

ro = 2,81 · 10-13 см. Среди характерных проявлений универсальной длины можно 
назвать существование элементарных частиц с массой около h/r0c (к их числу при
надлежат нейтроны, протоны и тяжелые электроны), ядерные силы, действующие 
на расстоянии ro и, наконец, взрывообразные процессы при столкновении частиц 

с энергией, превышающей hc/r0 в системе центра масс. В то же время можно 
предположить, что универсальная длина указывает границы применимости совре

менной теории так же, как h и с определяют границы применимости классической 
физики. Так как длина отрезка не является релятивистски инвариантной величиной 
и поэтому не вполне понятно, каким образом постоянная, имеющая размерность 

длины, может устанавливать пределы релятивистски инвариантной теории, то мы 

попытаемся уточнить эти пределы. Вместе с тем необходимо подчеркнуть: утвержде

ние о том, что универсальная длина имеет величину порядка классического радиуса 

электрона, оставляет сравнительно большой допуск для истинного значения уни
версальной длины. Величина r 0 = 2,81 · 10- 13 см в наших расчетах служит верхней 
границей для этой постоянной, и, возможно, бьшо бы правильнее заменить r 0 в 5 

* Die Grenzen der Anwendbarkeit der Ьischerigen Quantentheorie. - Zs. Phys., 1938, 110, 251-266. Перевод 
Ю. А.Данилова. 

I) Pauli W. Hand. Phys., 24, 269. 
l) Bohr N. Kongress in Rom, 1931, S.121; Solvay-Bericht, 1933, S.216; Вот М. Proc. Roy. Soc. London, 
1933, (А) 143, 410; 1938, 165, 291; March А. Zs. Phys., 1936, 104, 93; Heisenherg W. Ann. Phys., 1938, 32, 20. 
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или 10 раз меньшей величиной. Неопределенность в выборе универсальной длины 
пока неизбежна. Впрочем, и в квантовой механике строгая теория может уточнить 
представление о фазовом пространстве, разбитом на ячейки величиной h, лишь 
до неравенства дрдq ~ h/41Г. 

1 

УСТАНОВЛЕНИЕ ГРАНИЦ 

§1 

Прежде всего необходимо кратко описать математический аппарат релятивист
ски инвариантной теории волновых полей в том виде, в каком он представляется 

нам, если отвлечься от расходимостей. Волновые функции в такой теории со
ответствуют определенному числу частиц. Таковы, например, электромагнитные 

волны, представляющие кванты света, волны де Бройля электронов и т. д. Для 
каждой волновой функции сушествует канонически сопряженная функция, и между 

канонически сопряженными функциями возникают обычные коммутационные со

отношения. Функция Гамильтона содержит интеграл от квадратичного относительно 
волновых функций выражения, соответствующего кинетической энергии свободных 
частиц и, кроме того, члены, описывающие взаимодействия. В большинстве простых 

случаев эти энергии взаимодействия представляют собой интегралы по пространству 
от некоторого скаляра, построенного более чем из двух волновых функций частиц 
различных сортов. Волновые функции допускают разложение по плоским волнам, 

если потребовать выполнения любого условия периодичности: 

(1) 

где ~ - нормировочные постоянные, а величины а~ должны удовлетворять 
обычным соотношениям 

(2) 

Nt означает число частиц сорта Л с импульсом k и имеет собственные значения О 
и 1 (если предположить, например, что выполняется принцип Паули). 

Квантовая теория описывает поведение функционала, представляющего состо

яние системы. Этот функционал может зависеть, например, от Nt. Временн6е 
изменение функционала Ф(Nt, ... , t) определяется уравнением 

. дФ 
НФ = ih IJt, (3) 

где Н - обычная функция Гамильтона, а~ - операторы, переводящие Nt в 1-Nt. 
Функция Гамильтона выражается через операторы а~ следующим образом: 

~ >. >. ! x>.µv * >. * µ * v i(k' +k111 -k-k'')r 
Н = ~ Nk Ek + Hkk'k"kmall! all!' all!" е dr, (4) 

где ~ означает энергию свободных частиц с импульсом k, а интегральный член -
энергию взаимодействия. Если ввести обозначение 

.!. "EAN.At 
AL..J k k 

x(Nt, ... 't) = Ф(Nt, ... 't) е k,A (5) 
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то х будет удовлетворять уравнению 

(6) 

или 

x(Nf , ... ,t+dt)= 

-( idt) J xAµv i(k'+k'"-k-k")r-i(E'+E'"-E-E")t *х *).. * µ * v ( ).. ) - 1-т drHkk'lr!'lr!"e ~ ak alr! alr!' alr!" х Nk, ... ,t. (7) 

В такой записи отчетливо видно, каким образом влияют на изменение со
стояния свободных частиц процессы перехода, описываемые операторами энергии 
взаимодействия. Простое обобщение уравнения (7) приводит к соотношению 

X(Nt, ... 't) = п { l - ~ dw I: ei(k'+k'"-k-k'')r-t(E'+E'"-E-E")t Х 

н.х)..µv •Х * ).. * µ * 11} (АТ).. t) . х kk'lr!'lr!" ak а.., а..,. ak"' Х нk , ... , . (8) 

Произведение по dw ( dw - четырехмерный элементарный объем dr dt) следует 
распространить на всю область пространства, заключенную между временными 

сечениями to и t1. Эти сечения не обязательно должны быть параллельными, 
но непременно должны лежать во всей пространственной области, в которой 

разыгрывается процесс. Кроме того, должно выполняться неравенство t 1 > t0 • При 
составлении произведения следует не забывать о некоммутативности сомножителей 

и поэтому всегда следить за тем, чтобы они были упорядочены по времени, 

т. е. чтобы множители стояли тем левее, чем большим значениям времени они 
соответствуют. Под действием преобразования Лоренца временное упорядочение 
не изменяется. Таким образом, релятивистская инвариантность всего формализма 
видна непосредственно из уравнения (8), если вспомнить, что плотность энергии 
взаимодействия - скаляр и, следовательно, лоренц-инвариантна. Если энергию 
взаимодействия рассматривать как малое возмущение, то из (8) нетрудно вывести 
известные формулы мя перехода системы в другое состояние. Если мя упрощения 
обозначений мы будем задавать состояние не набором импульсов частиц, а индек
сом ( i, k, ... ) , то мя перехода из состояния i в состояние k получится формула 

f1 

XA:(t1) = { бki - ~Hki 1 ek(Ek-E;)t dt + 
to 

• 2 t, t, 

+ ~(-~) Hk1Hi; j dt1ek!E1 -E;)t' j dt"ei<Ei-E;)t" + ... }x;(t0). (9) 

fo fo 

Величины Hki означают интегралы по пространству от членоJJ, описывающих 
в уравнении (8) взаимодействие. Следовательно, соотпетстJJуют переходам, при 
которых импульс сохраняется. При выводе формулы (9) предполагается, что сече
ния t1 и t0 параллельны, т. е. соотношение (9) связано с определенной системой 
координат. Если из начального состояния i в конечное состояние k можно перейти 
за несколько шагов (переходы k-+ l), то первый член ряда (9) обращается в нуль. 



ГРАНИЦЫ ПРИМЕНИМОСТИ СОВРЕМЕННОЙ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 275 

Например, если для перехода необходимо совершить по крайней мере два шага, то 

в первом приближении соотношение (9) имеет вид 

ef (Et-E1)t1 - ef (Et-E1)to ; } 
---------eii(E1-E;)to Xi(to). 

(Е1с - Е1)(Е1 - Ei) 
(IOa) 

В силу закона сохранения энергии первый член выражения, стоящего в скобках, 
приводит к возрастанию собственной функции состояния k, что видно непосред
ственно из (9). 

Если суть приводимых нами вычислений резюмировать в нескольких словах, 

то ее можно сформулировать следующим образом: квантовая механика требует 
существования функционалов состояния. Каким образом изменяется этот функ
ционал за интервал времени от t до t + dt, зависит от энергии взаимодействия, 
относительно которой квантовая теория не дает никаких предписаний. Энергия 
взаимодействия должна удовлетворять только требованиям теории относительности. 

Изменение функционала за продолжительный промежуток мы получим, проинте
грировав дифференциальное уравнение. 

Как теперь известно, такой формализм, закладываемый как программа в основу 
любой квантовой теории волновых полей, приводит к возникновению расхо

димостей и, следовательно, не может существовать в своем современном виде. 

Возникает вопрос, в каком смысле этот формализм, несмотря на все изъяны, можно 
рассматривать как приближение к истинным законам. 

§2 

Так как границы области применимости квантовой теории должна зада~ать 
универсальная постоянная размерности длины, то представляется естественным 

считать сомнительной компонентой теории входящую в соотношение (9) бесконеч
но малую область пространства-времени dLIJ. Можно предположить, что в будущую 
теорию вместо dLIJ будет входить конечная область пространства-времени, имеющая 
по каждому направлению протяженность порядка то. Разумеется, ныне разбиение 
пространства релятивистски инвариантным образом не осуществимо, к тому же 

будущая теория не будет построена по точному подобию современной теории. Тем 
не менее вполне допустимо предположить, что во всех случаях, когда согласно фор
мализму квантовой механики - mutatis mutandis - при замене пространственно
временных областей бесконечно малых размеров конечными областями критиче

ских размеров должны возникать только слабые поля, современный формализм 

в некотором приближении остается в силе. Во всех же случаях, когда существенно 
разбиение на еще меньшие области пространства-времени, квантовая механика 

отказывает. В дальнейшем мы исследуем это предположение более подробно. 
Интегрирование по пространству (8) в дальнейшем можно считать выполнен

ным, поэтому разбиение пространства на ячейки конечных размеров не будет 

играть никакой роли. Относительно временных изменений (см. (9)) будем предпо
лагать (гипотеза 1), что в тех случаях, когда за время т0/с следует ожидать лишь 
малых изменений физической системы, существует оператор, позволяющий по x(t) 
строить x(t + дt) с ошибкой порядка т0/сдt. Этот оператор обладает некоторым 
заслуживающим более подробного рассмотрения подобием с оператором, стоящим 

в (7) и (9). Величина дt должна быть большой по сравнению с то/с, но малой 
по сравнению с временем Т, за которое следует ожидать значительных изменений 

физической системы. Предположение о существовании такого оператора, по-види
мому, необходимо для того, чтобы вообще понять весьма важное обстоятельство: 
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квантовая механика хорошо описывает многие системы, например, электронные 

оболочки, и поэтому ее можно рассматривать как предельный случай будущей 

теории, в которой r 0 допустимо считать бесконечно малой величиной. 

Оператор, осуществляющий переход от x(t) к x(t + Лt), необходимо связать 
с функцией Гамильтона, которую было бы желательно положить в основу волновой 

теории и вывести из классической теории или заимствовать из квантовой механики. 

Напрашивается мысль, что связь между оператором и функцией Гамильтона можно 
установить, приняв следующую гипотезу (гипотезу 11): 

оператор, переводящий ю(t) в ю(t + Лt) с точностью до ошибки, которая тем 
меньше, чем меньше r0/cЛt или Лt/Т, совпадает с первым отличным от нуля членом 
оператора в правой части (9). 

Прежде всего заметим, что эта гипотеза совместима с адекватностью квантовой 

механики при больших временах. Действительно, утверждая, что Лt должно быть 
мало по сравнению с временем Т, за которое физическая система претерпевает 
значительные изменения, мы тем самым достигаем в квантовой механике малости 

членов более высокого порядка по k Н Лt по сравнению с членом низшего порядка. 
Согласуется эта гипотеза и с требованиями теории относительности, в чем нетрудно 

убедиться непосредственцо из вывода соотношения (9). Напротив, гипотеза 11 
не совместима с предщшожением о том, что квантовая механика применима 

к процессам, в которых система сильно изменяется за время r0/ с. Действительно, 
если бы формализм (7) оставался в силе для таких процессов, то в операторе (9) 
при переходе от t к t + Лt было бы необходимо учитывать высшие члены по Н, что 
вновь привело бы к давно известным трудностям с расходимостями. Взятые вместе, 

гипотезы 1 и 11 вполне точно описывают вычислительную процедуру, разработанную 
при практическом применении формализма (7). 

§3 

Необходимо уточнить, что следует понимать в гипотезе 1 под «малыми измене
ниями». Отбрасывание старших членов по k Н Лt можно считать допустимым, если 
потребовать, чтобы сумма по конфигурационному пространству 

L: x(Nt, t)x(Nt, t + лt) 
N 

не слишком отличалась от единицы (величины x(Nt, t) считаются нормированны
ми). Таким образом, «малые изменения» можно определить как такие изменения, 
для которых выполняется неравенство 

/1- L:x(Nt,t)x(Nt,t+Лt)/ ~ 1. 
N 

(JO) 

Эrо определение выполняется всюду, где изменения системы вызваны взаимодей

ствиями, известными из классической физики или из квантовой теории атомных 
оболочек. В теории же элементарных частиц главное значение приобретает другая 
часть функции Гамильтона, а именно та, которая содержит члены, описывающие 
ядерные силы и ,в-распад, так как именно они вводят в теорию универсальную длину 
в решающем месте. Нельзя не упомянуть и о том, что эти члены точно не известны. 
Сомнительно также, чтобы новые взаимодействия имело смысл выражать как состав
ные части функции Гамильтона, поскольку в общем случае соответствующие члены 
невозможно использовать, не учитывая при этом связанные с универсальной длиной 
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неквантовомеханические особенности. Поэтому представляется целесообразным по
пытаться с помощью соображений инвариантности заняться поисками правдоподоб

ного определения «малого изменения», применимого к взаимодействиям, в которых 

существенную роль играет универсальная длина r 0 • Прежде всего напрашивается 
мысль считать изменения малыми, если для каждой элементарной частицы прира
щение импульса удовлетворяет неравенству IPI ~ h/r0 • Однако такое определение 
заведомо не было бы релятивистски инвариантным. Можно поступить иначе и отне
сти изменение импульса к той системе координат, в которой оно имеет наименьшее 

значение. Квадрат наименьшего изменения импульса достигается в том случае, если 

частица из состояния с импульсом р1 и энергией Е1 = Р? с переходит в состояние 
с импульсом р11 и энергией Е2 = р~1 с, задаваемыми инвариантным выражением 

Изменение импульса достигает наименьшего значения в той системе координат, 

в которой энергия не изменяется. Это наводит на мысль дать следующее определе
ние: изменение состояния элемента~rных частиц называется малым, если абсолютная 
величина разности 4-векторов р,,р1 и Рп,Р?~ мала по сравнению с h/ro, т.е. если 

2 (о 0)2! (li)2 
l(P1 - Рн) - Р1 - Рп ~ ;:;; (11) 

Наоборот, если выполняется неравенство 

(12) 

то можно говорить о больших изменениях. Если мы рассматриваем процесс, 

в кото~ом возникает новая частица, то в начальном сосrоянии следует положить 

р1 = р1 =О. Если в результате какого-то процесса частица уничтожается, то не
обходимо положить р11 = р?1 =О. В частности, это означает, что с точки зрения 
принятого нами определения рождение кванта света или легкого электрона всегда 

можно считать малым изменением. 

Следующее рассуждение показывает, что условие (11) выводимо из (10), 
если универсальная длина входит в функцию Гамильтона достаточно простым 
образом. Предположим для простоты, что существует только один сорт частиц без 
спина, но с положительными и отрицательными зарядами, как в теории Паули 

и Вайскопфа з). Тогда функция Лагранжа свободных частиц имеет вид 

hc ( 1 81.р* д<р * (µс) 2 
• ) L=- ----gradip gradip- - IPIP. 

2 с2дtдt h 

Если в эту функцию ввести член старшего порядка, то его необходимо выбрать 
так, чтобы вносимый им вклад обращался в нуль для отдельной частицы, т. е. для 

плоской волны, иначе изменится масса покоя свободных частиц 4>. Пр6стейший 

3) Pauli W., Weisskopf W. Helv. Phys., 1934, 7, 709. 
4> См., например, варианты электродинамики с дополнительным членом высшего порядка, предложенные 
в работах Вот М., lrifeld L. Phys. Rev., 1934, 144, 425; Euler Н., Kookel В. Natшwissensch., 1935, 23, 246. 
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член такого вида имеет, например, следующий вид: 

hc ( 1 дrр* д~р • (µс) 2 
• ) L=- ----gradip gradip- - iprp + 

2 сдtдt h 

( 
1 дtр* дtр • (µс)

2 

• ) + hcf - - - - grad rp grad 'Р - - 'Р <р • 
с2дtдt h 

Постоянная f имеет размерность см4 и имеет величину порядка ,...., ro. Член, опи
сывающий в L взаимодействие, по существу, совпадает с членом, описывающим 

взаимодействие в функции Гамильтона. Но поскольку мы хотим оценить вклад 
этого члена сначала без обращения к квантовой теории, то исходить можно непо

средственно из L. Пусть задано два волновых пакета со средними импульсами р1 
и Рн и протяженностью примерно Z1 ,...., h/IP1I и lн ,...., h/IPнl, входящих во взаимо
действие. Волновые функции имеют в пакетах амплитуды порядка ,.., I/l1 и 1/111 . 
Если происходит наложение волновых пакетов, то член функции Лагранжа L, 
проинтегрированный по части пространства V12 , принадлежащей обоим пакетам 
одновременно, имеет величину порядка 

cf [ о о 2] 2 Vi2 
hз Р1Р11 - Р1Р11 - (µс) z2z2 · 

1 11 

Эту величину необходимо сравнить с 1/l1 и 1/111 • Если z, и l11 - величины 
одного и того же порядка, то член, описывающий взаимодействие, меньше энергии 

свободных волновых пакетов примерно в 

f [Р?Р?1 - Р1Р11 - (µс) 2 ] 2 

h4 

раз. Если, следуя гипотезе 1, потребовать, чтобы это выражение бьmо мало 
по сравнению с единицей, т. е. чтобы взаимодействие бьшо малым возмущением, то 
при f ,...., r3 мы снова прийдем к неравенству ( 1 1). Маловероятно, что другие функции 
Гамильтона приведут к условиям, существенно отличающимся от неравенства (11). 

В гипотезы 1 и 11 входит время Лt. Для более точной формулировки условий, 
которым должно удовлеrворять Лt, для каждой отдельной частицы необходимо 
ввести четырехмерное расстояние Лт между мировыми точками 1 и 11, в которых 
частица находится в момент времени t и t + Лt. Для интервала Лт должно 
выполняться неравенство Лт ~ ro/c. За время Лт 4-векторы Р1,Р? и Рн,р?1 можно 
определить с точностью, не превышающей h/сЛт. Но так как Лт ~ ro/c, то этой 
точности достаточно, чтобы установить, какое из двух неравенств - (11) или (12) -
выполняется. 

Итак, гипотезу I можно теперь сформулировать более точно: 

приближеннQе количественное описание процесса на основе формул квантовой механики 
воЗМ(Jжно в том и тqльк~ в том случае, если в любой момент времени для к.аждой участ
вующей в процессе частицы можно указать временной интервал дт ~ ro/c, такой, что 
за этот интервал частица претерпевает только малые изменения в смысле (10) и (11). 

Пригодный для рассмотренного нами применения квантовой механики оператор 

Гамиirьтона определяется гипотезой П. 
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11 

ПРИМЕНЕНИЯ ГИПОТЕ3 1 И II 

§1 

279 

Гипотезы I и 11, прежде всего, гарантируют применимость квантовой механики 
в известных областях, каждую из которых ранее приходилось рассматривать 

специальными методами. Но существуют предельные случаи, в коrорых вопрос 
о применимости квантовой механики не имеет прямого ответа и нуждается 

в дополнительном обсуждении. 

Прежде всего выясним, подчиняется ли законам квантовой механики движение 
протонов и нейтронов в ядре. Рассмотрим, например, дейтрон. Средняя кинетичес
кая энергия на одну частицу составляет в дейтроне примерно 0,004 Мс, что соответ
ствует импульсу р "' 0,09 Мс и скорости О,09с. Радиус действия ядерных сил поряд
ка ro. Того же порядка и расстояние между протоном и нейтроном в дейтроне. За вре
мя дt = 2ro/c проrон, движущийся со скоростью О,09с, проходит расстояние 0,18ro 
и, описывая окружность диаметром ro, изменяет свой импульс на величину 

h 
др= 0,18Mcsin0,18 rv О,032Мс~ 0,44-. 

ro 

Но при Дt "'2ro/c и др"' 0,4h/ro условия (11) применимости квантовой механики 
еще выполняются. Впрочем, поскольку в квантовой механике атомного ядра усло
вия ( 11) выполняются плохо, необходимо учитывать возможность большой ошибки. 

§2 

Гипотезы 1 и 11 дают определенный ответ на вопрос, в какой мере можно 
говорить о длине волны и соотношении де Бройля для частиц с очень высокой 

энергией. На первый взгляд кажется, что при длинах волн порядка r0 следует 
ожидать совершенно новые явления или, по крайней мере, что невозможно 

экспериментально измерить длины волн меньше r 0 , но такое мнение неверно. 

х 

Рассмотрим сначала дифракцию волн (материи 
или световых) на решетке и предположим, что падаю
щие на решетку частицы обладают импульсом много 

больше h/ro. Так как решеток, у которых расстояние 
между штрихами было бы меньше ro, не существует, 
то наблюдать дифракцию можно лишь в том случае, 
если волны падают на решетку, почти скользя по ее 

поверхности. Пусть d - расстояние между соседними Рис. 1. Рассеяние на решетке 
штрихами решетки (рис. 1), р - импульс частиц до, 
а р' ~ после отражения от решеткм, ось х выбрана параллельной поверхности 
решетки, ось у - по нормали к решетке, (} -'--- угол падения и 81 

- уrол отражения. 
Так как периодическая решетка может переносить в направлении оси х только 

импульсы, кратные h/d, то из соотношения т/z = Pz ± n(h/d) (n - целое число) 
известным способом Получаем 

h 
р' sin 81 = psi.n8 ± nd, 

. 
8
, . 

8
. ± nh 

SШ =SЩ -. 
dp 
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Это обычная формула ддя дифракции волны ддиной Л = h/ р. Необходимо выяснить, 
происходит ли такая дифракция и при р ~ h/r0 • Так как переносимый решеткой 
импульс равен nh/d, то, как видно из (ll), нет никаких оснований сомневаться 
в существовании дифракции и в справедливости формул теории дифракции, если 

nh h 
-~-. 
d То 

При d ~ 21fro (что соответствует всем решеткам, которые можно изготовить) 
это условие всегда выполняется для всех низших порядков. При переходе к высшим 
порядкам наблюдение дифракции становится невозможным из-за преобладания 
некоrерентного излучения, не говоря уже о возможных отклонениях от квантовой 

механики. Таким образом, можно не сомневаться, что и при импульсах р ~ h/r0 , 

в принципе, вполне наблюдаемы дифракционные явления при почти скользящем 
падении на решетку, и что они приводят к волне де Бройля Л = h/p. 

Эти соотношения выступают еще более отчетливо, если мы обратимся к рас
сеянию жесткого -у-излучения на атомных ядрах и выясним вопрос, нельзя ли 

внутреннюю структуру атомных ядер исследовать таким же способом, каким Дебай 
исследовал внутреннюю структуру молекул по рассеянию рентгеновских лучей. 

Перенесем на эту проблему результаты обычной теории рассеяния рентгеновских 

лучей, не обращая внимания на возможную неприменимость квантовой механики S). 
Согласно этой теории рассеяние распадается на когерентную и некогерентную 

часть. Амплитуда когерентной части определяется интегралом 

F = / dV p(r)eisr, 

где p(r) - плотность протонов в ядре, s - импульс, переносимый отдель
ным 'У-квантом, связанный с др соотношением s = др/h. Таким образом, 
интенсивность когерентной части при малых углах рассеяния (s = О) пропорцио
нальна квадрату числа Z протонов в ядре и при равномерном распределении заряда 

в ядре быстро убывает до нуля в окрестности s == 2/ R 
(R - радиус ядра). Если распределение заряда нерав-

номерно (т. е. если, например, модель Вефельмейера 6) 

кристалла из а-частиц дает хорошее приближение), 
то наблюдаются флуктуации интенсивности когерент
ного рассеяния, которые надлежит рассматривать, как 

кольца Дебая-Шеррера, обусловленные интерферен
цией а-частиц. Если а - расстояние между интерфе
рирующими а-частицами:, то соответствующий им мак

симум лежит в окрестности точки 211'/а. В то же время 
-231:/а~ 8 интенсивность быстро убывает с ростом s, что отча
____ _....а2л/d- сти объясняется «атомным формфактором» а-частиц. 

Рис. 2. Рассеяние на атом- В точке 2/ Ra (Ra - радиус а-частицы) интенсивность 
ном ядре когерентного рассеяния очень мала по сравнению с ин

тенсивностью некогерентноrо рассеяния (рнс. 2). 
Интенсивность некоrерентного рассеяния, наоборот, стремнтся к нулю при ма

лых углах рассеяния и лишь в окрестности точки: s = 211' / d ( d - среднее расстояние 
между соседними протонами в ядре) приближается к своему асимптотическому 
значению, пропорциональному числу протонов Z. 
5> См., например, Waller B.J. Zs. Phys" 1928, 51, 213; Dehye Р. 1930, 31, 419; Нeisenherg W. Phys. Rev., 
1931, 32, 738; Erg. techn. Rбntgenkunde, 1933, Ш, 26. 
б) Wefe/meyer W. Zs. Phys" 1937, 106, 332. 
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Из гипотез 1 и 11 следует, что возможные отклонения от квантовой механики 
лишь несущественно сказываются на отмеченных нами особенностях рассеяния: 

среднее расстояние между частицами имеет тот же порядок, что и т0 • Отклонения 

от квантовой механики становятся поэтому заметными лишь при 

!Л,рl 1 1 
s = -- > - l'V -, 

h То d 

т. е. главным образом лишь в области, где преобладает некоrерентное излучение. Это 
утверждение справедливо совершенно независимо от импульса падающих квантов 

света, который может быть очень велик по сравнению с h/т0 • Таким образом, изме
рение структуры атомного ядра по принципу Дебая-Шеррера в принципе должно 
быть осуществимо, несмотря на то, что квантоваЯ: механика непригодна для описа
ния новых явлений, которые встречаются при изменениях импульса /Лр/ > li/r0 • 

Какого рода эти новые явления, мы обсудим в главе 3. Здесь же упомянем 
лишь о том, что в области /Лрl > h/r0 , по-видимому, существенную роль играют 
процессы множественного рождения частиц, приводящие к возникновению тяже

лых электронов. Это означает, что вместо некоrерентноrо рассеяния на передний 
план выступают другие некоrерентные процессы, которые (так же, как и обычное 
некогерентное рассеяние) не мешают наблюдать интерференцию а-частиц. 

§3 

В заключение кратко обсудим тормозное излучение, рождение пар частиц 

и эффект Комптона. Как показали работы Вильямса 7) и Вайцзеккера s), в двух 
первых явлениях все существенные вклады в формулы Бете и Гайтлера обусло
влены процессами, при которых выполняется неравенство (11) и, следовательно, 
нельзя ожидать отклонений от квантовомеханических законов. И действитель
но, квантовомеханические утверждения относительно этих процессов, приводящих 

к возникновению каскадов, вплоть до очень высоких энергий сталкивающихся 

частиц подтверждаются экспериментально. 

В случае эффекта Комптона частота кванта света, рассеянного на угол е, 
изменяется по известной формуле 

1 1 h 
v' = ~ + тс2 (1 - cos О). 

Для проверки неравенства ( 11) мы получаем соотношение 

( )
2 ( о 0 )2 hv hv' 

PI - Рн - Р1 - Р11 = - --(1 - cos е) = 
с с ( 

hv) 
2 

1 - cos е 
-;;- hv · 

l + mc2(l -cose) 

Таким образом, из неравенства (11) следует, что квантовая механика применима, 
если 

hv ( h )
2 

-те~ - . 
с ro 

Намного раньше это условие вывел из аналогичных соображений Нильс Бор 9). 

7> Williams С. J. Proc. Roy. Soc., London, 1933, (А) 139, 163. 
s) Weizyacker С. F. von. Zs. Phys., 1934, 88, 612. 

(13) 

9> Вohr N. Konferenz uЬer Kemphysik in Rom, 1931, S.119. В трудах Солвеевской конференции 1933 г. 
Бор в дополнении к сообщению Ландау заметил, что неприменимости формулы Клейна-Нишины 
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ПРОЦЕССЫ, НЕ РАССМАТРИВАЕМЫЕ В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 

Физические явления, описываемые современной теорией, не принято рассма
тривать после того, как достигается неравенство (12), так как тогда с их описанием 
справляется квантовая механика. Тем не менее, как было показано ранее, тео
рия /3-распада позволяет выработать определенную точку зрения на эти явления. 
Из теории /3-распада, предложенной Ферми, следует качественный вывод о том, 
что при столкновении частиц с высокой энергией происходят взрывы, т. е. за один 

акт рождается много вторичных частиц 10>. Если теорию Ферми заменить теорией 
Юкавы 11>, которая стала весьма вероятной после открытия тяжелых электронов, то 
в скалярном варианте теории возникновение процессов множественного рождения 

будет зависеть от значений постоянной g2 /hc 12>. Юкава и другие авторы 13> пока
зали, что векторный вариант теории, как и теория Ферми, приводит к взрывам, 
если энергия сталкивающихся частиц достаточно велика. По теории Юкавы взры

вы сопровождаются рождением главным образом тяжелых электронов, протонов 

и нейтронов. Рождение квантов света и легких нейтронов по теории Юкавы про
исходят реже соответственно в,..., e2/hc и,..., (e2/hc)2 раз. Эrи следствия из теории, 
по-видимому, в какой-то мере находят экспериментальное .подтверждение 14>. 

Теория Юкавы приводит также к особенно простой и естественной интерпре
тации условий (ll) и (12), устанавливающих границы применимости квантовой 
механики. Характерное условие может выполняться в виде неравенства 

(Р? - Р?1) - (Р1 - Рн) > (~) 
2 

(12а) 

лишь при рождении частиц с массой покоя больше h/r0c, т. е. при рождении либо 
одной частицы Юкавы, либо одного протона, либо одного нейтрона. То же условие 
с противоположным знаком неравенства 

2 (о 0)2 (h) 2 

(Р1 - Рн) - Р1 - Рн > ro (12б) 

означает изменение импульса и энергии частицы с определенной массой покоя, 

столь большой, что при совпадении двух или более таких изменений энергии

импульса (участии в процессе двух или большего числа частиц) энергии и импульса 

следовало бы ожидать при меньших частотах, если уточнить, при каких частотах в классической теории 

электронов силы излучения превалируют над силами инерции. Но классическая теория излучения непри
менима к проблеме светового излучения при высоких частотах, а в рамках квантовой теории излучения не
возможно говорить о превалировании сил излучения при всех энергиях, допускаемых неравенством (13). 
IO) Нeisenberg W. Zs. Phys., 1936, 101, 533. 
ll) Yukawa Н. Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 1935, 17, 48; Yukawa Н., Sakata S. Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 
1937, 19, 1044; Oppenheimer J.R., Serber R. Phys. Rev., 1937, 51, 1113; Stйkelberg Е.С. Phys. Rev., 1937, 
52, 42; Kemmer N. Nature, 1938, 141, 116; Bhabba Н. Nature, 1938, 141, 117; Proc. London Soc., 1938, (А) 
164, 257; Frбlich Е., Heitler W., Кеттеr N. Proc. Roy. Soc., 1938, (А) 166, 154; Heitler W. Proc. Roy. Soc., 
1938, (А) 166, 529. 
12

) Yukawa Н., Sakata S. Ann. Phys., 1938, 32, 20; Wentzel G. Naturwiss., 1938, 26, 273. 
IЗ) Yukawa Н. Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 1935, 17, 48; Yukawa Н., Sakata S. Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 
1937, 19, 1044; Oppenhelтer J. R., SerЬer R. Phys. Rev., 1937, 51, ШЗ; Stйke/berg Е. С. Phys. Rev., 1937, 52, 
42; Kemmer N. Nature, 1938, 141, 116; Bhabba Н. Nature, 1938, 141, 117; Proc. London Soc., 1938, (А) 164, 
257; Frбlich Е., Heitler W., Кеттеr N. Proc. Roy. Soc., 1938, (А) 166, 154; Heit/er W. Proc. Roy. Soc., 1938, 
(А) 166, 529. 
14) Euler Н. Naturwiss., 1938, 26, 382. 
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оказывается достаточно для рождения одной или нескольких частиц Юкавы. Это 
позволяет предположить еще одну неточную формулировку гипотезы 1: квантовая 
механика неприменима (не дает надежные количественные результаты) ко всем 
процессам, в которых количество передаваемой энергии и передаваемый импульс 

достаточно велики для того, чтобы процесс приводил к рождению частиц Юкавы. 
При достаточно большом запасе энергии один акт может привести к рождению 

многих тяжелых электронов (и, возможно, протонов и нейтронов). 
В этой связи заслуживает обсуждения вопрос о том, в какой мере заслуживает 

доверия обменный потенциал Юкавы двух частиц 

-xr 

J(r) =i-e -
r 

(14) 

Если перейти из координатного пространства в импульсное, то матричный элемент, 

соответствующий переданному имnульсу р, будет иметь вид: 

) ! dr ipr/h 9
2 

1 
J(p = hзJ(r)e = 1Гh p2+(xh)2· (15) 

Согласно неравенству ( 11), такой матричный элемент заслуживал бы доверия 
лишь при р ~ h/ro ,..., xh, т. е., если сравнить с (15), лишь при передаче малых 
импульсов, от которых матричный элемент еще не зависит. Вычисления при 

этом можно проводить на основе квантовой механики с возможной ошибкой 
порядка pr0/h. Но в области р ~ h/ro потенциал (14), не изменяя существенно 
результат, можно заменить потенциалом, имеющим форму прямоугольной ямы 

или колоколообразной кривой. Ввиду этого представляется сомнительным, чтобы 
уточненные расчеты дефекта массы с потенциалом (14) приводили к лучшим 
результатам, чем прежние расчеты. Более того, приведенные нами соображения 
наводят на мысль, что граница применимости квантовой механики к рассмотрению 

атомного ядра проходит там, где возникает необходимость в уточнении вида 

потенциала по сравнению с простейшими потенциалами типа прямоугольной 

ямы или колоколообразной кривой. По-видимому, такое уточнение возможно 
только в теории, существенно выходящей за рамки квантовой механики, так как 

в описываемой теорией области выполняется неравенство (12). 
Уточненная теория должна давать алгоритм вычисления массы покоя эле

ментарных частиц, так как более точные утверждения о процессах, параметры 

которых удовлетворяют условию (12), приводят к более точным утверждениям 
относительно собственной энергии частиц, т. е. относительно их массы покоя. 
В формализме квантовой теории (глава 1) механизмы множественного рождения, 
возникающие, как показывают эксперименты в космических лучах при высоких 

энергиях, приходится учитывать при помощи членов, имеющих точно такой же вид, 

как и члены, описывающие собственные энергии. Это свидетельствует о том, что 

проблема процессов множественного рождения вряд ли отделима от определения 

масс элементарных частиц. 



О СПЕКТРЕ ВОДОРОДА С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ 

НОВОЙ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ* 

В.ПлУЛИМЛ. 

Показывается, что из новой квантовой механики получаются правильные термы 
Бальмера для атома с одним единственным электроном, и что в новой теории 
исчезают возникавшие в старой теории из-за дополнительного запрета синrулярных 

движений трудности, которые проявляются в особенности в случае скрещенных 

полей. С точки зрения новой квантовой механики обс}')!Щается также влияние 
внешних электрических и магнитных полей на спектр водорода. Однако учет 

релятивистских поправок и расчет вероятностей перехода (интенсивностей) пока еще 
не производится. 

§1 
Основы новой квантовой механики 

Недавно Гейзенбергом t) была дана формулировка принципов квантовой тео
рии, означающая большой шаг вперед по сравнению с существовавшей до сих 

пор теорией многократно периодических систем. В соответствии с указанной гей
зенберговской формулировкой квантовой теории провозглашается полный отказ 

от наглядных механико-кинематических представлений о движении электронов 

в стационарных состояниях атома и вводятся, кроме усредненных по времени клас

сических кинематических величин, только гармонические парциальные колебания, 
которые сопоставляются каждому переходу между двумя стационарными состоящи

ми и которые находятся в непосредственной связи с вероятностями спонтанных 

переходов системы. Если 
,,.n _ n e2,.-i(v;:.t+6;:.) 
"'т-ат 

означает соответствующее переходу из некоторого состояния n в другое состояние т 
парциальное колебание вдоль декартовой координаты х некоторого определенного 

электрона в атоме, то вклад его в значение коэффициента вероятности спонтанного 
излучения A::i при рассматриваемом переходе будет 

1 2 е2 n 4 n 2 
---(21ГV ) Ja: 1 · 2. 
hvJ:i 3 с3 т т 

Если в прежней теории это соотношение в согласии с принципом соответствия 

следовало считать верным только асимптотически, в предельном случае больших 

квантовых чисел, то отныне оно должно рассматриваться как всегда справедливое 

определение амплитуд х:;.; в более общем случае парциальные колебания, сопоста
вляемые отдельным процессам перехода, физически определяются интенсивностью 

* Uber das Wasserstoffspektrum vom Standpunkt der neuen Quantenmechanik. (Von W. Pau/i jr.). - Zs. Phys" 
1926, 36, 336-363. Перевод А. А. Сазыкина. 
I) Heisenberg W. Zs. Phys., 1925, 33, 879. - Русский перевод: с. 86-98. 
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и поляризацией испущенного излучения. Однако эти парциальные колебания уже 
нельзя относить к определенным «Орбитам» электронов в атоме, так как они 
сопоставляются процессам перехода, а не стационарным состояниям. 

Формулировка квантовой теории, данная Гейзенбергом, бьmа затем развита даль

ше Борном и Иорданом 2), Дираком з), а таюке Борном, Иорданом и Гейзенбергом 4) 

в последовательную математическую систему, в которой все соотношения, взятые 

ранее из классической механики, заменяются аналогично образованными кванто
вотеоретическими соотношениями между усредненными по времени значениями 

координат отдельных атомных частиц х: и парциальных колебаний х~. Для то
го, чтобы сформулировать эти соотношения, оказалось целесообразным каждой 
классической кинематической величине х сопоставить матрицу; на ее диагонали 

располагаются усредненные по времени значения х:, принадлежащие отдельным 
стационарным состояниям, на местах (n, m) (n-я строка, m-й столбец) и (m, n) 
( m-я строка, п-й столбец) находятся комплексно сопряженные колебания 

причем а~ = а~ суть положительные вещественные величины и 
v::' = -v::., б::' = -ь::.. 

(1) 

(2) 

Гармоническое колебание х~ принадлежит переходу из т в n, гармоническое 
колебание х:;. - обратному переходу из n в m, так что один из этих переходов 
отвечает излучению, другой - поглощению. 

Производной по времени х сопоставляется матрица, отдельные элементы коrо
рой образуются путем дифференцирования по времени сооrветствующих элементов 

матрицы х, так что 

(3) 

В частности, а:: =О, т. е. диагональные элементы :i: обращаются в нуль. Вследствие 
условия v::' = -v::i здесь также оказывается, что элементы x::i = О и :i:~ == О ком
плексно сопряжены (эрмитовость матриц). Энергии Е сопоставляется диагональная 
матрица, т. е. такая матрица, недиагональные элементы которой равны нулю. Эде

мент En = в: означает собственное значение энергии квантового состояния, 
отмеченного индексом n, и вследствие условия частот мы имеем 

(1) 

что согласуется с приведенными выше условиями v;:i = -v::i, v~ = О. 
Существенно теперь то подчеркнутое Гейзенбергом обстоятельство, что умноже

ние двух матриц х и у с учетом условия частот приобретает смысл. Произведение 
ху двух матриц х и у определяется равенством 

(жу)~ = L xiy~. (4) 
1 

Поскольку из условия (1) вытекает комбинационное соотношение 

(5) 

2) Вот Н., Jordan Р. Zs. Phys., 1925, 34, 858. 
3) Dirac Р.А. М. Proc. Roy. Soc. London, 1925, А 109, 642. 
4> Вот М., Jordan Р., HeisenЬerg W. Zs. Phys., 1925, 35, 557. - Русский перевод: с. 127-175. В дальнейшем 
цитируется как «Квантовая механика ll•. 
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элемент (ху)::. в действительности изображает снова гармоническое колебание 

частотой v;:., если xi и у~ суть гармонические колебания с частотами vF и v:n. 
Тогда и для фаз ь;:, должно быть принято комбинационное соотношение 

ьr + ь:U = ь;:.. (6) 

Для умножения двух матриц выполняются все обычные правила вычислений 
за исключением закона коммутативности; произведения ху и ух в общем случае 

различны. Так, например, разность Ех - хЕ, в которой Е означает диагональную 
матрицу энергии, а произведения вычисляются по общему правилу (4), в соответ
ствии с формулой (3) и условием частот (1) может быть поставлена в простую связь 
с матрицей х, изображающей производную матрицы х по времени: 

h 
Ех-хЕ= -

2 
.х. 

1ГZ 
(7) 

Это соотношение выполняется для произвольной матрицы х. Соотношения, не
обходимые для вычисления матриц х некоторой заданной механической системы, 

физические основные законы новой квантовой механики Борн и Иордан привели 
к следующей форме, которую мы сейчас изложим для систем с произвольным чи

слом степеней свободы. Пусть символы Qp и Рр (р = 1 ... !) обозначают декартовы 
координаты атомных частиц и сопряженные им импульсы (Pz = тх). Тогда помимо 
условия частот ( 1) выполняются «квантовые условия» 

РрРи - РиРр =О, qpqu - quQp =О, 

{ О при р-:/:- и, 
Ppqu - qиРр = J!.., . 1 при р = и. 

2~1 

(11) 

Здесь 1 означает «единичную матрицу» (у которой недиагональные элементы обра
щаются в нуль, а диагональные элементы равны 1). Как показал Крамерс 5>, эти 
соотношения можно интерпретировать на основе квантовотеоретических дисперси

онных формул Ладенбурга, Крамерса, а также Крамерса и Гейзенберга с помощью 
требования, чтобы по отношению к короткопериодическим внешним силам инди

видуальные атомные частицы вели себя как свободные частицы. Наконец, в качестве 
последнего квантового закона действует закон сохранения энергии 

Н(р, q) = Е (диагональная матрица). (III) 

Матричная функция Н(р, q) характеризует определенную механическую систему, 
и наиболее естественное предположение заключается в том, что для декарто

вых координат она формально совпадает с классической функцией. Мы можем 
ограничиться случаем, когда она состоит из соответствующих кинетической и по

тенциальной энергии двух частей, из которых одна зависит только от р, вторая -
только от q. Прежде всего в соответствии с правилом умножения (4) определяются 
только такие матричные функции, которые могут быть представлены в виде раз
ложения в степенные ряды относительно р и q. Для этого случая Борн, Иордан 
и Гейзенберг показали, что из основных законов (1), (II) и (111) следуют только 
такие матричные соотношения, которые оказываются полностью аналогичными 

уравнениям движения классической механики и которые при соответствующем 

определении частных производных в правой части могут быть написаны в виде 

. дН(р, q) 
Рр = дqр . (8) 

5) Kramers Н. А. Physica, 1925, 5, 369. 
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Следует еще подчеркнуть, что последовательность, в которой располагаются 

матрицы стационарных состояний рассматриваемой системы, оказывается несуще

ственной и что в новой теории понятие «квантовое число» не входит в основные 

законы. Далее, в противоположность прежней теории, в новой теории значения 
вероятностей перехода в принципе количественно определяются и для малых 

квантовых чисел. 

§2 
Общий обзор методов и ре:1ультатов дальнейших вычислений 

В данной работе мы поставили перед собой задачу применить новую теорию 

к атому с одним единственным электроном. Однако нам еще не удалось получить 
из основных законов новой теории все выводы, относящиеся к такому водо

родоподобному атому; в частности, мы еще не пытались рассчитать вероятности 

перехода для водородоподобных спектров, а проделали только вычисление значений 

энерmй стационарных состояний атома водорода как в отсутствие возмущений, 

так и в присутствии внешних электрических и магнитных полей (исключая вероят
ности перехода). Релятивистские поправки пока не рассматривались. В результате 
получены бальмеровские термы и эффект Штарка в согласии с опытом. Кроме 
того, отпали трудности, возникавшие в прежней теории вследствие дополнительных 

запретов сингулярных движений, в которых электрон подходит к ядру как угодно 

близко, и становившиеся особенно заметными в случае скрещенных электрических 
и магнитных полей. Эти трудности мы разъясним сейчас подробнее. 

Рассмотрим сначала случай параллельных электрических и магнитных полей. 

Если е и m0 означает заряд и массу электрона, Ze - заряд ядра, а - полуось 

орбиты, F и Н - напряженности электрического и магнитного полей, то частота 
Лармора равна 

еН 
йh=---, 

4?Гmос 

вековая частота эффекта Штарка oF дается формулой 

где 

3 ~ 3 а1 
Ор = 47Г v zтoF = 2eF-;;n, 

h2 
а,=----

41Г2Zе2т0 

(9) 

(10) 

означает радиус одноквантовой круговой орбиты в атоме. В поле добавляются затем 
два квантовых условия, определяющие проекцию z расстояния электрического 

центра орбиты от ядра на направление поля по формуле 

3 s 
z =-а-

2 п 

и момент импульса Pz, параллельный полю 

h 
Pz = m21Г. 

(11) 

(12) 

При этом для заданных п и lml ~ п квантовое число эффекта Штарка s, если 
сначала отвлечься от дополнительных запретов, пробегает значения, симметричные 
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относительно нуля и расположенные последовательно с шагом в две единицы б) 

s = -(п - lml), -(п - lml - 2), ... , (п - lml - 2), п - lm\, причем \m\ ~ п. (13) 

Дополнительная энергия в поле определяется тогда по формуле 

(14) 

Для обобщения на случай скрещенных полей целесообразно вместо Ор и он ввести 

частоты 

w1 = он+ ор, w2 = \он - opl. 
Тогда формулы (13) и (14) будут равнозначны соотношению 

Е1 = ( ~ - n1) UJ1 h + ( ~ - n2) UJ2h, 

где 

Поскольку w1 и w1 определяются всегда как положительные величины, так что 

UJ2 = он - Ор, Он > Ор, 
CAJ2 = Ор - он, Ор > Он 1 

то связь чисел s и т с числами п1 и n2 имеет вид 

{ 
т = п - (n1 + n2), 

m=n2-n1, 

s = n2-n1 
s = п - (n1 + n2) 

при он> ор, 

при он< ор. 

Для случая он= ор мы получаем w2 =О, и система оказывается вырожденной. 

(15) 

(16) 

(17) 

В общем случае скрещенных электрических и магнитных полей в соответствии 

с результатами Клейна 7) и Ленца s) выражение (15) для энергии возмущения 
квантовых состояний системы остается в силе, если частоты CAJ1 и w2 определяются 

следующим образом. Пусть ор и он теперь будут векторы, параллельные внешнему 
электрическому или магнитному полю, причем абсолютная величина векторов 
совпадает с вековой частотой (10) или (9), которая бьmа бы обусловлена каждым 
из этих полей в отдельности. Теперь мы сложим и вычтем ор и он векторно 
и образуем абсолютные величины результирующих векторов. Тогда мы получим 

(18) 

Для параллельных электрических и магнитных полей это согласуется с прежним 

правилом. 

б) Это следует, между прочим, из связи в и n с квантовыми числами n~, n11 дru1 параболических 
координат ~, '1/ по формулам 

7) К/еiп О. Zs. Phys" 1924, ZZ, 109. 

n = n{ + n11 + lml, в= щ - n11 , 

О ~ n{ ~ n, О ~ n11 ~ n. 

В) Lenz W. Zs. Phys" 1924, 24, 197. Числа n1 и n2, определенные в этой работе, при нечетных n 
не являются целыми, а пробегают (если мы придерживаемся квантовых правил для периодических 
систем), с шагом, равным единице, значения от -1 до I• включая rраницы. 
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Однако этот результат приводит к значительным трудностям, когда мы будем 

связывать его с исключением тех орбит, на которых электрон падает на ядро 
или подходит к нему как угодно близко в процессе своего движения. Первый 

дополнительный запрет такого рода появился уже в теории релятивистской тонкой 

структуры Зоммерфельда, где состояния с исчезающим квантовым числом импуль
са k, в которых электрон колебался бы вдоль проходящей через ядро прямой, 
должны были исключаться как не относящиеся к стационарным состояниям: 

k =Р о. (19) 

В случае эффекта Штарка значение числа эффекта Штарка lsl = n также соответ
ствует таким прямолинейным маятниковым орбитам, и можно считать эмпирически 
установленным, что в действительности оно не реализуется: 

lsl =Р n. (20) 

Вообще, сравнивая количество стационарных состояний релятивистской тонкой 

структуры в слабых осесимметричных силовых полях и при эффекте Штарка, Бор 

показал, что вследствие дополнительного запрета (19) в осесимметричных силовых 
полях всегда должны исключаться также все орбиты ст= О, на которых, впрочем, 
при эффекте Штарка электрон неограниченно приближался бы к ядру: 

т :;t=O. (201
) 

Условие (20) содержится в (20') в качестве частного случая, так как в со
ответствии с формулами (13) при s = n число т может быть только нулем. 
В скрещенных же полях оказывается возможным непрерывный переход разрешен

ных для стационарных состояний орбит в запрещенные условием (20) или (20') 
орбиты. Для этого нужно реализовать лишь следующий адиабатический процесс. 
Сначала оба поля пусть будут параллельными, а он и Ор - различными, напри
мер, oh > oF. После того как направления полей относительно друг друга будуг 
медленно повернугы, мы будем уменьшать интенсивность магнитного поля до тех 

пор, пока loнl не станет меньше loFI; наконец, мы направим оба поля опять 
параллельно. В этом процессе в соответствии с формулами (18) си 1 и си2 всегда будут 
отличны от нуля, и потому квантовые числа n 1 и n2 будут всегда сохранять одно 
и то же значение. Но так как перед процессом бьmо он > oF, а после процесса 
стало он < OF, то вследствие формул (17) результатом процесса будет то, что 
будуг переведены друг в друга такие состояния, в которых электрическое квантовое 

число s и магнитное квантовое число т взаимно обмениваются своими значениями. 
В частности, маятниковая орбита s = n, т = О будет переведена в круговую 
орбиту s =О, т = n, расположенную перпендикулярно полю. Итак, выясняется, 
что дополнительные запреты, в силу которых прямолинейные маятниковые орбиты 

должны исключаться, не мoryr быть выполнены без противоречий в пределах 
квантовой теории многократно периодических систем. 

Между тем вычисление, которое будет выполнено дальше (§ 5), показывает, 
что в новой квантовой механике, в которой не вводятся наглядные представления 
стационарных состояний с помощью определенных орбит электронов, особые 
дополнительные запреты становятся излишними, и указанные выше трудности 

исчезают сами собой. Именно, для n-квантового состояния невозмущенного атома 
с энергией (R - постоянная Ридберга) 

20Зак.б 

RhZ2 

Е ----
п.- n2 (21) 
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для дополнительной энергии во внешних параллельных или скрещенных электричес

ких и магнитных полях получаются снова значения (14) и (15), причем он и ор опре
деляются снова по формулам (9) и (10), а UJ1 и UJ2 - по формулам (18). Однако в фор
мулах (13), (16) и (17) в соответствии с новой механикой п всегда следует заменять на 

п* = п - 1. (22) 

Это число теперь всегда равно максимальному из значений s, т и п 1 , п2 , так что 
отныне мы имеем 

s = -(n*-lml), -(n*-lml-2), ... , (n*-lml-2),n*-lml, при lml ~ п*, (13*) 

О~ n1 ~ п*, О~ n2 ~ п*, (16*) 

s = n2 -ni 

s = п* - (п1 + n2) 

при он> ор, 

при он< ор. 
(17*) 

В частности, для эффекта Штарка в соответствии с формулами (10) и (14) получается 

3 
Е1 = 2eFa1ns при О~ s ~ п*, (23) 

как требует опыт. Далее, мы видим, что множество значений чисел т и s теперь 
полностью симметрично, как этого требует указанный адиабатический процесс 

в скрещенных полях. 

При снятии вырождения невозмущенного атома под влиянием дополнительного 
центрально-силового поля (например, создаваемого релятивистскими поправками) 
и внешнего магнитного поля п-квантовое состояние атома с энергией (21) в соответ
ствии с новой квантовой механикой расщепляется на состояния, которые могут быть 

классифицированы по числам k и т, удовлетворяющим известным правилам отбора 

дk=±l, дm=О,±1. 

Целое число т в соответствии с формулой (12) снова определяет параллельную 
полю компоненту импульса атома, тогда как значение числа k, определяемо
го энергией возмущения центрального поля, не имеет такого непосредственного 

динамического смысла. Для п-квантового состояния оно принимает п - 1 последо
вательных значений, отличающихся на единицу, так что во всяком случае получается 

правильное количество уровней тонкой структуры без введения дополнительных 

запретов (о значений энергии этих уровней пока ничего сказать нельзя). Мы будем 
нормировать число k таким образом, чтобы во внешнем магнитном поле квантовое 
число т для каждого состояния, характеризуемого числами п и k, принимало 
(целочисленные) значения 

-k ~ т ~ k. (24) 

Нормированное таким образом число k в п-квантовом состоянии может принимать 
значения 

k=О,1,2, ... ,п*. (25) 

Между состояниями, классифицируемыми по правилам (24), (25) и (13*), может 
быть установлено однозначное соответствие. Статистический вес п-квантового 
состояния (в каждом случае) равен п2 • 

Указанные свойства получаемого из новой теории множества термов атома 

водорода во внешних полях приводят, в частности, к выводу, что в нормальном 
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состоянии этого атома, в котором п::::: 1, п* ::::: О, квантовое число т не может 
принимать никакого иного значения, кроме т::::: О, т. е. это состояние немагнитное. 

Этот вывод может показаться по аналогии со свойствами щелочных металлов осо
бенно странным. В связи с этим следует подчеркнуть, что теперешняя формулировка 
новой квантовой механики, по-видимому, еще не может объяснить аномальный 

эффект Зеемана (нарушение теоремы Лармора), и что поэтому могут еще пона
добиться ее видоизменения. По-видимому, не исключено, что эти видоизменения 
теории будут сделаны уже для атомов с одним единственным электроном. К этим 
вопросам мы еще вернемся в конце этой работы (§ 6). 

Что касается применяемого дальше метода решения матричных уравнений новой 
теории в случае атома с одним электроном, то, прежде всего, в § 3 будут развиты 
правила вычислений, необходимые при одновременных действиях с матрицами х, 
у, z декартовых координат электрона (объединенных в одну векторную матрицу t) 
и матрицей r абсолютной величины радиус-вектора, а также с их производными 
по времени. Известная теперь формулировка законов новой квантовой механики 
заставляет нас избегать введения полярного угла rp. Поскольку этот угол не остается 
внутри конечной ограниченной области, он не может быть формально представлен 
в матричном виде, как указанные выше координаты, которые в классической 

механике совершают колебания. 

Именно по этой причине особенно подходящим для перенесения в новую 
квантовую механику оказывается следующий специальный метод интегрирования 

для случая кулоновских сил, который бьm применен уже Ленцем 9>. Если мы 
введем обозначение для постоянного во времени момента импульса электрона 
относительно ядра 

~::::: mo[tb] (26) 

и для его импульса 

р ::::m0b, 

то из уравнений движения классической механики можно непосредственно показать, 
что вектор 

1 t .u = --[~р] + -
Ze2mo r 

(27) 

будет постоянен во времени. Умножая его скалярно на t, мы получаем 

1 2 
(.Ut) = ---~ + r. 

Ze2mo 
(28) 

Это уравнение конического сечения, и из него можно видеть, что вектор .U имеет 
направление от ядра к афелию эллипса, а по абсолютной величине совпадает 
с его числовым эксцентриситетом. Возводя обе части равенства (27) в квадрат, мы 
получаем 

2 2Е 2 
l-.U = 24~' moZ е 

(29) 

где Е означает энергию. 

В § 4 будет показано, что и в новой механике по аналогии с формулой (27) 
можно ввести постоянную во времени векторную матрицу .U, для которой вместе 
с также постоянной во времени векторной матрицей момента импульса ~ вы

полняются соотношения, аналогичные формулам (28) и (29). Присоединяя еще 

9) Eenz W. Ор. cit. 
20* 
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свойственные новой механике квантовые условия (11) и развитые в § 3 соотноше
ния, мы получаем систему матричных уравнений, в которые входят уже только 

постоянные во времени матрицы 11, ЧJ и Е, а координаты (т. е. вероятности пере
хода) из них исключены. Решение этих последних уравнений, которое получается 
элементарными методами (§ 5), дает затем уже обсуждавшиеся выше результаты. 

§3 
Правила действий с матрицей радиус-вектора. 

Закон сохранения импульса для центральных сил 

Мы начнем с того, что установим правила одновременных действий с матрицами 
декартовых координат х, у, z, образующих компоненты векторной матрицы t, 
и с матрицей абсолютной величины радиус-вектора r. Последняя матрица должна, 
очевидно, удовлетворять соотношению 

(30) 

Квантовые условия (11) содержат наряду с nерестановочностью матриц х и у, х и у, 
х и у (и соответственно для остальных координат) 

ху=ух, ... ; х"У=ух,".; X'J='JX, ... (Зlа) 

еще соотношения 

h 
р"х - хр" = -

2 
. · 1".. (Зlб) 

7Г~ 

(Здесь р" = тх означает х-комnоненту импульса р::::: mb, изображаемого векторной 
матрицей с компонентами р", Ру, pz.) Здесь и в дальнейшем многоточие( ... ) будет 
всегда указывать на справедливость для остальных координат аналогичных уравне

ний, получаемых из написанного уравнения циклической перестановкой координат. 

С привлечением матрицы r эти условия можно дополнить следующими доба
вочными соотношениями. Во-первых, матрица r также коммутирует с матрицами 
х, у, z, что можно написать в виде векторного уравнения 

rt = rr. (32) 

Во-вторых, для любой рациональной функции f от матриц r, х, у, z выполняется 
соотношение 

В частности, для f = r имеем 

h дf 
p"f-fp" = -. -, ... 

21Г~ дх 
(33) 

h t 
pr-rp = -. -. (34) 

21Г~ r 

Наоборот, из формул (31) и (34) для всякой функции, представимой в виде 
разложения в ряд по положительным и отрицательным степеням матриц х, у, 

z и r, в общем случае следует соотношение (33), как легко показать методом 
полной индукции; соотношение (34) согласуется также с соотношением (30). 
Существование соотношений (32) и (33) необходимо требуется для того, чтобы 
из закона сохранения энергии (мы предполагаем здесь для простоты, что имеется 
только одна единственная частица) 

mb2 

-
2
- + F(x, у, z, t) = Е (диагональная матрица) (35) 
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и из условия частоты, которое имеет следствием для каждой величины Ф уравнение 

получались уравнения движения 

h . 
ЕФ-ФЕ= -Ф, 

27Гi 

dp" дF 
dt =-ах'." (36) 

Таким образом, мы постулируем здесь существование матрицы r, удовлетворяющей 
соотношениям (30), (32) и (34). 

Теперь мы введем векторную матрицу !;р, соответствуюшую моменту импульса 
частицы относительно начала координат. Прежде всего заметим, что далее мы 

будем понимать под скалярным произведением двух векторных матриц 11 и ~ как 
в обычном векторном исчислении, выражение 

под их векторным произведением [11~] новую векторную матрицу с компонентами 

(37) 

В общем случае здесь надо учитывать последовательность умножения матриц 11 
и~: выражения (11~) - (~U) и [11~] + [~U] не всегда обращаются в нуль, так как 
закон коммутативности умножения здесь не действует, векторное произведение [UU] 
матрицы 11 на саму себя с компонентами 

(37') 

в общем случае также отличается от нуля. Однако, если мы образуем в частном случае 
векторное произведение [tb], то вследствие коммутативности х и у оно будет совпа
дать с -[bt], и мы можем определить момент импульса частицы векторной матрицей 

!;р = m[tb] = -m[bt]. (38) 

Эта матрица удовлетворяет приведенным ниже перестановочным соотнощениям, 
представляющим собой прямое следствие соотношеняй (31а) и (31б) 

а также 

h 
хРу - Рух = Р"у-уР" = --.z, ... , 

27Г~ 

(t!;p) = (!;pt) == о, 

h 
р"Ру - РуРз: = Рз:Ру - PyP:t = --

2 
.Pz, · · ·, 

7Г~ 

(!;рр) = (р!;р) =О. 

(39) 

(40) 

Отсюда следует далее, что матрица v2 = Х.2 + у2 + z2 коммутирует с матрицами Р :t, 
р р Ш}, 
У• z • 

(41) 

to) Следует учесть тождество а2Ь - Ь2 а = а(аЬ - Ьа) + (аЬ - Ьа)а. 
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Кроме того, из отношений ( 34) следует коммутативность матрицы r с матрицами Р", 
Ру, Pz: 

rl.13 = ~r. (42) 

Поэтому и всякая функция F(r), зависящая от одной только матрицы r, коммути
рует с матрицей ~. Если мы имеем дело с центральной силой, где потенциальная 
энергия зависит только от r, 

т 2 2 Ь + F(r) = Е (диагональная матрица), (35') 

то в соответствии со сказанным имеем 

Е~=~Е, 

т. е. векторная матрица ~ постоянна во времени (интеграл момента импульса). 
Для векторного произведения матрицы ~ на саму себя (см. (37')) легко 

получается соотношение 11 >, которое потребуется нам позднее: 

h 
[~~] = - 27Гi ~- (43) 

Например, для z-компоненты векторного произведения (~~] в соответствии 
с формулами (39) и (40) имеем 

Р"Ру - РуР" = P"(zp" -XPz) - (zp" - XPz)P" = 
h h = (P"z - zP")p" - x(P"pz - PzP") = -.(ур" - ХРу) = --.Pz. 

27Г~ 27Г~ 

Теперь мы можем вычислить радиальный импульс 

Pr = mr. 
Именно, он дается равенством 

27Гi ( ) 27Гi 1 [( 2 2 2) ( 2 2 2)] Pr = hm Er - rE = h · 2 р" +Ру + Pz r - r р" +Ру + Pz = 
27Гi 1 [ = h · 2 p"(p"r - rp") + Py{Pyf - fPy) + Pz (Pzf - rpz) + 

+ (p"r - rp")p" + (Pyf - rpy)Py + (Pzf - rpz)Pz] · 

Следовательно, учитывая соотношение (34), находим 

(44) 

Теперь, в соответствии с соотношением (33), имеем 

11>см. «Квантовая механика II•, уравнение (3) (с.127-175). Величины, обозначаемые там через Мж, 
Му, М, , соответствуют отрицательным моментам импульса. 
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так, что формулу (44) можно также написать в виде 

1 h 1 1 h 1 
Pr = (pt); - 21Гi ~ = ;(Ф) + 21Гi ~- (44') 

Умножая на r, мы получаем отсюда, во-первых, соотношение, которое также 
следует прямо из равенства (30) при дифференцировании по времени 

и, во-вторых, равенство 

Prf + fPr == (pt) + (Ф), 

h 
Prf - fPr = (pt) - (tp) - -

2 
. · 2. 

1ГS 

Значение разности (pt) - (tp) теперь равно 

(р"х - хр") + (р11у - УР11) + (PzZ - ZPz), 

а каждое из выражений в скобках по формуле ( 316) имеет значение 

h 
-·1 
21Гi . 

Следовательно, в целом мы получаем 

h 
Prf-rpr = -

2 
. · 1. 

1Гt 

(45) 

(46) 

Наконец, для применения в дальнейшем мы вычислим еще производную ! r 
по времени. Учитывая соотношение (34), имеем, например, для х-компоненты 

~~ = 21Гi (Е~ _ ~Е) == 27ri _1_ (р2 ~ _ ~р2) = 
dt r h r r h 2т r r 

= 21Гi _1 {Р (v~ _ ~Р) + (Р~ _ ~Р)Р} = 
h 2т r r r r 

= 2~ { (Рх у
2

; z
2 

- Ру; - Pz ~) + (у
2

; z
2 

Рх - ; Ру - ~ Pz)} = 

= 2~ {(Ру~ -Pzfз) +(~Ру - fзPz) }· 
Следовательно, окончательно получаем 

§4 
Введе11ие постоя1111ой во времени вектор11ой матрицы il. 

для кулоновских сил. Иеключение коорди11ат 

(47) 

Мы переходим теперь к рассмотрению атома, в котором один электрон 
с массой m0 и зарядом -е притягивается по закону Кулона неподвижным ядром 
с зарядом +Ze. Для функции Гамильтона мы должны здесь написать 

1 2 Ze2 

-р - - = Е (диагональная матрица), (48) 
2mo r 
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т. е. в формуле (35') мы полагаем частный вид F(r): 

Ze2 

F(r) = --. 
r 

Уравнения движения, получаемые из закона сохранения энергии по квантовым 

правилам (36), по форме оказываются здесь аналогичными уравнениям классической 
механики 

Ze2 

j) = mot = --;:з•· (49) 

Аналогично классической механике (см. уравнение (27)) мы заключаем отсюда 
в соответствии с формулой (47), что векторная матрица определяемая равенством 

1 1 L 
11 = -- -{[~р] - [p~J} + -

Ze2mo 2 r 
(50) 

в частном случае поля кулоновских сил постоянна во времени. В соответствии 
с соотношениями (40) можно также написать 

1 { h} L 1 { h} L 11=-- [~р]+-.Р +-=--- [р~]+-.Р +-. 
Z е2то 27Г~ r Z e2mo 21Г~ r 

(51 1
) 

Дальнейшие вычисления проводятся совершенно элементарно с помощью пра
вил, сформулированных в предшествующих параграфах. Прежде всего, получаем 
аналогичное уравнению конических сечений (28) в классической механике соотно
шение 

~ [(11•) + (•11)] = __ 1 _ [~2 + ~ ~] + r 
2 Ze2mo 2 41Г2 

(51) 

и далее перестановочное соотношение 

1 h 3 1 
-([11•] + [•UJ) = - -. - --'iJ. 
2 21Гz 2 Z е2то 

(52) 

Далее, оказываются справедливыми следующие соотношения, из которых ко

ординаты х, у, z, r полностью исключены, так что остались только постоянные 
во времени матрицы 11, ~ и Е 

[ 
.h 

~~]=--.~. 
21Г~ 

{ 

А"Р" = Р"А", ... , 

А"Ру - РуАх = Р"Ау -АуРх = -~Az, ... , 
21Г~ 

(U~) = (~11) = О. 

h 2 
[1111] = -2 . z2 4 Е~. 

1ГZ то е 

2 2 ( 2 h
2

) 
1 -11 = - moz2e4E ~ + 41Г2 . 

(1) 

(11) 

(III) 

(IV) 
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Уравнение (1) идентично уравнению (43) предыдущего параграфа, уравнение (11) 
построено так же, как (39), уравнение (IV) аналогично уравнению (29) классической 

механики, однако появление добавочного члена 4~2 (как и дополнительного 
члена ~ ::2 в соотношении (51)) характерно для новой механики. 

Существование постояннои во времени векторной матрицы .U приводит нас 
к выводу, что атом с одним единственным электроном (аналогично движению 
Кеплера в классической механике) образует вырожденную систему, если даже 
не учитывать его пространственную ориентацию. Действительно, из выведенных 
соотношений легко можно увидеть, что .Uq12 

- q12.U общем случае не обращается 
в нуль; поскольку, с другой стороны, разность .UE - EU равна нулю, определенному 
значению энергии Е может, очевидно, принадлежать не только одно единственное 

значение s.p2 , так что система оказывается действительно вырожденной. 
Для такой вырожденной системы амплитуды различных парциальных колеба

ний, соответствующие переходам между состояниями с заданными значениями 

энергии, определяются в новой квантовой механике из ее уравнений неоднозначно, 

как подробно разъяснено Борном, Иорданом и Гейзенбергом 12>; в общем случае по
стоянные во времени матрицы необязательно будут диагональными, и их элементы 
могут быть отличны от нуля на таких местах (n, m), которым отвечает исчезающая 
частота v::i = k(En - Ет) = О. В нашем случае каждому значению энергии (каждому 
значению главного квантового числа) принадлежит матрица, которая содержит 
постоянные во времени части одной из величин (например, х или r) и имеет 
ранг (число строк или столбцов), равный статистическому весу рассматриваемого 
состояния. Эту матрицу, получаемую из первоначальной матрицы приравниванием 

нулю всех элементов на местах, соответствующих переходным процессам с из

менением значения энергии, мы будем называть средним по времени значением 

рассматриваемой величины и будем обозначать ее чертой сверху (например, х или r). 
Хотя в вырожденной системе парциальные колебания кинематической величи

ны, принадлежащие одной частоте v::i, и не могут быть определены однозначно 
по отдельности, значения энергии и статистические веса этих состояний най

ти все же можно lЗ). Поэтому, в принципе, должно быть возможным, не делая 
дальнейших предположений о виде решения, вывести из уравнений (1)-(IV) баль
меровские термы и соответствующие им статистические веса. К сожалению, нам 

это пока не удалось, и дальше мы будем решать эти уравнения обходным путем, 
вводя (различными способами) дополнительные условия, которые делают решение 
уравнений (I)-(IV) однозначным. 

Именно, если вырождение снимается добавочным возмущающим полем с га

мильтоновой функцией Н1, то, как показывают вычисления Борна, Иордана 

и Гейзенберга 14
) по теории возмущений, среднее по времени значение функции 

возмущения Н1 , взятое по невозмущенному движению, должно изображаться диа
гональной матрицей. В нашем случае это среднее значение, вообще говоря, будет 
зависеть не только от энергии невозмущенного движении Е, но и еще от s.p и .U. 

Если, в частности, возмущающее поле создается добавочными некулоновскими 

цен;gальными силами, то его среднее значение будет зависеть, не считая Е, только 
от '.J3 , так как в этом случае в пространстве нет выделенного направления. Далее, 
энергия возмущения от магнитного поля, направленного по оси z, зависит только 
от компоненты импульса Р z, параллельной полю. Поэтому, требуя, чтобы s.p2 и Р z 

12) Квантовая механика 11, rл.2, §2 (с.127-175). 
13) Квантовая механика 11, rл.2, §2 и rл.3 (с.127-175). 
14>там же. 

19 Зак. 6 
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были диагональными матрицами, мы получаем частное решение уравнений (1)-(IV), 
приспособленное к релятивистской тонкой структуре и к добавочному слабому 
магнитному полю. 

Второй случай, который представляет особенный интерес, относится к эффекту 
Штарка. Здесь дело в том, что постоянная во времени векторная матрица i, 
представляющая электрический центр орбиты, обладает в направлении поля (на
правлении оси z) компонентой z, являющейся диагональной матрицей. Но теперь 
можно показать, что матрица i связана с матрицей U совершенно так же, как 
в классической теории, а именно соотношением 

(53) 

(В классической теории величина :i~I равна большой полуоси а кеплерова эллипса.) 
Действительно, для i и Sf! в соответствии с уравнениями (39) и (11), прежде всего, 
выполняются такие же перестановочные соотношения, как для U и Sf!. Сравнивая 
затем уравнения (52) и (111), мы получаем сверх того для разности i - ~ :i~1 u еще 
соотношения [U, i - ~ :i~1 U] = О. Как показывает более детальное рассмотрение 
получаемых в следующем параграфе решений уравнений (1)-(IV), эти соотношения 
образуют как раз столько однородных линейных уравнений, чтобы можно было 

сделать вывод о том, что разность i - ~ :i~1 u обращается в нуль. Если к электри
ческому полю в направлении оси z мы добавили еще магнитное поле в том же 
направлении, то в соответствии с соотношением (53) мы можем характеризовать 
этот случай требованием, чтобы Az и Р z были диагональными матрицами. 

Наконец, в следующем параграфе мы рассмотрим в заключение еще случай 

скрещенных электрических и магнитных полей, представляющий особенный инте

рес, как было подробно разъяснено в § 2, в связи с дополнительными запретами 
сингулярных движений в существовавшей до сих пор теории. 

§5 
Решение уравнений (1)-(IV). Вывод бальмеровских термов 

А 

Имеем диагональные матрицы Р z и Sf!2• 

Для того, чтобы в этом первом рассматриваемом нами случае, который 
соответствует снятию вырождения добавочным центральным полем и слабым 
магнитным полем в направлении оси z, удовлетворить сначала уравнениям (1) 
и (11), мы поступим следующим образом. Пусть при заданном значении Sf!2 

возможные значения Р z будут 

(54) 

где т изменяется от -k до +k: 

-k ~ т ~ k. (54') 

Далее, пусть парциальные колебания импульса Sf!, соответствующие изменению т 
на единицу, будут поляризованы по кругу влево и вправо в плоскости (х, у): 

Р. k,m ± ·р k,m 
Yk,m±\ = i Хk,т±\ · (55) 
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Из уравнения (1) тогда следует 

(56) 

(57) 

Теперь в соответствии с формулами Хенля-Кронига для интенсивности зееманов
ских компонент мы будем полагать, что для матрицы 11 

Ay::;±I = iAx::;±I (k' = k + 1 ИЛИ k - 1), 

IA k+l,ml2 -1 k+l,ml2 - 1 ck+l(k )(k 1) 
Zk,m±I - Ayk,m±I - 4 k :Т: т =F т + · 

Заменяя здесь т на т - 1 или т + 1, мы получаем еще 

Наконец, для Az имеем 

(58) 

(59) 

(60) 

Остается еще открытым вопрос о том, будет ли число т (а значит, и k) 
полуцелым или целым; далее величины с:+1 означают пока еще не определенные 
неотрицательные функции k, которые удовлетворяют соотношению симметрии 

Ck+1 ck 
k = k+I· (61) 

По поводу знаков 11 и~ следует еще заметить, что, если Pz и Az считать положи
тельными вещественными величинами, Ах будет положительной или отрицательной 
вещественной величиной, в зависимости от того, имеем мы дело с переходами, в ко-

k ( А k,m А k,m ) 
торых и т изменяется в противоположном как при zk+l,m-I и Zk-l,m+I или 

( А k,m А k,т ) П 
в одинаковом как при ziнi,m+I и Zk-l,m-I смысле. ри сделанных допущениях, 

как показывают вычисления, уравнения (1) и (11) предыдущего параграфа выпол
няются. Кроме того, из выводов Борна, Иордана и Гейзенберга 15> вытекает, что 
и при обратном предположении о диагональной форме матриц ~2 и Р z выражения, 
принятые здесь для 11 и~. образуют необходимое следствие из уравнений (1) и (11). 

Для определения нормировки т и k, а также вида функции CZ+ 1 , мы 
возьмем уравнение (111) предыдущего параграфа. При этом достаточно рассмотреть 
только z-компоненту 

h 2 
АхАу -АуАх = -

2 
. z2 4 EPz. 

1ГZ то е 

Образуя теперь выражение 

h 2 
Py(AzAy -AyAz) - (A:i:Ay -AyA:i:)Py = -

2 
. z2 4 E(P11Pz - PzP11 ) 

1ГZ mo е 

15) Кваmовая механика П, rл.4, § l (с.127-175). См. также выводы об эффекте Зеемана в rл.4, §2. 
19* 

(62) 
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и используя уравнения (1) и (111), мы получаем уравнение, совпадающее с :с-ком
понентой равенства (111). Совершенно так же и у-компонента (111) есть след
ствие z-компоненты этого векторного уравнения и уравнений (1) и (П). 

Если мы образуем элемент уравнения (62), стоящий на месте (k, m) по диагона
ли, то в соответствии с формулами (58) и (59) мы получаем сначала для левой части 

(А А А А )k,m _ 2 .{\А k,m 12 \А k,т \2 \А k,m 12 IA k,m \2} _ 
х '!J - '!J х k,m - i Xk+l,m-1 - Xk+l,m+I + Xk-1,m-1 - Xk-1,m+I -

= im{-(2k + 3)cz+1 + (2k - l)c:_1}. 

Учитывая еще, что Е имеет отрицательный знак, и вводя постоянную Ридберга 

21Г2е4m R= о 
hз 

(63) 

и значение (54) для Pz, мы получаем в соответствии с соотношением (62) условие 

{ ( } k+I ( ) k } IEI т - 2k + 3 С1: + 2k - 1 С1:-1 = RhZ2 т. (64) 

Рассмотрим сначала наименьшее значение k возможное при заданной величи
не \Е\. Для него, очевидно, вклад перехода k-+ k - 1 в левой стороне отпадает, 
коэффициент при т в левой стороне становится поэтому безусловно неположи

тельным, тогда как коэффициент при т в правой стороне положителен. Поэтому 
уравнение (64) может быть выполнено для минимального значения k только в том 
случае, если т =О. Но это по формулам (54) означает, что указанное минимальное 
значение k само должно быть нулем, ибо иначе число т могло бы принимать еще 
и другие значения. Поэтому числа k и т необходимо должны быть целыми, и для k 
мы можем принять значения 

k=0,1,2, ... ,n*, (65) 

если целое число п* означает максимальное значение k, достижимое при заданной 
величине \Е\. 

Теперь из условия (64) следует 

(2k - l)Ck - (2k + 3)С"+ 1 == ~ 
k-1 k Rhz2• k = 1, ... , п*. (64') 

При этом необходимо, кроме того, положить 

n*+I 
сп. ==о, (64") 

так как для k = п* вклад перехода k + 1 -+ k (второй член), очевидно, отпадает. 
Теперь можно, начиная с k = п* и уменьшая k на единицу, последовательно 
находить по формуле ( 64') значения коэффициентов 

Результат можно представить формулой 

Ck+I _ ~ n*(n* + 2) - k(k + 2) _ ~ (n* - k)(n* + k + 2) (
66

) 
" - Rhz2 (2k + 1)(2k + 3) - Rhz2 (2k + 1)(2k + 3) ' 
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из которой при замене k на k - 1 еще получается 

ck - ~ n*(n* + 2) - (k - l)(k + 1) - IEI (n* - k + l)(n* + k + 1) (66') 
k-i - Rhz2 (2k - 1)(2k + 1) - RhZ2 (2k - 1)(2k + 1) 

С помощью этих формул мы непосредственно подтверждаем, что соотношения (64') 
и (6411

) выполняются. 
Наконец, чтобы определить сами значения энергии, мы используем еще 

последнее уравнение (IV). Сначала мы вычислим значение элемента 112 на месте k, 
т по диагонали. Учитывая формулы (59) и (60), получаем 

(('2)k,m llA k,m 12 llA k,m 12 IA k,m 12 
.u k,m = '"k+l,m+I + zA:+l,m-! + Zk+\,m + 

+ 2IA:i:Z~,m+I l2 
+ 2IA:i:Z~,m-J l2 

+ IAzZ~,ml 2 = 
= (k + 1)(2k + 3)c~+i + k(2k - 1)с;_1 

и после подстановки значений (66) и (66') 

(U2)k,m = ~ [п*2 + 2п* - k(k + 1)) 
k,m Rhz2 . (67) 

Это выражение для 112 вместе с выражением (57) для 1,}32 мы подставим теперь 
в уравнение (IV). Получаем 

1=~(n*2 +2 * + 1) = ~( • + 1)2 

RhZ2 n RhZ2 n ' 

следовательно, как и было указано в§ 2 (при подстановке n = n* + 1): 

RhZ2 RhZ2 

IEI = (n* + 1)2 = ~- (68) 

Тем самым показано, что из новой квантовой механики получаются правильные 
термы Бальмера, и что согласно новой теории n-квантовое состояние обладает 
статистическим весом n2

• 

Б 

Матрицы Az и Pz диагональные (эффект Штарка). Если в направлении 
оси z действует однородное электрическое поле напряженностью F, то среднее 
по времени значение энергии возмущения по формуле (53) будет иметь вид 

3 3 Ze2 

Е1 = 2.eFz = 2.eF llEIA,. (69) 

Таким образом, в этом случае требуется найти такое решение уравнений (I)-(IV), 
в котором матрица Az будет диагональной. Если мы потребуем еще, чтобы 
и матрица Р z была диагональной, то физически это будет означать, что мы 
снимаем вырождение векового возмущения в эффекте Штарка добавочным слабым 
магнитным полем, параллельным электрическому полю. 

Мы ограничимся здесь тем, что приведем результат без подробilых вычи
слений и без доказательства того, что приведенное решение уравнений (I)-(IV) 
есть единственное, удовлетворяющее требованию, чтобы матрицы Az и Р z бьmи 
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диагональными. Состояния, принадлежащие некоторому определенному значению 
невозмущенной энергии (68), классифицируются двумя квантовыми числами s и m, 
из которых одно определяет значение Az (и добавочной энергии Е1) 

А s,m _ 8 
zsm - -, 

' п 

другое дает значение Р z 

(70) 

sm h 
Pzs'm = т-. 

' 211' 
(71) 

Множество значений s и т было уже определено в §2 соотношением (13). 
Матрицы Р", Ру, А", Ау имеют отличные от нуля элементы только на тех 
местах, которые соответствуют изменениям s и т на ±1. Значения этих элементов 
определяются по формулам 

Р. s,m _ ±"Р s,m 
Ys',m±I - i "s',m±l> 

(s' = s + 1 или 8 - 1), (72) 
А s,m ±"А s,m 

Ув' m±I = i "s' т±I 
' ' 

8 т 211' 1 s т 
Axs±l,m±I = +h ;;:Pxs±1,m±1' 

А s,m _ 211' 1 р s,m 
zs=i:l,m±I - -h ;;: zs=i:l,m±I 

(73) 

(в последних двух соотношениях следует брать либо всегда верхний, либо всегда 
нижний знак), 

l
p s,m 12 _ / s,m /2 _ 1 h

2 
[ * ( )) ( * ( )) 

zs-1,m-1 - PYs-1,m-I - 16411'2 n +2- m+s n + m+s ' 

l
p s,m /2 _ / s,m /2 _ 1 h

2 
( * ( )) ( * ( )) Zs+l,m+l - PYs+l,m-1 - 16 411'2 n + 2 - т - 8 n + т - 8 . 

(74) 

Проделав вычисления, нетрудно убедиться в том, что формулы (70)-(74) действи
тельно удовлетворяют уравнениям (1)-(IV). 

в 
Скрещеш1ые поля 

Если векторы ~ и f) означают напряженности внешних электрического и маг
нитного полей, то среднее по времени значение энергии возмущении в присутствии 
одновременно двух полей дается формулой 

3 е 
Е 1 = -еа(~Щ + -(jj~), 

2 2moc 
(75) 

где величина а, которая в прежней теории была равна полуоси кеплерова эллипса, 

здесь понимается просто как сокращенное обозначение д;1я величины 

Ze2 

а= 2/EI. (76) 

Если мы введем векторы oF и он, параллельные ~ и f) и по абсолютной величине 
равные вековым частотам, которые бьmи бы обусловлены только одним из двух 
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внешних однородных полей, так что для этих векторов имеем (см. формулы (9) 
и (10)) 

ef) 3 ~ 3 е~ 

он= 4?Гmос' °F = 41Г V Zmo~ = 41Г J2molEI' 
(77) 

то формулу (75) можно также написать в виде 

(75а) 

Теперь целесообразно 16) ввести векторные матрицы :J1 и :J2 , определяемые 
формулами 

(78) 

Тогда имеем 

(78а) 

Далее, получаем два вектора 

01 = Он + Ор, 02 = Он - Ор, (79) 

абсолютные величины которых в § 2 были обозначены через "11 и "12 (см. уравне
ния (18)). Энергия возмущения (75а) принимает теперь простой вид 

(80) 

В уравнениях (1)-(IV) вместо 11 и 1-]J мы также введем теперь новые векторные 
матрицы :J1 и :J2 по формулам (75а). После простых вычислений мы получаем 
следующие соотношения 

(81) 

(82) 

(83) 

Соотношения (81) указывают, что каждая компонента :J1 коммутирует с лю
бой из компонент :J2 , соотношения (82) по структуре совершенно аналогичны 
уравнениям (1); в конце соотношений (83) введены значения энергии (68). 

В соответствии с формулой (80) случай скрещенных полей характеризуется тем, 
что (:J1o1) и (::1202), или, что то же самое, компоненты :J1 и :J2, параллельные 01 

и 02 (мы будем обозначать их :J111 и :J211). являются диагональными матрицами. 
Решение уравнений (82) получается в этом случае совершенно аналогично решению 
уравнений (I), если в первых уравнениях предполагать, что матрицы Р2 и Pz 

16~ По поводу следующего см. цитированные в § 2 работы Клейна и Ленца. 
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диагональные. Вместо k здесь фигурирует f, вместо т, применяя обозначения§ 2, 

уравнения (15) и (16), введены числа f - п1 и f - n2, которые могут изменяться 
в пределах от -f до + f. В соответствии с этим имеем 

п* п* 
(J111)~: = 2 - n1, (J2)~~ = 2 - n2, О~ n1 ~ п*, О~ n2 ~ п*, 

Е1=(~* ~n1)w1h+(~* -n2)w2h (w1=lo1I, w2=lo2I). 

(84) 

Проекции Ja и J 1.L на плоскости, перпендикулярные направлению о1 или 02, 
совершают круговые колебания и потому описываются матрицами, аналогичными 

матрицам Pz и Ру, определяемым условием (56) (следует заменить k на f и т 
на f - n1 или f - п2 ; Ji соответствует сумме Р} + PJ): 

IJa~:+i 12 
= ~(n1 + l)(п* - n1), 

jJн~~+i 12 
= ~(n2 + l)(п* - n2). 

(85) 

Тем самым уравнения (81) и (82) выполняются, и поскольку по аналогии 
с формулой (57) мы имеем 

уравнение (83) при значениях энергии (68) также удовлетворяется. 
Таким образом, мы вывели из новой механики все результаты, указанные в § 2. 

§6 
К вопросу об отношении спектра водорода 

к спектрам щелочных металлов 

Еще в § 2 бьmо упомянуто, что видоизменения основ новой квантовой механи
ки, необходимые для объяснения аномального эффекта Зеемана, проявились бы, 
возможно, уже в атомах с одним единственным электроном; в частности, результат, 

согласно которому нормальное состояние такого атома должно быть немагнитным, 
следует, вероятно, считать неокончательным. Специальное предположение о том, 

как учитывать аномальный эффект Зеемана, недавно бьmо высказано Гоудсмитом 

и Уленбеком 11>. Согласно этому предположению, электрон уже не следует рассма
тривать как точечный заряд, а надо наделить его выделенной осью, вращательным 

моментом и (аномально удвоенным) магнетизмом. Вопрос о том, достаточно ли это 
предположение для того, чтобы в сочетании с новой квантовой механикой объяс

нить все результаты опыта, может быть решен только в том случае, если на основе 
новой механики будут выполнены также и расчеты релятивистской тонкой структу

ры. Однако это пока остается за пределами нашего рассмотрения, так как нам еще 

не удалось вычислить необходимое для этого среднее по времени :начение fr. 
Однако независимо от специальных модельных представлении напрашивается 

вопрос, нельзя ли понимать спектр водорода (включая тонкую структуру и вли
яние внешних полей) как предельный случай спектров щелочных металлов или 

17> Goudsmit S., Uhlenbeck G. Е. Natшwiss., 1925, 13, 953. 
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рентгеновских спектров при исчезающей силе воздействия атомного остатка на ва

лентный электрон, либо при исчезающих числах экранирования (так что уровни, 

образующие экранированный дублет, совпадают) 18
). В этом случае тонкая структура 

линий Бальмера отличалась бы от структуры, соответствующей прежней теории, 
если не положением уровня энергии и компонент линии, то их интенсивностями, 

причем тогда вместо правила отбора Лk = ± 1 следовало бы применять правило 
отбора Лj =О, ±1, разрешающее появление линий, которые исключались прежней 
теорией. Гоудсмит и Уленбек 19

) сумели показать, что наблюдаемые результаты 
говорят о вероятности такого изменения правил отбора. Но вместе с тем они 

указали на то, что попытка провести аналогию между спектром водорода и спек

трами щелочных металлов встречается с тем затруднением, что эффект Зеемана 

в слабых (по отношению к тонкой структуре) магнитных полях для спектров атомов 
с одним единственным электроном по данным опыта, по-видимому, не имеет 

никакого сходства с аналогичным эффектом в спектрах щелочных металлов. 
Хотя вопрос о том, насколько далеко можно провести рассматриваемую ана

логию между спектрами водорода и щелочных металлов, остается тем самым еще 

невыясненным, аналогия эта представляется все же оправданной, по крайней мере, 

во всех случаях, когда можно отвлечься от релятивистской (или дублетной) тонкой 
структуры. Это приводит к предположению, что в магнитных полях, в которых 

зеемановское расщепление велико по сравнению с промежутками между компо

нентами тонкой структуры, магнитные уровни энергии в спектрах атомов с одним 

единственным электроном по их числу и положению должны совпадать с термами 

Пашена-Бака в спектрах щелочных металлов. Тогда атом водорода во внешнем 
силовом поле должен иметь вдвое больше состояний, чем бьmо получено в предше
ствующих параграфах из сегодняшних основ новой квантовой механики (т. е. 2п2 со
стояний вместо п2 ). Во внешнем магнитном поле каждому значению квантового 
числа т (которое изменяется от -п* до +п*) тогда должны соответствовать два 
значения магнитной энергии ((m± I)oнh (он - ларморова частота), в скрещенных 
полях каждое из характеризуемых числами п*, п 1 , п2 состояние также должно 
расщепляться на два состояния, значения энергии которых отличаются от значений 

по формуле (84) на ±онh. По принципу соответствия тогда будут происходить 
только такие переходы, которые не изменяют знак добавочного члена ±онh. 

Сделать выбор между полученным в предшествующих параграфах множеством 

термов, в котором нормальное состояние атома Н немагнитное, и рассмотренным 
здесь по аналогии с термами Пашена-Бака для щелочных металлов множеством 
термов, в котором нормальному состоянию атома Н в магнитном поле отвечают 
значения добавочной энергии ±онh, можно бьmо бы в опытах по отклонению 
атомных пучков Н неоднородным магнитным полем по Штерну и Герлаху. 

(Поступила 17 января 1926 г.) 

18) Goudsmit S., Uh/enbeck G. Е. Physica, 1925, 5, 266. Сходные соображения уже давно бьmи сообщены 
письменно А. Ланде. 
19) Goudsmit S., Uhlenbeck G. Е. Physica, 1925, 5, 266. 



ФЛУКТУАЦИОННЫЕ ЯВЛЕНИЯ 

И КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА* 

В настоящей заметке делается попытка показать, что квантовая механика 
с требуемыми теорией дисконтинуума флуктуационными формулами всегда непро
тиворечива. 

Большое физическое значение флуктуационных явлений связано с тем, что они 
принадлежат к наиболее наглядным и непосредственным проявлениям разрывно

сти (Diskontinuitiiten) на малых расстояниях и временах. Например, по Энштейну 
броуновское движение можно рассматривать как прямое следствие атомистической 

структуры вещества; флуктуации энергии и импульса в полости с излучением 

непосредственно приводят к энштейновским представлениям о квантах света; 

флуктуации энергии, например в кристаллической решетке, тесно связаны с суще

ствованием дискретных стационарных состояний механической системы. Так как 
теория механических систем стала доступна количественному рассмотрению с по

мощью квантовой механики, между квантовой механикой и последней из названных 

выше разновидностей флуктуационных явлений должна существовать какая-то весь

ма тесная взаимосвязь. Именно эта связь и будет выяснена ниже. Таким образом, 
настоящая заметка представляет собой расширение и уточнение соображений, из

ложенных Борном, Иорданом и автором 1> ранее в связи с общей схемой квантовой 
механики 2>. Я считаю необходимым более глубокое исследование обнаруженных 
в указанной работе зависимостей, так как в последнее время с различных сторон 

возникли сомнения в существовании проявлений дискретности. 

§1 

Математическая часть приводимых ниже соображений примыкает к работе 

автора о квантовомеханическом резонансе з) Начнем со следующей задачи. Два 
одинаковых атома а и Ь находятся (всеми силами излучения мы пренебрегаем) 

первоначально в состояниях n и m, т. е. wa = Еп, wь = Ет, и связаны между 
собой очень слабым взаимодействием. Между двумя атомами возникает резонанс. 

Наглядно этот резонанс может быть описан двумя различными способами. 

• Schwankungserscheinungen und Quantenmechanik. - Zs. Phys., 1926, 40, 501-506. Перевод Ю.А.Данилова. 
1> Вот М., Heisenberg W., Jordan Р. Quantenmechanik 11. Zs. Phys., 1926, 35, 557-615, Кар.4, § 3. -
Русский перевод: с.127-175. 
2> Критика А. Смекаля (Smeka/ А. Zs. Phys., 1926, 37, 319) не относится к рассматриваемому здесь случаю 
механических систем; может ли эта критика привести к плодотворным результатам в случае полости 

с излучением, в настоящее время неизвестно; я склонен полагать, что случай полости с излучением 
аналогичен кристаллической решетке. 

З) Heisenberg W. MehrkбrperproЬlem und Resonanz inder Quantenmechanik. Zs. Phys., 1926, 38, 411-426 (далее 
цитируется как 1. с.). - Русский перевод: с. 176-186. 
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1. Со временем происходят с определенной частотой скачки энергии, при 

этом wa одновременно дискретно изменяется из Еп в Ет, а Wь - из Ет в Еп или 
наоборот. Иначе говоря, со временем «квант света» 4) (En - Ет) переходит от одного 
атома к другому и через некоторое время возвращается. В среднем из-за симметрии 

квант света половину времени проводит в атоме а, а другую половину - в атоме Ь. 

2. Резонанс следует рассматривать как соответствующий аналог классического 
взаимодействия между двумя осцилляторами, поэтому энергия будет с низкой часто
той пульсировать между атомами а и Ь. Энергия одного атома будет гармонически 

периодической функцией времешt. 

В такой форме описание 1 полностью противоречит описанию 2. Но кван
товая механика существенно модифицирует такое корреспонденц-описание и де

лает возможным математический анализ происходящего: бессмысленно говорить 

об определенном состоянии всей системы, об энергии одного атома как функции 
времени. Только среднее значение любой зависящей от времени величины име
ет физический смысл в определенном состоянии всей системы. Энергия атома 
в рассматриваемом нами случае формально может быть представлена матрицей, 

соответствующей гармонической функции времени. Но гармонические члены этой 

матрицы соответствуют двум состояниям всей системы. До тех пор, пока переходы 
всей системы не принимаются во внимание, принципиально наблюдаемы только 

средние по времени, о которых упоминалось выше. 

Покажем, что для всех принципиально наблюдаемых эффектов описание 2 экви
валентно описанию 1. Первый вопрос, который возникает: можно ли, например, 
с помощью столкновения с одним из двух атомов, экспериментально установить 

значения энергии, лежащие где-то между Еп и Ет. Ответ, относящийся к опи
санию 1, и к описанию 2, гласит: нет. В случае 2 необходимо только применить 
основные определения квантовой механики ко всей системе (включающей в себя 
оба атома а и Ь), чтобы убедиться в том, что (с точностью до величин порядка 
взаимодействия) переноситься могут только такие же разности энергии (En - Ет), 
какие переносились без взаимодействия при процессах столкновения. Чтобы про
двинуться дальше, предположим, что вычислена квантовомеханическая матрица для 

энергии отдельного атома (например для а). Все матрицы системы с взаимодей
ствием получаются из матриц невозмущенной системы с помощью канонического 

преобразования с матрицей S (см. соотношения (8) и (7) в 1. с.): 

W'=S- 1WS, 

q' = s-'qs. 
Здесь S (см. соотношение (12) в 1. с.) - матрица с элементами 

1 s --
пт,пт - ../2' 

1 s --
тп,пт - ../2' 

1 s --
пт,тп - ../2' 

1 
Smn,mn = - ../2 · 

(1) 

(2) 

Таким образом, если обозначить через wa энергию атома а в невозмущенной 
системе, через w'a - энергию атома в возмущенной системе, то 

(3) 

4) Возможно, выражение •квант звука:о было бы точнее, так как речь цдет о механических колебательных 
состояниях. 
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Из соотношений (2) следует, что W'a - матрица с элементами 

ro 1 ) 
Wnm,nm = l(En + Ет ' 

ta 1 ( ) W mn,nm = 2 En - Ет , 

ro 1( ) Wnm,mn = 2 En - Ет , 

ta 1 ( 
Wmn,rnn = 2 En + Ет)· 

(4) 

Принципиально наблюдаемыми величинами в определенном состоянии, напри
мер в состоянии пт всей системы, следует считать: среднее по времени самой 

матрицы wa' ср~дний квадрат флуктуаций энергии, любые средние флуктуаций. 
Все эти флуктуации могут быть совершенно общим образом сведены к среднему 

значению любой функции от W: f (W) (например к среднему значению матриц W 2 , 

W4 и т.д.). Вычислим поэтому значение такой функции/: 

(5) 

следовательно, 

J~rn,nm = ~(J(Еп) + J(Ет)), 
а также 

1 1 ( ' ) f mn,mn = 2 /(En) + /(Em) . 

Нетрудно увидеть, что эти значения полностью эквивалентны значениям, получен

ным в рамках описания 1. Вопрос можно поставить и наоборот: существует ли 
такая функция E(t), что среднее значение любой произвольной функции /(Е) 
удовлетворяет соотношению 

1 
/(E(t)) = 2(/(En) + /(Em)) 

(соотношению (12) работы 1. с.). 
Нетрудно видеть, что этим свойством обладают только функции того типа, 

который представлен на рис.1, причем суммарная длина верхних отрезков кри

вой в среднем равна суммарной длине 

Е 

t-
Рис. 1 

нижних отрезков, что в точности соот

ветствует предположениям, положенным 

в основу описания 1. 
Итак, подведем итог: в рассмотрен

ном нами случае квантовая механика 

в том, что касается всех флуктуацион

ных величин, приводит к тем же резуль

татам, что и представление о дискрет

ных скачках, иначе говоря, оказывается, 

что проявления дискретности органичес

ки присущи квантовой механике. Создается впечатление, будто квантовая механика 
позволяет утверждать о дискретных процессах не больше и не меньше, чем можно 
подтвердить экспериментально. Моменты времени, когда происходят дискретные 
процессы, и вообще сами процессы, в эту схему не вписываются. По нашему мне

нию, физический смысл рис. 1 имеют только суммарная длина верхних и суммарная 
длина нижних отрезков. 

К сказанному следует добавить, что все вычисления проведены нами в при

ближении, в котором оба атома считаются имеющими исчезающе малые размеры. 
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Но рассматриваемая задача вообще определена именно в этом приближении. По
нятие «энергия атома» имеет определенный смысл лишь до тех пор, пока энергию 

взаимодействия можно считать пренебрежимо малой. 

§2 

Математической основой совпадения квантовомеханических средних флуктуа
ций с теорией дисконтинуума служит форма канонического преобразования (1), (5). 
С другой стороны, эта форма столь широко распространена в квантовой механике, 

что приведенные выше соображения относительно флуктуаций могут быть перене
сены и на самый общий случай. Прежде всего, предположения из § l о том, что а 
и Ь - два атома, несущественно; в действительности речь может идти о любых оди
наковых механических системах. Кроме того, все приведенные выше соображения 
остаются в силе, если включить взаимодействие нескольких одинаковых механичес

ких систем. Невозмущенная система обладает сильным вырождением. Форма (1), (5) 
канонического преобразования всегда сохраняется, но сама матрица S изменяется. 
Совпадение флуктуаций дисконтинуума с квантовомеханическими флуктуациями 
не зависит от элементов матрицы S, существенна лишь форма канонического 
преобразования. 

Обозначим состояния какой-нибудь возмущенной механической системы ин

дексом а, а состояния невозмущенной механической системы индексом /З. Тогда 
каноническое преобразование (I), (5) означает в смысле представления о дисконти
нууме следующее: если возмущенная система находится в состоянии а, то /Sа,в/2 -

вероятность того, что (в результате процессов столкновения, внезапного выключения 
возмущения и т. д.) система переходит в состояние fЗ. Из (5) следует, что для любой 
функции, например для Wa. выполняется соотношение 

fa(Wa) = 2: ISa,вl2 /(W$), 
.в 

(6) 

где w; - то значение wa, которое система а принимает в состоянии Ь. Разумеется, 
согласно общим принципам, 

2: ISa,вl 2 == I. (7) 
.в 

В качестве второго обобщения можно отбросить предположения о том, что 

речь идет об одинаковых механических системах. В действительности необходима 
лишь гипотеза о том, что во всех системах встречается одна и та же разность 

энергий En - Ет, так как в противном случае (в том числе и для систем, 
в которых эта разность не фигурирует) нельзя бьmо бы говорить о резонансе. Если 
воспользоваться терминологией теории дисконтинуума, то можно бьmо бы сказать: 
квант света En - Ет обнаруживается во всех системах. Вычисления из § 1 могут 
быть перенесены на этот случай без изменения. 

Третье обобщение, которое следует предполагать, связано с характером величин, 

флуктуации которых подлежат изучению. Приведенные выше соображения остаются 
без изменений, если вместо энергии подсистемы рассматривать любую другую 

величину, которая в невозмущенном случае может быть представлена диагональной 

матрицей. К такого рода величинам относятся, например, полный угловой момент, 

угловой момент относительно неподвижной оси и т. д. Средние значения флуктуаций 
всех этих величин, вычисленные в § l на основе квантовой механики, совпадают 
со средними значениями флуктуаций, вычисленными в рамках представления 

о дисконтинууме. Если мы вообще хотим говорить об энергии, угловом моменте и т. д. 
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механической системы как функции времени, то, как показывает квантовая механика, 
рассматривать следует только функции того типа, который представлен на рис. 1. 
В качестве коэффициентов вероятности всегда входят одни и те же величины ISa,вl 2 • 

Наконец, соображения, изложенные в § 1, остаются в силе и в случае апериоди
ческих движений, так как сохраняется форма канонического преобразования (1), (5). 
В заключение следует упомянуть в качестве примера, в какой мере в приведенных 

выше соображениях сохраняются проведенные Борном, Иорданом и автором 5> вы
числения флуктуаций в кристаллической решетке. Речь идет о флуктуациях энергии 
в малых парциальных объемах кристалла. В невозмуmенной системе парциальные 

объемы следует вырезать из кристаллов. В возмущенной системе резонанс возникает 
относительно всех собственных колебаний, частоты которых равны частоте кристал
ла и парциональных объемов в невозмуmенной системе. Приближенно этот случай 

реализуется для всех собственных колебаний, для которых длины волн малы по срав
нению с линейными размерами малых парциальных объемов. Только для таких 
собственных колебаний имеет смысл проблема флуктуаций. Из соображений, изло
женных в§ 1, можно без вычислений предсказать, что вычисление средних квадратов 
флуктуаций и средних значений всех более высоких степеней флуктуаций в рамках 
квантовой механики даст те же результаты, что и статистика квантов света Бозе
Энштейна. (Именно эта статистика возникает потому, что и в квантовой механике 

речь всегда идет только о значениях энергии стационарных состояний б).) Для случая 
среднего квадрата флуктуаций вычисления в явном виде приведены в упомянутой 

выше работе М. Борна, В. Гейзенберга, П. Иордана «К квантовой механике. 11». 
Приведенные в этой заметке вычисления представляются мне аргументом 

в пользу того, что континуальная интерпретация квантовомеханического форма
лизма, как и волны де Бройля-Шредингера, не соответствовала бы суmности 
известных формальных соотношений. Более того, приведенные выше вычисления 

показьшают, что дискретные скачки гармонически вписываются в математическую 

схему квантовой механики. 

S) Вот М., Нeisenberg W., Jordan Р. Ор. cit. 
6) См. IЬid. 
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~НАБЛЮДАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ~ 

В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ* 

Посвящается проф. Гейгеру 
по случаю его 60-летия 

ЗО сентября 1942 г. 

Известные трудности с возникновением расходимостей в теории элементарных 

частиц указывают на то, что в основы будущей теории будет входить некая постоян

ная, имеющая размерность длины. Включить такую постоянную непротиворечивым 

образом в теорию в том виде, как та существует ныне, не представляется воз
можным. С расчетом на последующие модификации теории в настоящей работе 
предпринята попытка выделить из системы понятий квантовой теории волновых 

полей такие понятия, которые, по-видимому, не будут затронуты при перестройке 

и поэтому войдут в будущую теорию как одна из ее составных частей. Работа 

подразделяется на следующие части. 

1. Наблюдаемые величины и их математическое представление. 
а) Формулировка основных предположений. 
б) Математическое представление наблюдаемых величин. 
в) Сингулярности в импульсном пространстве. 
r) Характеристическая матрица. 
д) Испускание нескольких частиц. 

11. Свойства матрицы S. 
а) Общие квантовомеханические свойства матрицы S. 
б) Сингулярная часть матрицы S. 
в) Учет спина и статистики различных элементарных частиц. 
г) Релятивистские свойства матрицы S. 

111. Соотношения между наблюдаемыми величинами. 
а) Задача на собственные значения, возникающая в связи с матрицей S. 
б) Соотношения между коэффициентами рассеяния и испускания. 
в) Соотношения между наблюдаемыми величинами, не следующие из общих 

свойств матрицы S. 

В последние годы неоднократно t) отмечались трудности, стоящие на пути 
теории элементарных частиц. Наиболее отчетливо эти трудности проявляются 
в возникновении расходимостей (бесконечной собственной энергии электрона, бес
конечной поляризации вакуума и т. п.), препятствующих созданию математически 

• Die •Ьeobachtbaren• Grбssen in der Theorie der Elementarteilchen. - Zs. Phys., 1943, 120, 513-538. Перевод 
Ю.А.Данилова. 

•)См" например, Вohr N. Kongress iiЬer Kemphysik in Rom 1931. S.119; Weisskopf V. Zs. Phys., 1934, 89, 
27; March А. Zs" Phys" 1936, 104, 93, 161; 1937, 105, 620; Wataghin G. Zs. Phys" 1934, 88, 92; 1934, 92, 547; 
Heisenberg W. Ann. Phys., 1938, 32, 20. 



«НАБЛЮДАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ» В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 313 

замкнутой теории и означает, что при описании соответствующего круга явлений 

решающее значение имеет новая универсальная постоянная с размерностью длины. 

Пока не известно, какие физические понятия следовало бы развить, чтобы эту 
постоянную можно бьmо непротиворечивым образом включить в математическую 
формулировку законов природы и как связаны с новой постоянной, например, 

массы элементарных частиц. 

При таком положении вещей представляется разумным выяснить, какие понятия 

современной теории могли бы сохраниться и в будущем. Этот вопрос по существу 
эквивалентен вопросу о том, какие величины «наблюдаемы» в современной теории, 

так как в будущую теорию прежде всего войдут соотношения между «Наблюдае
мыми величинами». К сожалению, решить, какие величины «наблюдаемы», может 
лишь законченная теория. Но и до окончательного завершения теории анализ тех 
трудностей, с которыми сталкивается ее более ранний вариант, позволяет одни 

понятия считать непригодными для использования в будущей теории, а другие -
никак не связанными с возникающими трудностями. Подобный подход приводит 
к соотношениям между наблюдаемыми величинами. Эти соотношения не только 
входят как составная часть в старую теорию, но и, насколько можно судить, войдут 

в будущую теорию. В настоящей работе предпринята попытка выделить из системы 

понятий квантовой теории волновых полей такие, которые, несмотря на известные 

трудности, можно считать принадлежащими будущей теории, как «наблюдаемые 

физические величины», и вывести соотношения между такими величинами, допус
кающие, по крайней мере в принципе, экспериментальную проверку. 

1 

НАБЛЮДАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

И ИХ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

а) Формулировка ос1швньtх предположе11ий 

Существование «элементарной длины», то есть универсальной постоянной 
с размерностью длины порядка 10-13 см делает проблематичными все утверждения 
квантовой теории, в которых идет речь о точном установлении места или времени, 

или, в более общем плане, протекании процесса в пространстве-времени. Хотя 

за развитием явлений в пространстве-времени заведомо можно наблюдать с высокой 

степенью точности, все же сомнительно, чтобы положение частицы удалось 

установить с неопределенностью меньше io- 13 см, а время - с неопределенностью 
меньше 10-13 /с rv 3. 10-24 с. в действительности за развитием процессов во времени 
и в пространстве удается наблюдать лишь с довольно ограниченной точностью. 

Кроме того, экспериментальные результаты принято интерпретировать как 
утверждения об энергиях стационарных состояний или о сечениях взаимодействия 

при тех или иных процессах столкновений. Уже отсюда следует, что имеется другая 

категория величин, измерение которых не связано с существованием «наименьшей 

длины», а именно энергии и импульсы свободных частиц и сечения как меры 

вероятностей изменения энергии и импульса частицы. Именно такие величины 
естественно принять за «наблюдаемые» в будущей теории. 

Мы подробно рассмотрим следствия из двух предположений о «Наблюдаемых 

величинах»: 

1) дискретные значения энергии стационарных состояний замкнутой системы 
наблюдаемы; 

2) в стационарных процессах столкновения, исгiускания, поглощения и т.д. (на
пример, падающая плоская волна и рассеянная сферическая волна) асимптотическое 
поведение волновой функции на бесконечности принципиально наблюдаемо. 
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На первый взгляд кажется, что между двумя разновидностями наблюдаемых 

величин, задаваемых предположениями 1 и 2, нет внутренней связи, и что 

для пространственно замкнутой системы с дискретными значениями энергии 

и незамкнутых процессов столкновения и рассеяния с непрерывным спектром 

энергии «Наблюдаемыми» следует считать совершенно различные величины. 

Однако в действительности между обеими разновидностями величин существует 

весьма тесная взаимосвязь. В качестве примера рассмотрим рассеяния частицы 

на центральном короткодействующем поле. По предположению 2, наблюдаемыми 
в этом случае надлежит считать падающую и уходящую волну на бесконечности, то 

есть, в частности, наблюдаема разность фаз между падающей и уходящей сфериче
ской волной с определенной угловой зависимостью (например, при определенном 
угловом моменте системы). Если рассматриваемую систему на большом расстоянии 
от центра заключить в сферическую оболочку, то значения энергии системы станут 
дискретными, но положение уровней энергии будет зависеть только от разности 
фаз между падающей и уходящей волной. Если значения энергии, измененной 

введением оболочки системы, считать наблюдаемыми, то разности фаз также необ

ходимо признать наблюдаемыми. Следовательно, в данном случае предположения 1 
и 2 утверждают одно и то же. 

Предположения 1 и 2 оставляют нерешенным вопрос о том, в какой мере 
можно считать наблюдаемым пространственное распределение значений собствен

ной функции при малых расстояниях между частицами, образующими систему. 

Квантовая механика утверждает, что пространственный ход кривой в принципе 

всегда наблюдаем (с точностью до неопределенной фазовой постоянной волновой 
функции). Физическое содержание, описываемое пространственным распределени
ем значений волновой функции, будет каким-то образом представлено и в будущей 
теории. Необходимо лишь учесть, что в будущей теории из принципиальных со
ображений будет невозможно пренебрегать существованием универсальной длины 

порядка 10- 13 см. В этой связи необходимо иметь в виду, что, например, про
странственное распределение плотности электронов в атоме можно получить лишь 

в экспериментах по столкновениям с частицами (электронами или протонами) 
высокой энергии. Возникающие при этом рассеянные волны заведомо принадлежат 

к наблюдаемым величинам, однако сомнительно, чтобы по рассеянным волнам 

можно бъшо бы прийти к какому-нибудь заключению относительно определенного 
«распределения плотности». 

б) Математическое прсдставле11ие 11аблюдаемых величи11 

После сделанных нами предварительных замечаний попытаемся теперь вы

яснить, какое математическое представление допускают величины, оп1есенные 

к числу наблюдаемых, и заодно установить релятивистские свойства соответствую

щих величин. 

Никакой проблемы не возникает в случае дискретных значений энергии замкну

той системы. Эти значения энергии релятивистски инвариантны как массы покоя 
частиц. Если замкнутая система движется, то ее энергию и импульс можно найти 

по этим инвариантам и скорости, как обычно, с помощью преобразования Лоренца. 
Гораздо более сложные отношения связывают между собой величины, опреде

ляющие конечный результат процессов рассеяния или поглощения. 

Для простоты рассмотрим сначала столкновение двух элементарных частиц, 

приводящее к рассеянию или к испусканию новой частицы. Исходное состояние 

в этом случае описывается, например, плоской волной в координатном пространстве 

с двумя координатами k1, k2. Эта «Первичная волна» в стационарном состоянии 
связана с рассеянной волной, которую можно считать произведением плоской волны 
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в пространстве координат центра масс (r1 +r2)/2 и уходящей волны в пространстве 
относительных координат r1 - r2 • Если при столкновении рождается новая, третья 
частица (например, фотон), то с первичной волной оказывается связанной еще одна 
уходящая волна в пространстве трех координат r1, r2 и rз. Эту волну также можно 
представить в виде произведения плоской волны в пространстве координат центра 

масс и исходящих сферических волн в пространстве координат r1 - r2 и r1 - r3. При 
этом уходящие волны в пространстве координат r1 -r2 и r1 -r3 связаны между собой 
так, что в области, где относительная координата r1 - r2 мала, волновая функция 
лишь там существенно отлична от нуля, где относительная координата r 1 - r3 
также мала. Следовательно, рассеянная волна заполняет только часть пространства 
координат r1, r2, r3. Физически это подпространство выделено тем условием, что 
всякий раз, когда какая-то частица оказывается на определенном расстоянии 

от центра рассеяния, другая частица также оказывается в его окрестности, причем 

на расстоянии, определяемом отношением скоростей. 
Еще одна зависимость между первичными и уходящими волнами следует 

из законов сохранения энергии и импульса. Если k~, k~ - импульсы, k?', k~1 

-

11 11 011 011 
энергии частиц перед столкновением, а k1, k2 - импульсы, k 1 , k2 - энергии 
частиц после столкновения, то 

(1) 

В дальнейшем мы будем полагать h = с = 1, поэтому размерность любой физической 
величины можно будет представить в виде соответствующей степени длины 2>. 
Импульс k и энергия k0 имеют в этих единицах размерность см- 1 • При обычном 
квантовомеханическом расчете по теории возмущений первое из условий ( l) всегда 
выполняется автоматически, так как энергия возмущения приводит лишь к таким 

переходам, при которых выполняется закон сохранения импульса. Наоборот, второе 
условие выполняется лишь при усреднении по достаточно большим интервалам 
времени, то есть при соблюдении требований стационарности. 

Если падающие и уходящие волны заданы на большом расстоянии от цен
тра рассеяния, то из их асимптотического поведения в пространстве г-координат 

можно вывести асимптотическое поведение в импульсном пространстве, то есть 

в пространстве k1, k2, kз. При этом областям г-пространства, лежащим на боль
ших расстояниях от центра рассеяния, в k-пространстве соответствуют области, 
в которых выполняются условия (1). Таким образом, асимптотическое поведение 
волновых функций в г-пространстве однозначно связано с поведением волновой 

функции в k-пространстве именно там, rде выполняются соотношения (1). 

в) Сингулярности в импульсном пространстве 

Зависимость между асимптотиками волновой функции в координатном и им

пульсном пространстве заслуживает более подробного математического рассмотре
ния. В окрестности точек, определяемых условиями (1), собственная функция 
в импульсном пространстве, соответствующая процессу рассеяния, в определенном 

смысле синrулярна. Прежде всего, первичную волну можно представить в виде 

произведения б-функций Дирака 

где ~1 
- переменные импульсного пространства, а ~ - импульсы, характери

зующие соответствующее состояние как константы. С первичной волной связана 

2) Heisenberg W. Zs. Phys" 1936, 101, 533. 
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рассеянная волна. Как следует из условий ( 1), рассеянная волна содержит множи
тель б('Е k~ - 'Е kn. Зависимость от энергий kf, задаваемая соотношениями (1), 

не исчерпывается множителем б ( k?' - L k?") . Как показал Дирак З), рассеянная 
волна в импульсном пространстве содержит множитель 

Вид этого множителя определяется условием, согласно которому рассеянная волна 
должна быть уходящей, а не падающей волной. 

Итак, характер особенности собственной функции в тех точках импульсного 
пространства, где энергия рассеянной частицы равна падающей энергии, требует 
дополнительного рассмотрения. Прежде всего, ясно, что для асимптотического 

поведения волн в r-пространстве существенен лишь характер сингулярности, 

01 011 
а не ее поведение при конечных значениях L ki - L k; , так как для асимптотики 
соотношения (1) выполняются строго. Кроме того, как бьmо показано ранее, 
множитель Дирака допускает замену множителем 

если дополнительно потребовать, чтобы при интегрировании в k-пространстве при 

переходе от импульсного пространства к координатному обход особой точки 'Е k?' -
о" L k; = О совершался с определенной стороны вещественной оси (например, 

по отрицательной мнимой полуплоскости). 
Все сказанное можно выразить просто, разложив б-функцию Дирака на две 

части следующим образом. Начнем с известного разложения Фурье б-функции 

Пусть 

+оо 

б(k) = _!__ j eikt dt. 
271' 

00 

б+(k) = _!__ j eikt dt, 
27Г 

о 

о= О++ б_, 

-оо 

о 

б_(k) = _!__ j eikt dt, 
27Г 

-оо 

Функции б+ и б- можно представить в виде 

1 
б+(k) = - 21Гik при Im (k) > О, 

б_(k) = 2:ik при Im (k) <О. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Мы утверждаем, что функция б+ ('Е k?' - L k?11
) соответствует множителю Дирака 

и описывает только уходящие волны, в то время как функция б_ описывает только 

з) Dirac Р. А. М. Quantum mechanics. 2nd ed. Oxford, 1935. Р.197. 
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падающие волны. Убедиться в этом можно непосредственно из интеграла Фурье 

J+ = f dk.11 eik"r б+(k' - k") (6) 

(массой покоя частиц мы для простоты пренебрегаем и поэтому вместо k подста
вляем k0 ). Производя несложные вычисления, получаем 

О() +1 00 

J+ = 211' f dk11 kJJ
2 J d(eik"rCб+(k' - k11

) = ~; / dk11 k 11 
( eik"r - e-ik"r)б+(k' - k"). (7) 

о -1 о 

Соотношение (5) позволяет подставить вместо функции б+(k1 
- kJJ) величину 

-1/(211'i)(k' -k"), если контур интегрирования в комплексной k" -плоскости выбран 
так, что особая точка k" = k' обходится со стороны отрицательной мнимой части. 
Интервал удобно брать по контуру, отстоящему на некотором конечном расстоянии 

под вещественной осью. Тогда при достаточно больших r член e-ik"r, как нетрудно 
видеть, исчезает, и остается только член e+ik"r. Для вычисления этой части 
интеграла контур интегрирования следует деформировать так, чтобы он распался 
на окружность, содержащую внутри себя особую точку k" = k', и некоторый путь 
над вещественной осью. При больших r последнее слагаемое не дает вклада в J +, 

так как величина eik"r может быть всюду сколь угодно малой, поэтому весь интеграл 
сводится к интегралу по окружности, охватывающей особую точку, и мы получаем 

т. е. только уходящую волну. 

211'i 1 ik'r 
J+ =--ke , 

r 

Аналогичным образом можно получить, что 

J_ = ! dk."ei~'rб_(k' -k") = 2;ik'e-ik'r, 

(8) 

(9) 

т. е. падающая волна. (Выбранные нами представления e-ik'r и e+ik'r, соответ
ственно, для падающей и уходящей волн предполагают, что временная зависимость 

волновой функции имеет, как обычно, вид e-ik
0
t .) 

Функции (3) позволяют сравнительно просто описать поведение рассеянных 
волн в импульсном пространстве. Волновая функция содержит для рассеянной 
волны множитель 

Эrот множитель, как следует непосредственно из соотношений (2) и (3), реляти
вистски инвариантен так же, как и произведения 

и 

ь(L: ~ - I: kf)ь-(L: k71 

- I: k7") 

б(L: ~ - L: ~')б(L: k?' - I: k?"). 
Разложение (4) позволяет также выделить в первичной волне 

п 6(~ -~'), 
i 
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представимой в виде 

По(~ -14) = o(L: ~ - L: 14)o(k?' - k?")л(~, ~'), (10) 
i 

падающую и уходящую компоненты. Множитель Л по существу является о-функ
цией, т. е. единичной матрицей по переменным, которые остаются, если четыре 

из переменных ki' исключить с помощью полной энергии и полного импульса. Для 
этого разложения необходимо лишь разложить о(Е k?' - Е k?") в (10) на О++ о_. 

г) Характеристическая матрица 

После сделанных нами предварительных замечаний можно высказать следую

щее утверждение: первичной волне пi o(ki - ki') соответствует асимптотическое 
выражение волновой функции в k" -пространстве, распадающееся на 

падающую волну 

и уходящую волну 
(11) 

o(L: ~ - L: k~')o+ (L: k?' - L: k?") [л(~, 14) + н(~, ~')]. 

Ясно, что функция R(ki, ki') описывает собственно рассеянную волну. Если 
рассеяние сопровождается испусканием новых частиц, то функция R распадается 
на несколько функций, из которых первая зависит только от k~ и k~, вторая - от k'{, 
k~ и k~, третья - от k'{, k~, k~ и ~ и т. д. Составим из матриц Л и R новую матрицу 

S(~, ~') = Л(~, ~') + R(~, 14) (12) 

и назовем S(ki, 14) характеристической матрицей задачи рассеяния. До сих пор мы 
рассматривали лишь первую часть этой матрицы, зависящую лишь от двух пере

менных ki, ki'. Общий вид матрицы S схематически можно представить следующим 
образом: 

k'{k~ 

(12а) 

Из асимптотического разложения ( 11) следует, что матричные элементы опре
делены лишь для переходов, удовлетворяющих условиям (1), т.е. для переходов, 
при которых сохраняются энергия и импульс. 

Матрица S(ki, ki') содержит математическое описание величин, которые в пред
положении (2) можно назвать наблюдаемыми. 

д) Испускание нескольких частиц 

Прежде чем мы перейдем к подробному обсуждению свойств матрицы S, 
необходимо еще показать, что та часть матрицы, которая зависит более чем от двух 

переменных ki', может правильно представлять уходящие волны. Соображения 
Дирака и соотношения (2)-(9}_ относятся главным образом к простому процессу 
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рассеяния, а не к испусканию новых частиц. Чтобы учесть испускание новых частиц, 
мы рассмотрим интеrрал Фурье вида (К - полный импульс, к0 

- полная энергия) 

J+ = J dk1 ... dk1 exv{i2::kzr1}o(к-I::k1)o+(к0 - Lk~)g(kz). (13) 
1 

От первой о-функции мы можем избавиться, интеrрируя по k1 (х - масса покоя 

частицы в см- 1 ): 

J+ = J dk1 ... dk1 ехр { i t kz(r1 - r1) + iКr1} х 
1=2 

Если в пространстве k2 ввести, как в (7), полярные координаты, выбрав за поляр
ную ось направление r1 - r1, и обозначить (r2 - r1)/lr2 - r1I через е, то, с учетом 
соотношения (17), соответствующего принятым нами соглашениям, мы получим 
при интеrрировании по k1 

·/ k2 J+ = 21ГZ dk3 ... dkf ( )I 
1 
Х 

е v2 - v1 r2 - r1 

х ехр {ik2lr2 - r1I + i t kz(r1 - r1) + iКr1 }g( K- k2e- t k1, ... ), (15) 
1=3 1=3 

где k2 - значение k2 , удовлетворяющее при заданных значениях k3, ... , k1 закону 
сохранения энергии, т. е. обращающее в нуль аргумент о-функции; v1 и V2 -

скорости частиц 1 и 2 (в единицах скорости света), вытекающие из законов сохра-
нения. Эги величины зависят от k3, !ч, ... , k1 . Поскольку интеrрирование теперь 
должно производиться только по k3, ... , k1, то при больших lr1 - r11 значение 
интеrрала существенно отлично от нуля лишь там, где производные от экспоненты 

по k3, .•. , k1 обращаются в нуль. Но тогда функция g с увеличением ki быстро 
изменялась, что заранее исключено. 

Аргумент О+ -функции имеет вид 

А ~ к' - Г.2 + (к -k2e - I:i.) 2 

- F+ k?; - kj - .. 
~ х 1=3 

(16) 

поэтому (при постоянном направлении е) полный дифференциал dA можно 
представить в виде 

/ 
dA = dk2e(v1 - v2) + L dkr(v1 - v1), (17) 

1=3 

где v; = k;/k? - скорости частиц (в единицах скорости света). При дифференцирова
нии экспоненты в (15) мы получаем из (15) и (17), что •шеи, пропорциональный dkr, 
имеет вид 

(18) 
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Это означает, что волновая функция заметно отлична от нуля лишь там, где 
расстояния lr1 - r11 и lr2 - r11 ведут себя, как соответствующие им скорости lv1 - V11 
и lv2 -v1l-

Именно такого поведения следует ожидать из физических соображений, так как 
при рассеянии все частицы возникают одновременно, о чем уже говорилось ранее 

(раздел Iб). Отсюда следует, что те части матрицы S, которые соответствуют испус-

канию нескольких частиц, вместе с множителем 6 (Е ki - Е IG') 6+ (Е kP
1 

- Е kP") 
правильно передают асимптотическое поведение волновой функции в координатном 
пространстве. 

11 

СВОЙСТВА МАТРИЦЫ s(к~, к~) 

а) Общие квантовомеханические свойства матрицы S 

Матрица S описывает только переходы между состояниями с равной энергией 
и равными импульсами. Следовательно, она разлагается на бесконечно много 

подматриц, каждая из которых соответствует определенным значениям полной 
энергии и полного импульса. 

Матрица S унитарна, т. е. удовлетворяет матричному равенству 

s*s = 1 (19) 

(знак - означает перестановку столбцов и строк). 
Последнее утверждение можно обосновать следующим образом. Рассмотрим, 

например, собственную функцию в k" -пространстве, соответствующую заданной 
первичной волне: 

Фir. ... k', (k~, ... , k:n. (20) 

Эта функция удовлетворяет уравнению Шредингера 

J (k;'1н1~") dk'{' ... dk'f1Ф<~") = СЕ kr')Ф<k,"), 
1 

(21) 

а ее сингулярная часть представлена выражениями ( 11). 
Решение (20) волнового уравнения можно также вывести из первичной вол

ны (10) с помощью уравнения Шредингера, зависящего от времени, так как при 
включении взаимодействия между частицами, например, при t = О, первичная 

волна при t = оо переходит в решение (20): 

'Фk; ... k1 (k~, ... , k:f) = t~~ ехр { i ~ kr' t} j (k" 1 е -шt \k"') dkT' ... dk/' По(~ - ki'') = 

= lim ехр {i ~k~t} (k"\e-iHtjk'). (22) 
t-+oo 

Решение уравнения (21) (отличное от решения (20)) мы получим, изменив в (22) 
знак времени: 

( " ") 1· { . ""ko' } (k" 1 +iНtl k') <J7k', ... k', k1, ••• , kt = im ехр - i L..J 1 t е . 
t-->oo 

(23) 

В силу эрмитова характера гамильтониана Н второе решение (23) получается 
из первого решения (22), если над (22) произвести операцию комплексного 
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k1 k" ( 0
1 О сопряжения и перестановки переменных и не переставляя при этом k и k 

в сингулярных членах): 

1~~ ехр { - i L k?'t} (k'\eiН't\k") = t~~ ехр { - L k?
1t} ( k"\eiНt\k') = ip. (24) 

Наконец, из (4), (11) и (24) получаем для сингулярной части 

из ф: 

из ip: 

ь(L ~ - L ~')ь-(L k?' - L k?")л(k', k") + 

+ь(Lki- L~')ь++ (Lk?1 

- l:k?11 )s(k1,k11
); 

ь(L~ - Lkf)ь+(L k?' - L k?")л*(k'',k') + 

+ь(L~ - Lkf)ь-(Lk~1 

- I:k?")s*(k",k'). 

(25) 

Вместо импульсов отдельных частиц в качестве новых переменных удобно вве
сти полный импульс К, полную энергию к0 и 3/ - 4 остальных координат 
xs, ... , :r:з1. Матрица S при этом распадается на подматрицы, соответствующие 

лишь определенным значениям к0 и К: 

(к, ко' 1 ") S( , ") S=S , ;х,х = х,х . (26) 

То же справедливо и относительно матрицы д, которую надлежит рассматривать 
просто как единичную матрицу по переменным х: 

д(х', х") = (:t1/l/x11
). 

Подставив теперь во второй строке (25) вместо ki величины К, к0 , х', заменив 
х' на х'", умножив на S(x', х111) и проинтегрировав по всем х"', мы должны снова 
получить некое решение волнового уравнения (21), так как сумма его решений 
также есть решение. Для сингулярной части интегрирование дает: 

f IРк•,ко,z"' dx
111 S(x', х,,,): 

б(К01 -к0'')s(х', х") + б(К' - К")б_(к0' - К011 ) ! S*(x", х111) dx"'S(x', х"'). (27) 

Построенное таким образом решение порождает такую же уходящую волну, как 
и 'Ф. Следовательно, оно должно порождать и такую же падающую волну, какую 
порождает ф. Таким образом, мы получаем соотношение 

! d:c111 S* (х", x 111 )S(x
1

, хт) = Л(х1, х11 ), (28) 

или в матричном виде 

ss* = l = s*s. (29) 

Тем самым унитарность матрицы S доказана. Если функция Гамильтона Н как 
матрица не только эрмитова, но и вещественна, то не только Н, но и, как видно 
из (22), ф, а значит и S(k', k") - симметричная матрица. 
22 Зак. 6 
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Из Н = ii следует также, что 
S=S. 

При этих специальных предположениях выполняется матричное соотношение 

s*s = 1. 

б) Сингулярная часть матрицы S 

(30) 

(31) 

Матрица S не является регулярной функцией переменных k' и k": как следует 
из соотношения (12) 

S = l +R, 

матрица S обладает о-образной частью. Определением этой сингулярной части 
матрицы S мы сейчас и займемся. 

Хотя не существует простого способа, который бы позволил учесть, что 3 /-4 пе
ременных х симметрично зависят от импульсов различных частиц, это не приводит 

к каким-либо формальным затруднениям. Во-первых, можно отказаться от симме

трии и, например, исключить три координаты импульса k1 первой частицы и энер
гию k~ второй частицы, воспользовавшись для этого полной энергией и полным 
импульсом. В этом случае в качестве переменных х удобно выбрать единичный век
тор в направлении k2: е2 = k2/k2 и импульсы k3, ... , kt. Но можно поступить иначе: 

несколько обобщить матрицу S, умножив ее на б ('Е 1< - 2: 1<'} б ('Е k?
1 

- 2: k?
11

). 

Обобщенную таким образом матрицу S можно представить в виде, симметричном 
по всем переменным k1, ••• , kt (поскольку нарушает симметрию не физическое 

различие между частицами), для этого и приходится тащить за собой выписанный 
нами о-образный множитель. 

Примем сначала первую альтернативу и исследуем свойства отдельных подма
триц матрицы S, которым в представлении (12а) соответствуют клетки. Первая стро
ка матрицы (I2a) отвечает всем процессам рассеяния, в которых сталкиваются две 
частицы и происходит либо рассеяние, либо рассеяние и испускание новых частиц. 

Направление е2 можно задать двумя углами (} и <р, причем должны выполняться 
соотношения 

de2 = sin (} d(J d<p, dk2 = de k2k~ dk~. 
Кроме того, можно написать, что 

Л(е~, е~) = Л(е~ - е~). 

Для первой строки матрицы S в (I2a) получаем следующее представление: 

е" 2 

д(е' -е") +/(е' е"·К' к0') 2 2 2• 2' ' 

... 

... 

g(e' е" k''·к' к0') 2' 2' э' ' h{e' е" k" k''·к' к0') 2' 2' 3' 4' ' 

. .. ... 

... . .. 

(32) 

(33) 

Первая клетка в первой строке соответствует двум направлениям е~ и е~. 
Нерассеянная проходящая волна представлена слагаемым Л. Второе слагаемое опи
сывает рассеянную волну. Функция /(е~, е~; К', Кб) в общем случае не сингулярна. 
В специальной системе координат, в которой центр масс покоится, т. е. К' = О, 
функция f вследствие изотропии пространства зависит только от le~ - е~ 1. или, что 
то же, от скалярного произведения (е;еЛ. Если положить 

( 
1 ") ,.. / 11 • / • (}" ( / ") е2е2 = .,. = cos (} cos (} + sш (} sш cos <р - <р , (34) 
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то в системе центра масс можно поэтому записать 

О' 
/=/((,К ), (35) 

т. е. в системе центра масс амплитуда рассеянной волны зависит только от угла 

относительно первоначального на:1равления и энергии налетающих частиц. Столь же 

просто выглядят соотношения и в системе координат, в которых одна из первичных 

частиц покоится, например, k~ =О. В этом случае в качестве полярной оси удобно 
выбрать направление вектора К', тогда 81 = О и 

f = /(8
11

, К01). (36) 

Функции g, h и т. д. в общем случае также не сингулярны. В системе центра 
масс они зависят от относительного положения различных векторов е~, е~, k~, К{ 
и т. д., поэтому их невозможно выразить только через (, k~, К{. 

Функции f, g, h весьма просто связаны с сечениями процессов рассеяния 
и испускания. С точностью до нормировочных множителей, зависящих от фазовых 
обменов соответствующих областей в пространстве состояний эти нормировочные 
множители определяются абсолютными величинами квадратов функций /, g, h. 

Как показывает простой расчет, из (15) и (17) следует, что при k'1 = О 
сечение dQpacc рассеяния в интервале de~ по углу имеет величину 

ko'k"з 
dQ - (21t)2 2 3 1/21 de" 

расе - k' ko"li' -v'/\2 2> 
2 2 2 1 

(37а) 

а сечение dQрасс,исп для рассеяния в интервале de~ и испускания частиц в интерва
ле dk~ импульсного пространства - величину 

ko'k"з 
dQ - (21t)s 2 2 1 21 de" dk" расс,исп - / 011

1

_J/ __ J/
12 

9 2 3 
kzk2 "2 "1 

(37б) 

о" и т.д. Значения v'{, v'~, k~, k2 в этих формулах следует брать из законов сохранения 
энергии и импульса. (Как и в (17), скорости v измеряются в единицах скорости 
света.) 

Вторая строка матрицы S в представлении (12а) соответствует процессам, 
в которых первоначально в качестве плоских волн имеются три частицы. В этом 
случае с подавляющей частотой в процессе рассеяния участвуют лишь две из трех 
частиц, а третья пролетает, не испытывая возмущений, подобно тому, как в случае 
двух частиц с подавляющей частотой рассеяния рассеяния вообще не происходит. 
Вторая строка матрицы (12а) содержит поэтому сингулярную часть, имеющую 
вид произведения первой строки и некоторой о-функции относительно третьей 

частицы: б(k~ - k';). Поскольку ни одна из трех частиц не выделена по сравнению 
с остальными, во второй строке матрицы (12а) должны стоять три сингулярных члена 
такого типа, возникающих из первого члена при перестановке частиц. С формальной 
точки зрения эти члены были бы безразличны, поскольку в используемом нами 

представлении три частицы формально считаются различными. Эти члены мы будем 
обозначать так: « + перест.». Итак, мы приходим к следующему представлению 
22' 
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матрицы S: 

е" 2 

д( е~-е~) + f ( е~е~;К',к0') 

(' k' "к' ко') g е2, 3,е2; , 

... 

g(e' е" k 11
• к' к0') 2' 2' 3' ' 

л(е;-е~)ь(J4-k~) + 

+ь(k'3 -k~)/{е;.,е~;К',к0') + 

F(' k' /1 k"· к' к0') +перест.+ е2 , 3 ,е2 , 3, , 

. .. 

h( е' е" k" k11
• к' к0') 2' 2' 3' 4' ' 

ь(k' k11
) (' 

/1 k11 к' к0') з- з g е1,е2, 4; , + 
+перест.+ 

а(' k' /1 k11 k11 ·к' к') + е2, 3,е2, 3• 4• , о 

... 
(38) 

Функции F и G в общем случае не сингулярны. Абсолютные величины их 
квадратов (как и прежде, с точностью до фазовых множителей) определяют сечения 
процессов, в которых существенно участвуют три первичные частицы. 

Дальнейшее обобщение приведенных нами соображений на другие строки ма

трицы S очевидно: каждая строка содержит сингулярную часть, которая получается 
при умножении строк, соответствующих меньшему числу частиц, на 6-функции. 

в) Учет спина и статистики р83Лич11ых элементар11ых частиц 

В основе представления (12а) лежит простое предположение о том, что имеется 
всего лишь один сорт частиц и состояние каждой частицы полностью описывается 

импульсом k. Однако в общем случае приходится иметь дело с частицами различных 
сортов, состояние которых полностью описывается только заданием импульса 

и направления спина. Распространить представление (12а) на этот общий случай 
не составляет труда: необходимо учесть независимо от числа частиц и направления 

спина все состояния с заданным значением полной энергии и полного импульса. 

Каждому такому состоянию соответствует одна строка и один столбец матрицы S. 
В зависимости от того, какой статистике - Ферми или Бозе, подчиняются 

частицы отдельных сортов, матрица S должна быть либо антисимметричной, либо 
симметричной относительно перестановки координат частиц, причем это замечание 

остается в силе для перестановки переменных как с одним, так и с двумя штрихами. 

(Перестановка переменных с одним и двумя штрихами не принадлежит к числу 
операций, относительно которых следует ожидать свойств симметрии.) Это означает, 
что вместо 6-функций в представление, например, первичных волн или в матрице S 
должны входить симметризованные и антисимметризованные 6-функции. Эти 
соображения столь хорошо известны из обычной квантовой механики, что более 
подробное изложение их было бы излишним. 

г) Релятивистские свойства матрицы S 

Если обобщить матрицу S, включив в нее релятивистски инвариантный 

множитель 6(2: ki - 2: ki')6(2: k?' - 2: k?"), то получится матрица, содержащая 
в качестве наибольшего слагаемого единичную матрицу (k'/I/k") и переходящая 
в единичную матрицу, когда взаимодействие исчезает. Отсюда следует, что матрица S 
преобразуется релятивистски, как единичная матрица. Однако это не означает, что 

каждый матричный элемент (k'/S/k") ведет себя, как релятивистский инвариант, 
составленный из импульсов начального и конечного состояний, так как в случае 

единичной матрицы инвариантным должен быть не матричный элемент, а интеграл 

! (k'/ 1/k") dk': ... = 1. (39) 
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Дифференциал dk; релятивистски не инвариантен. Вопрос о ковариантных свой
ствах матричных элементов решается весьма просто, если учесть, что выражение 

dk; dkiz dk;y dk;z 
-о - о 
k; k; 

(40) 

инвариантно относительно преобразований Лоренца. Следовательно, релятивистски 

инвариантный интеграл мы получим, потребовав, чтобы каждый матричный элемент 
имел вид 

k, k" 
( 

1 'I I /1 11) инвариантное выражение из и 
k1 ••• k1 Sk1 ••• t;;. = ---г=======---

/kо' ko'ko" ko " 
у 1 ••• i 1 ••• т 

(41) 

Нормировочный множитель в знаменателе обеспечивает появление инвариантных 
величин П dk;/k?, например, при интегрировании по П dk;, которое производится 
при умножении двух таких матриц. 

Если матричный элемент зависит не только от импульсов, но и от направлений 
спинов частиц, то в числителе правой части в (41) стоит соответствующее ковари
антное спинорное выражение. Следовательно, при суммировании по направлениям 

спинов вопрос об инвариантных свойствах, аналогичный рассмотренному нами 
в случае дифференциинвариантных свойств, вообще не возникает. 

Таким образом, равенство (41) содержит полный ответ на вопрос о релятивист
ских свойствах матрицы S. 

111 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НАБЛЮДАЕМЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ 

а) Задача на собственные аначения, воаникающая в свяаи с матрицей S 

В общем случае унитарная матрица не приводит ни к какой задаче на соб
ственные значения, так как строки и столбцы такой матрицы связывают различные 

состояния и поэтому само понятие диагональной матрицы утрачивает смысл. Кроме 

того, в общем случае число строк не совпадает с числом столбцов. Однако матрица S 
обладает отличительной особенностью: ее строки и столбцы допускают упорядоче

ние по одной и той же последовательности состояний с тем лишь различием, что 
строки относятся к падающим, а столбцы - к уходящим волнам. Следовательно, 
матрица S порождает задачу на собственные значения, так как эту матрицу можно 
привести к диагональному виду. Если матрица S приводима к диагональному 
виду, то физически это означает, что в соответствующем стационарном процессе 
рассеяния падающие волны с точностью до фаз совпадают с уходящими волнами. 

Итак, с физической точки зрения решение задачи на собственные значения 
для матрицы S сводится к следующей задаче: требуется найти такую комбинацию 
падающих плоских волн, принадлежащих одному и тому же значению полного 

импульса К и полной энергии к0 , чтобы возникающий при суперпозиции 
волновой процесс на входе с точностью до фазы совпадал с волновым процессом 

на выходе. В силу унитарности матрицы S ее соответствующее собственное значение 
равно по абсолютной величине 1 и представляет собой фазовый множитель между 
уходящей и падающей волной. 

Если все переменные, характеризующие состояние, кроме К и к0 обозначить, 
как в разделе Ila, просто через х, то задачу на собственные значения матема
тически можно сформулировать следующим образом: требуется найти функцию 
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преобразования (или «функцию Шредингера~) переменных х', соответствующую 
стационарному процессу r/: 

( , ·ко' , ') ( , ') gK, ;11,х =g1J,X. (42) 

Сингулярная часть падающей и уходящей волны имеет в этом случае вид 

б(К' -К11)б(К01 -к011)g(111 ,х11)+б(К1 -К")б+ (к0 ' -к0и) j g(111,x1)dx1s(~1/,x11). (43) 

Требование о совпадении с точностью до фазового множителя Sч" падающей 
волны с уходящей волной приводит, таким образом, к уравнению преобразования 

! ( / ') d 1 ( 1 IJ) ( 1 IJ) g 1J , х х S х , х = Sч• g 1/ , х . (44) 

Так как S*S = 1, то 1Sч'l 2 = 1, и мы можем положить 

(45) 

т. е. значение 11' фазы можно использовать для нормировки состояний. 
Задача на собственные значения (44) допускает особенно простое решение, если 

первая строка матрицы S описывает чистый процесс рассеяния частиц без спина, 
т. е. если при соответствующих значениях энергии-импульса не следует ожидать ис

пускания новых частиц. В этом случае в первой строке матрицы (12а) отлична от нуля 
только первая клетка, а такая подматрица, очевидно, приводима к диагональному 

виду. Для этого достаточно в системе центра масс в качестве переменных вместо им

пульсов k~ , k~, . . . или углов, задающих направление е~, ввести моменты импульсов. 
Тогда соответствующие собственные функции g(K', к0'; 1J1

, х') по существу станут 
сферическими функциями направления е~ в системе центра масс. В силу закона 
сохранения моменrа импульса переходы происходят только в состояния с тем же 

моментом импульса, следовательно, в системе координат сферических функций 
ма-1риuа S имеет диагональный вид. Задача на собственные значения (44) в этом 
простейшем случае сводится к известному методу определения сечения рассеяния: 

разложения плоских волн по сферическим функциям и определения соотношения 
между фазами падающей и уходящей волны для отдельных сферических волн. 

Из этого частного случая видно, что матрица S, как в рассмотренном нами, так 
и в более общих случаях, обладает дискретными собственными значениями. Ответ 
на вопрос о том, может ли и при каких условиях матрица S обладать непрерывным 
спектром собственных значений, станет возможным лишь после того, как будет 

подробно исследована взаимосвязь между функцией Гамильтона и функцией S. 
Как и в обычной квантовой механике, система нормированных собствен

ных функций g(K', к01 ; т/, х') образует унитарную матрицу. Чтобы доказать это, 
выпишем прежде всего уравнение, комплексно-сопряженное уравнению (44) (аргу-
менты К', к0', зависимость от которых самоочевидна, мы для краткости опустим) 

! *( , ') d ,8 ( , ") 8 • *( , ") g 1J 1 X Х Х 1 Х = rt9 1J 7 X 1 

ПОСЛе чего переставим Х1 И XIJ И ВОСПОЛЬЗуеМСЯ СООТНОШеНИеМ S* S = f: 

! *( , ") d и8-1( , и) _ 8 • *( , ') g ТJ,Х Х Х 1 Х - rt9 1J 1 X. 

(46) 

(47) 



«НАБЛЮдАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ» В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 327 

Умножив затем на матрицу S и s,,,, получим с учетом того, что Sif Srf' = 1, 

*( / ')S ! ( / ") d " *( / ") 91J,X r;= Sx,x x97J,X. (48) 

Заменив в уравнении (48) 1]1 на 7]11
, умножим его на 9(7]', х') и проинтегрируем 

по всем х', а уравнение (44) умножим на 9*(7J", х") и проинтегрируем по х". 
В результате этих операций из (44) и (48) мы получим два уравнения 

j 9(r/, х') dx' S(x', х") dx
11
9*(1J", х") = Srt j 9(1]

1
, х') dx19*(1J", х'), 

j 9(7]1
, х') dx'S(x', х") dx119*(1J11

, х") = s,,,, j 9(1J', х') dx19*(1J'', х'). 
(49) 

Вычитая из первого уравнения второе, мы приходим к соотношению, из кото

рого, как обычно, следует ортогональность собственных функций 9(1J', х'). Условие 
нормировки 

j g*(1J1
, x')g(7J1

, х') dx' = 1 (50) 

приводит к соотношению 

g*9 = 1. (51) 

Итак, 9 обладает всеми свойствами обычной матрицы преобразования. Следо
вательно, можно построить эрмитову матрицу фазы r/: 

( '1 1 ") "' ( 1 ') 1 *( 1 111) Х 1JX = L...J9 7],Х 1/9 1],Х . 
rf' 

Эрмитова матрица 'Т/ связана с матрицей S простым соотношением 

S= eirf. 

(52) 

(53) 

Итак, •наблюдаемые величины», т. е. всю совокупность процессов рассеяний 

» испускания частиц можно описывать не ун»тарной матрицей S, а эрмитовой 

матрицей 'f/, причем значения 1J и 'f/ + 21Гn (где п - любое целое число) следует 
считать эквивалентными. Эрмитова матрица 1J служит полноценной заменой 
функu»и Гамильтона, если мы ограничимся рассмотрением вел»чин, которые 
бьщи названы нами •наблюдаемыми», но содержит меньше информации, чем 
функц»я Гамильтона, так как функция Гамильтона в принципе определяет весь 
пространственно-временной ход собственных функций, в то время как матрица Т/ 
определяет поведение волновых функций на бесконечности. 

б) Соот11оше11ия меЖдУ козффицие11Тами рассеяния и испускания 

Отдельные элементы матрицы S в представлении (38) задают меру вероятности 
соответствующих процессов рассеяния и испускания, абсолютные величины их 
квадратов связаны с сечениями соотношениями типа (37). Но элементы матрицы S 
не являются независимыми. Их нельзя выбирать независимо и в том случае, если 
задана функция Гамильтона, поскольку элементы матрицы S должны удовлетворять 
ограничению - условию s• s = 1. 
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Это матричное условие порождает целый ряд соотношений между матричными 

элементами. Для вывода их выражение s* s целесообразно разложить на составные 
, 01 

части с помощью представления (38). Опуская аргументы К, К , получаем 

е' 2 д(е; - е~) + f(e;, е~) + 
+f*(e~,e;)+ J f*(e~',e;)J(e~',e~)de~'+ 
+J g*(e111 k111 е' )g(e111 k111 е") de111 dk'"+ 2•3>2 2•3•2 2 3 

+ J h*(e111 
/(," k111 е') х 2 ' 3 , 4 , 2 

х h(e;', k';', k'~', e~}de~' dk';' dk';' + ... 

(54) 

Так как эта матрица должна совпадать с единичной матрицей, то после 
вычитания единичной матрицы элементы разности должны быть равны нулю. Тем 
самым для каждой клетки матрицы (54) мы получаем некоторое соотношение между 
коэффициентами рассеяния и испускания. Например, для первой клетки в первой 
строке это соотношение имеет вид 

=О. (55) 

В частности, если в соотношении (55) положить е~ - е~, то оно приобретает 
простой физический смысл: вещественная часть функции f для рассеянной 
волны в направлении распространения падающей волны определяется взятой 

со знаком минус суммой абсолютных величин квадратов отдельных коэффициентов 

рассеяния (с испусканием или без испускания новых частиц), т. е. просто полной 
вероятностью хоть какого-нибудь процесса рассеяния или испускания. Физически 
этого и следовало ожидать, так как для когерентных рассеянных волн, уходящих 

строго вперед, служит мерой количество излучения, заимствованного у первичных 

волн 4). При е~ f= е~ соотношение (55) не допускает столь простой интерпретации. 
При рассмотрении рассеяния частиц со спином соотношение (55) уступает место 

более сложным соотношениям. Они получаются из (55), если в число аргументов 
помимо е~ включить спиновые индексы и, кроме интегрирования по de~' или, 
соответственно, по dЩ' провести суммирование по спиновым индексам. 

От переменных е~ с помощью преобразования можно перейти к новым 
переменным, например, к квантовым числам момента импульса l'm'. В этом 
случае матричные элементы f зависят от новых переменных f = f(l'm', l"m") 
и, если частицы не имеют спина, то f отличны от нуля лишь при l' = l", 
т' = т", так как при столкновении частиц полный момент импульса сохраняется. 
Если испускания новых частиц не происходит (т. е. если g = h = ... = О), то, 

как уже говорилось, матричные элементы f(l'm', l'm') должны иметь вид eir/ - 1, 

4) К. Вик использовал это обстоятельство в работе, которая должна вскоре выйти из печати, для 
вычисления полного сечения и предложм физическую интерпретацию упомянутого сооrnошения. 
Кроме того, Вик указал мне на работу Брейта (Phys. Rev., 1941), в которой содержатся аналогичные 
соображения о «Матрице рассеяния». К сожалению, мне до сих пор не удалось ознакомится с работой 
Брейта. Вик сообщил мне также о существовании неопубликованных результатов Бора, Плачека 

и Пайерлса об аналогичных соотношениях между коэффициентами рассеяний. Пользуясь случаем, 
я хотел бы выразить Вику свою признательность за обсУЖдение вопросов, затронуrых в данной работе. 
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и соотношение (55) переходит в тривиальное соотношение 

(eir/ - 1) + (e-iq' - 1) + (eiq' - l)(e-iq' - 1) =О. 

В отсуrствии излучения J имеет более общий вид /(l'm', l'm') 
и соаrношение (55) переходит в соотношение 

а.2 - 1 + I: J dk~1 \g(l 111m"'k~', l'm')\
2 + ... =О. 

l"'m"' 
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(56) 

Это соотношение эквивалентно уrверждению, что сумма вероятностей для 
чистого рассеяния и рассеяния, сопровождающегося испусканием новых частиц, 

равна единице. 

Для второй клетки в первой строке матрицы (54) по аналогии с соотношени
ем (55) получаем соотношение 

g(e2,e2,k~) + g"(e2,k~,e~) + J J*(e2',e~)g(e2',e2,k~)de2' + 

1 •( /11 k11 
')/( 

/11 ")d /11 
/ "( 

/11 k111 ')F( 111 k111 /1 k")d 111 dk111 + g е2, 3,е2 е2,е2 е2 + g е2, 3,е2 е2, 3,е2, з е2 3 +."=О. (57) 

Аналогичные соотношения следуют и для всех остальных клеток матрицы (54). 
Все эти соотношения обладают тем общим свойством, что сумма выражений первой 
и второй степени относительно элементов матрицы S в них равна нулю. До сих пор 
эти соотношения не принимались во внимание потому, что задачи о столкновении 

частиц почти всегда решались методом теории возмущений, а сравнение линейных 

и квадратичных выражений делает необходимым вычисление возмущений до членов 
второго порядка. 

Впрочем, соотношения (55), (57) и т.д. допускают еще одно матричное 
представление, позволяющее выявить их хараюер более отчетливо, чем соотноше

ние s• S = 1. Чтобы получить это представление, воспользуемся соотношением (12): 

S = 1 +R. 

Во всех задачах о столкновении частиц матрица R является определяющей для 
собственно рассеянных волн, но, как следует из раздела 116, содержит сингулярную 
часть. Так как 

s*s = (1 +.R*)(1+я>=1, 
то 

R*R = -R-R*. (58) 

Отсюда отчетливо виден истинный характер соотношений (55), (57), а именно: 
возникновение связей между линейными и квадратичными членами в коэффици
ентах рассеяния. 

От применения содержащихся в (58) соотношений к отдельным конкретным 
задачам мы воздержимся, так как в настоящей работе речь идет лишь о принципи
альной формулировке таких соотношений. 

Воспользуемся для представления наблюдаемых величин матрицей 1J с помощью 
соотношения (53) 

S = eirJ. 

Соотношения (58) при этом будуr выполняться автоматически, если только 'Г/ -
эрмитова матрица. Справедливости ради следует заметить, что взаимосвязь между 
21 Зак. Ь 
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элементами матрицы 1/ и коэффициентами весьма сложны. Кроме того, необходимо 
еще предварительно установить физические условия, определяющие матрицу Т/· Все 
это означает, что соотношение (53), по крайней мере в настоящее время, не имеет 
практического значения для нахождения матрицы S. 

в) Соот11оше11ия меЖдУ 11аблюдаемыми величинами, 
не следующие из общих свойств матрицы S 

Разумеется, условия s* s = 1 ИЛИ эквивалентного ему соотношения (58) вместе 
с требованиями лоренц-инвариантности недостаточно для нахождения коэффици
ентов рассеяния в любой физической задаче. Поэтому в современной теории для 

соблюдения ограничений, устанавливаемых соотношением (19) или (58), исходят 
из соображений, связанных с принципом соответствия, или учитывают при постро
ении простой функции Гамильтона лоренц-инвариантность с тем, чтобы, используя 
затем соотношения (22) и (25), найти унитарную матрицу S. 

В будущей теории элементарных частиц ограничения, устанавливаемые соотно
шением (19) или (58), скорее всего будут соблюдаться иным способом. 

В этом нас убеждают следующие соображения. Во-первых, все изученные до сих 
пор функции Гамильтона, учитывающие взаимодействие элементарных частиц, 

приводят к известным трудностям, связанным с появлением расходимостей. Во
вторых, нет никаких оснований считать, что функция Гамильтона, если она вообще 

существует, имеет столь простой вид, как изученные ранее функции Гамильтона. 
Современная теория указывает, например, на существование между элементарными 

частицами так называемых многочастичных сил, проявляющихся косвенно - через 

другие «Виртуальные» частицы. Нет никаких оснований считать, что такие силы 

не могут быть с самого начала включены в функцию Гамильтона. Можно предста
вить себе, например, что добавление различных (быть может, бесконечно многих) 
членов, описывающих многочастичные силы, позволит построить функцию Гамиль
тона, не приводящую к каким-либо трудностям с возникновением расходимостей. 

Возможно, что такая функция Гамильтона удовлетворяла бы всем требованиям, 
вытекающим из принципа соответствия, и обладала бы нужными релятивистскими 

свойствами. Но такая функция Гамильтона не может служить отправным пунктом 
теории, а должна быть выведена косвенно из каких-то простых условий иного рода, 

например, из требования, чтобы расходимости в теории не возникали. 

Таким образом, в любом случае следует ожидать, что исходным пунктом 
будущей теории послужат условия иного рода, удовлетворяющие соотношениям ( 19) 
или (58), а не функция Гамильтона, причем может остаться открытым вопрос о том, 
позволят ли эти условия построить какую-нибудь сложную функцию Гамильтона 

или, что более правдоподобно, минуя функцию Гамильтона, приведут к построению 

непосредственно матрицы S или матрицы Т/. 
Существование функции Гамильтона маловероятно по следующим причинам. 

Функцию Гамильтона можно построить обычным способом - интегрированием 
по пространству одной из плотностей энергии, зависящих от волновых функций. 

В этом случае взаимодействие нельзя вводить иначе, чем через близкодействующие 
силы, т. е. образуя произведение нескольких волновых функций, взятых в одной 
и той же точке. При таком подходе возникновение расходимостей предстааляется 

неизбежным. Но можно поступить иначе и учесть, что в функцию Гамильтона 
каким-то образом включены представления о дальнодействии, о чем свидетель
ствует, например, предположение о конечных радиусах частиц. При таком подходе 
вряд ли удастся избежать введения аналогичного «дальнодействия» во временном 

направлении без нарушения лоренц-инвариантности. Но, как показывает обычное 



уравнение 

«НлБЛЮдАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ• В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 

.дф 
Нф=~-, 

дt 

331 

(59) 

понятие «функция Гамильтона» связано с представлением не о «дальнодействии», 

а о «близкодействии» во временном направлении. Под «близкодействием» и «даль
нодействием» здесь имеется в виду чисто формальное возникновение дифференци
альных или, соответственно, интегральных соотношений. По этим причинам мы 
считаем маловероятным появление функции Гамильтона в будущей теории. 

Ответ на вопрос о том, какие новые соотношения восполнят пробел, который 
возникает из-за отказа от функции Гамильтона, естественно требует выяснения 

взаимосвязи матрицы 'Г/ с существующими ныне основами теории и, в частности, 

с функцией Гамильтона. Для этого лучше всего представить функцию Гамильтона Н 
в виде объемного интеграла от плотности энергии h, которую в свою очередь 
необходимо разложить в сумму плотности кинетической энергии ho и плотности 
энергии взаимодействия h1: 

Н = ! dV(ho + h1). (60) 

Плотность h1 в общем случае релятивистски инвариантна (например, как ска
лярное произведение вектора плотности тока и вектора-потенциала). Матричное 
представление функции Гамильтона Н в пространстве импульсов k', k" имеет вид 

(k'I/ dvho\k") =б(k',k") L:k?'; (61) 

(k'I/ dVh1lk") =/(k',k") j dVexp{i(L:k7- L:i<)r} = 

= /(k',k")(21Г)3б(2:i<- 2:k7). (62) 

Для зависящего от времени уравнения Шредингера в импульсном пространстве 
x(i<, t) удовлетворяет волновому уравнению 

x(k', t + dt) = J { б (k', k") - i dt [ :Е k?' б (k', k") + 

+ (2,..)31 (k', k")б(:Е k~ - 2: k7))} dk"x(k", t). (63) 

Полагая 

(64) 

получаем для ф уравнение 

1/J(k', t + dt) = j [б(k', k") - (21Г) 3 i dtf (k', k") х 

х ехр { i(L k?1 

- L k?")t }б(L ~ - L ~')] dk11ф(k11 , t). (65) 

В предположении, что энергия взаимодействия h1 и, следовательно, функция f 
очень малы, уравнение ( 65) удается проинтегрировать и получить в первом 
21' 
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приближении 

t 

ф(k',t)= /(o(k',k")-(27r)3i/(k',k") J dt exp{i(I:k?' - 2:k?
11)t} х 

о 

х б(I: ~ - L ~')] dk
11
1/;(k

11
, О). (66) 

Следовательно, в том же первом приближении из начального состояния, 

заданного соотношением (10), получаем 

С другой стороны, из (25) и (53) (в первом приближении, если предположить, 
что матрица 17 мала) получаем для сингулярной части функции ф следующее 
выражение: 

б(k'' k") + iб (2: ~ - L 141) О+ (2: k?
1 

- L k~") (k'l11lk"). (68) 

Сравнивая с (67), заключаем, что 

(k'l11lk") = -(21Г)4/(k', k") +члены высшего порядка. 

Как показывают соотношения (62) и (68), матрица 17 в первом приближении 
совпадает (с точностью до несущественных множителей и перестановки) с подма
трицей из энергий взаимодействия, соответствующей переходам между состояниями 

с равной энергией и одинаковыми импульсами. Следует заметить, что это первое 
приближение не является сколько-нибудь хорошей аппроксимацией к точному ре
шению. Тем не менее соотношение (68) указывает на существование определенной 
взаимосвязи между матрицей 17 и энергией взаимодействия. 

Эта взаимосвязь наводит на мысль характеризовать физическую задачу заданием 

не функции Гамильтона, а матрицы 17, и пытаться искать простые соотношения, 
связывающие матрицу 17 с ее физическим содержанием. Однако и в этом случае 
нет никаких оснований ожидать, что матрица 17 имеет какой-то особенно простой 
вид, например, содержит только парные взаимодействия между частицами. Во всех 
известных случаях, в которых функция Гамильтона имела простой вид и коэф
фициенты рассеяния (и, следовательно, матрицу 17) удалось вычислить в первом 
приближении (в принципе расходящихся) ряда возмущений, матрица 17 также 
не имела простого вида. 

В частности, необходимо иметь в виду, что существование стационарных состо

яний системы нескольких элементарных частиц отражено в структуре матрицы 17 
весьма сложным образом, а именно: из существования таких состояний следует, что 

матрица S содержит строки и столбцы, относящиеся к переходным состояниям со
ставной системы, причем энергия покоя соответствующих стационарных состояний 
играет такую же роль, как масса покоя элементарных частиц в остальных строках 

и столбцах. Действительно, в этом случае может существовать процесс столкнове
ния, в результате которого составные частицы такого рода возникают и покидают 

место столкновения с какой-то скоростью. В представление же матрицы 17 состав
ные и элементарные частицы входят равноправно. Это обстоятельство, с одной 
стороны, следует считать удовлетворительным, если ожидать, что в будущей теории 

массы покоя будут однозначно определены - так же, как энергии стационарных 
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состояний в существующей теории. С друrой стороны, это обстоятельство отчетливо 
показывает, что матрица 1J и в будущей теории не может иметь простого вида, и что 
матрицу Т/ прийдется задавать из каких-то простых условий иного рода. 

Нахождение этих простых условий я считаю центральной, до сих пор не решен
ной проблемой теории элементарных частиц. Цель настоящей работы заключалась 

в том, чтобы показать важную роль, которую смогут играть в будущей тео

рии матрица '1/ или соответствующая унитарная матрица S, если в этой теории 
не найдется места функции Гамильтона и функции Шредингера, удовлетворяющей 

уравнению (59). 



НАБЛЮДАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ. 11* 

В продолжение предыдущей работы исследованы физические следствия из те
ории, в которой задана не функция Гамильтона, а введенная в части 1 71-матрица. 
В этой теории, в отличие от традиционной квантовой теории волновых полей, 

не возникает никаких трудностей, связанных с появлением расходимостей, и по

ставленные проблемы допускают строгое решение. Вычисления проведены для двух 

различных законов взаимодействия. В одном случае - при 6-образном взаимодей
ствии - получаются результаты, которые во многом согласуются с результатами 

современной теории. В другом случае взаимодействие, не допускающее явной ин
терпретации в духе принципа соответствия, приводит к сечениям, которые при боль

ших энергиях сталкивающихся частиц стремятся к конечному пределу. Исследовано 
рождение новых частиц при законе взаимодействия, в который включено парное ро

ждение. При малых энергиях участвующих в столкновении частиц, полученные нами 
результаты аналогичны результатам существующей теории, при больших энергиях 
и определенных условиях возникают взрывообразные процессы множественного 
рождения. Эти процессы подробно рассмотрены с математической точки зрения. 
Поскольку трудностей, связанных с появлением расходимостей не возникает, полу
ченные нами результаты точно удовлетворяют требованиям релятивистской теории. 

Предпринятая в предыдущей работе попытка выделить в квантовой теории 
волновых полей величины, которые как «наблюдаемые» войдут в будущую теорию 
элементарных частиц, привела к следующему результату: совокупность всех «Наблю

даемых» (в смысле нашей работы) в процессах рассеяния, испускания и поглощения 
может быть описано одной унитарной матрицей S. Абсолютная величина квадрата 
элемента матрицы S, соответствующего переходу из состояния А в состояние В, 
дает вероятность того, что состояние В представлено в уходящей волне, если состо
яние А реализовано в падающей волне. Унитарная матрица S связана с эрмитовой 
матрицей 71 соотношением 

(1) 

Собственные значения матрицы 1/ - разности фаз между падающими и исходящими 
волнами. Матрица 71 релятивистски инвариантна. Следствия из этого утверждения 
для отдельных элементов матрицы 71 бьmи изложены в части 1. Если энергию 
взаимодействия между элементарными частицами допустимо рассматривать как 

малое возмущение, то матрица 71 по существу совпадает с подматрицей матрицы 
энергии взаимодействия, соответствующей переходам между состояниями с равной 

полной энергией и равными полными импульсами. При достаточно простой функ
ции Гамильтона энергию взаимодействия нельзя считать малой, и мы приходим 
к матрице 1/, которая в общем случае имеет труднообозримый вид, и кроме того, как 

* Die beobachtbaren Grбssen in der Theorie der Elementarteilchen. 11. - Zs. Phys" 1943, 120, 673-702. 
Перевод Ю.А.Данилова. 
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правило, возникают известные трудности с расходимостями. К этому необходимо 

добавить, что существование функции Гамильтона сколько-нибудь простого вида 
вряд ли можно обосновать физическими соображениями. 

Настоящая работа ставит перед собой обратную задачу исследовать те физи
ческие следствия, к которым приводит существование матрицы 1/ простого вида. 
Измененная постановка задачи имеет некоторые важные преимущества по сравне
нию с обычным предположением о существовании функции Гамильтона простого 
вида. Во-первых, удается полностью избежать трудностей, связанных с возникно
вением расходимостей. Последнее обстоятельство обусловлено, во-первых, тем, что 
элементы матрицы 1/ описывают только переходы между состояниями с равной 
энергией, в то время как расходимости обычно возникают при суммировании 
по виртуальным промежуточным состояниям с произвольной энергией. Во-вторых, 

выбрав матрицу 1/ с указанными свойствами, мы автоматически удовлетворяем тре
бованиям релятивистской теории и квантовой теории, в то время как в современной 

теории при возникновении различного рода трудностей нередко приходится вводить 

«Правила обрезания». Наконец, в теории с заданной матрицей 1/ из-за сходимости 
метода допускают решение даже самые сложные проблемы, ранее ускользавшие 
от всех попыток более точного рассмотрения, например, задача о взрывообразном 

множественном рождении частиц. 

Против преддагаемого метода в целом можно возразить, указав на то, что 

матрица 1/, как правило, не задана, в то время как не слишком сложную функцию 
Гамильтона можно было бы обосновать, исходя из принципа соответствия. Подоб
ное возражение можно отвергнуть, сославшись на то, что соображения, основанные 

на принципе соответствия, как правило, основаны на предположении о допусти

мости рассмотрения энергии взаимодействия как малого возмущения, но в этом 

смысле принцип соответствия позволяет однозначно определять не только энергию 

взаимодействия, но и матрицу, совпадающую с nодматрицей из энергии взаи
модействия. Таким образом, соображения, исходящие из принципа соответствия, 
позволяют с равным основанием обосновывать и простую функцию Гамильтона, 

и простую матрицу 'Г/ (или, как мы предпочитаем называть, матрицу взаимодей
ствия). К сожалению, в будущую теорию не может входить функция Гамильтона, 
и матрицу взаимодействия придется определять из соображений другого рода, поэто
му ниоткуда не следует, что она должна иметь простой вид. Тем не менее, исследуя 
простые матрицы 1/, мы можем получить общее представление о возможностях 
будущей теории и характера зависимости в ней. 

В настоящей работе мы рассмотрим три различных приложения соображениям, 

изложенным в части I. 
Сначала мы исследуем обычное 6-образное взаимодействие между элементар

ными частицами, приводящее только к рассеянию, но не к рождению новых 

частиц. Полученные нами результаты будут лишь несущественно отличаться от ре
зультатов современной теории (примененной к задачам чистого рассеяния). Затем 
мы заменим 6-образное взаимодействие другим взаимодействием, которое невоз

можно задать с помощью силы, зависящей от расстояния между элементарными 
частицами, и сколько-нибудь просто выразить через функцию Гамильтона. Это 
взаимодействие удовлетворяет требованиям теории относительности и поэтому слу
жит примером взаимодействий между элементарными частицами, принципиально 

отличных от тех, к которым приводят традиционные соображения, основанные 
на принципе соответствия. В заключение мы рассмотрим взаимодействие, при 
котором возможно рождение новых частиц, и исследуем условия возникновения 

взрывообразных процессов множественного рождения частиц. 

Во избежание излишних усложнений мы будем проводить все вычисления 
для элементарных частиц без спина и заряда, удовлетворяющих статистике Бозе. 
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В современной теории для этого было бы необходимо рассматривать скалярную 

волновую функцию rp и функцию Лагранжа вида 

(2) 

(h и с выбраны в качестве единиц, как в части I, х - масса покоя элементарных 

частиц в см- 1 ). По обычной схеме мы получаем 

дL . 
7r = дф = rp, (3) 

Если ограничить волновой процесс нормировочным объемом V и перейти в им
пульсное пространство (k02 = k2 + х2), то окажется, что 

rp = L,:(2koV)-1/2( akei(kr-k0t) + a\ei(kr+k
0
t)), 

k 

7r = L,:(2koV)-I/2iko (-akei(kr-kot) + a~kei(kr+kot)). 
k 

Для амплитуд ak получается представление 

a;ak = Nk, akNk = (Nk + l)ak, a;Nk = (Nk - l)a;. 

(4) 

(5) 

Если перейти к пределу бесконечного нормировочного объема, то сумма по k 
перейдет в интеграл 

(6) 

Таким образом, при переходе от дискретной к непрерывной нормировке матричный 
элемент, соответствующий переходу от полного числа частиц N' к полному числу 

(N'+N")/2 
частиц N" необходимо умножить на [V/(27r)3

] • 

Амплитуды ak мы будем в дальнейшем всегда рассматривать как операторы, 
не зависящие от переменной t, при интегрировании по t амплитуды будут 
считаться постоянными. Переменная t в наших расчетах будет играть роль, скорее, 
формального параметра, чем времени. 

1 

а} Рассеяние частиц при 6-образном взаимодействии 

В простейшем случае взаимодействие, приводящее к рассеянию элементарных 
частиц, можно представить в виде 

(7) 

Взаимодействие такого рода соответствует обычному взаимодействию типа 6-функ
ции от расстояния между любыми двумя частицами. Если rp входит в выражение 
для 1J в степени меньше четырех, то никакого взаимодействия между частицами 
не возникает, так как процессы, в которых в начальном или в конечном состоянии 
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имеется только одна частица, были бы не совместимы с законами сохранения 

энергии и импульса. Более того, из соотношений (4) следует, например, что 

j dr dt1p3 = О. (8) 

Постоянная t в уравнении (7) - безразмерное вещественное число, так как tp имеет 
размерность обратной длины. Взаимодействие (7) можно считать связанным с элек
тромагнитным взаимодействием, так как его величина определяется безразмерным 

числом е/./hё, т. е. постоянной тонкой структуры Зоммерфельда. 
Если соотношение (7) выразить в импульсном пространстве через операторы ak, 

то последовательность ak и ak можно было бы однозначно определить из вычисле
ний. Члены, в которых не все величины со звездочками стоят слева от величин без 
звездочек, могут приводить к расходимостям. Поэтому мы несколько видоизменим 

выражение (7) (в духе теории Иордана и Клейна 1)), оговорив заранее, что во всех 
членах ak должны стоять слева от ak. Введенное нами изменение сказывается 
либо на интерпретации взаимодействия (7) на основе принципа соответствия, либо 
на релятивистской инвариантности. Если перейти к пределу бесконечного норми

ровочного объема, то для элементов матрицы 11 мы получим следующее выражение: 

Этот матричный элемент обладает релятивистскими свойствами, требуемыми 
в части 1 (раздел Пг). 

Чтобы определить собственные значения матрицы 11, удобно ввести новые 
переменные по формулам 

(10) 

Элементарный объем в этих координатах нетрудно найти, вычислив якобиан 
(v = k/k0

): 

(II) 

Отсюда, отбрасывая единичную матрицу, получаем 

((' a'l11I(" а") = Зt ---;:=(=27Г=)=-=
2 

= 
2 ko' ko' ko" ko" 

1 2 1 2 

(12) 

В частности, если положить К' = К" = О, т. е. перейти в систему центра масс, то 
соотношение (12) упрощается и принимает вид 

( , , I " ") _ 3tv
1 

_ 3tv" _ 3tv 
(а 111 ( а - 167Г2 - 1671"2 - 167Г2. (13) 

(В дальнейшем мы будем отбрасывать штрихи у величин, принимающих одни 
и те же значения в начальном и конечном состоянии.) 

I) Jordan Р., Юеiп О. Zs. Phis., 1927, 45, 751. 
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Собственные функции, в которых матрица 1J приводится. к диагональному 
виду являются, как это всегда бывает в задачах чистого рассеяния (см. часть 1, 
раздел llla), сферическими функциями. Действительно, соотношению 

J d( da'P:1((')eima'(('a'\11\("a") = 1Jn,mP:1((11)eima" (14) 

удовлетворяют 

3ev 
1/О,О = 411' , 1/п,т = О (15) 

(n, т - любые целые числа, не равные нулю одновременно). 
Это означает, что в системе центра масс рассеяние сферически симметрично. 

Фаза бn волны, соответствующей n-й сферической функции, составляет половину 
собственного значения 1/п,о. если эту волну представить в виде sin (kr + o)/r, как 
в обычной теории. В нашем случае из известной формулы для сечения 

Q = :: 2:(2n + 1) sin 
2бn 

n 

с учетом соотношений (15) находим: 

411' 2 3ev 
Q = k2 sin g;-• 

поэтому в пределе при v ~ 1 или 1 - v ~ 1 

Q = { 1:;:2 
411' . 2 Зе 
-sш -
k 2 811' 

при v ~ 1, 

при 1-v ~ 1. 

(16) 

(17) 

(18) 

Следовательно, с увеличением импульса сечение убывает, как 1/k2 , и никогда 
не возрастает быстрее, чем квадрат длины волны. При определенных численных 

значениях' е, например,' при с = 811'2 /3, сечение убывает еще быстрее. В этом 
смысле одни значения е можно считать вьщеленными по сравнению с другими, 

хотя все значения е допустимы без каких бы то ни бьmо дополнительных условий 
и приводят к вполне осмысленным утверждениям о рассеянии. 

Соотношения (17) и (18) во многом совпадают с результатами обычной теории 
и отличаются от последних, главным образом, тем, что остаются точными при 
любых значениях е и k. 

б) Рассеяние частиц при В3аимодействии более общего вида 

Соотношение (17) наводит на мысль, что сечение рассеяния в релятивист
ском пределе в· принципе не может быть больше, чем квадрат длины волны. 

В том, что подобное предположение неправильно, нетрудно убедиться, если вместо 
соотношения (9) для матрицы 1J мы выберем более общее соотношение 

(21Г)-2 x2 (k?
1

k~' - k~k~ + k~11

k~
11 

- k'fkП 
' ' (k0'k0

" - k' k") (k0'k011 
- k' k") · k0' k0 k0" ko ' 1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 

(19) 

Это соотношение также удовлетворяет требованиям теории относительности (см. 
часть 1, раздел Пг), хотя оно вряд ли позволяет задать силу как функцию расстояния 
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между двумя частицами. Во всяком случае речь, могла бы идти q весьма сложной 
зависимости при конечных расстояниях с запаздыванием по определенному закону, 

обеспечивающим выполнение требований теории относительности. В системе 

центра масс (19) принимает вид 

2 "
2 

( 1) 
(r' '\ \?" ") = 3ev ~ l + w = 3ev 'У l + 2 

'> о: 'Г/ '> а 2 2 2 2 ( )2 ' 
41Г k [1 + ~ - cos(k~k~')] 41Г 1 +1- z 

(20) 

где 'У= н2 /k2 , z = cos (k~, k~) = ('(" + р~ cos (о:' - о:"), и отброшены 
штрихи у k и v, так как эти величины в начальном и конечном состоянии 

принимают равные значения. 

Для дальнейших вычислений удобно ввести разложение по сферическим функ-

циям 

1 
(l +'У _ z)2 = L: ЬnPn(z), Ьn= (п+~) ]dz(l:~(~z)2 ' (21) 

-1 

Коэффициенты Ьn можно определить, используя коэффициенты разложения про

изводящей функции 

J 1 = 2: xnPn(z). 
1- 2xz + х2 

Вычислив вспомогательный интеграл 

+1 

! dz х [ 1-х+1-а 2а ] 
1 = = 3 ln + -(1 - х - 'Уа) , 

(l+1-z)2Vl-2xz+x2 а 1-х+1+а xf3 
-1 

где f3 = 21 + '"(2 и а= v(l - х)2 - 21х, получим 

п+ t f dx 
Ьn = -2-.- n+I I. 

1Г~ х 

При 'У~ 1 из соотношения (21) непосредственно следует 

1 
Ьо ~ 2• Ьn =О при n >О. 

'У 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

При 'У ~ 1 необходимо различать два случая: п ~ 1 / ...ff и п ~ 1 / ...ff. 
Действительно, при 'У ~ 1 из (25) получаем оценку 

1 х 
I ~ ( ) + (l )З In 'У+ ... , '"(1-:z: -х 

(26) 

откуда при малых п следует, что 

Ьn ~ ( n + ~) [ ~ + ~n(n + 1) ln 'У+ ... ]. 
.. (27) 
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у 

При больших п разложение (26) становится непригод
ным и поступить можно, например, следующим образом: 

заменить в (24) переменную х новой переменной у, за
данной соотношениями 

1 - х + 'У + а = y'jje11
, 

1 - х + 'У - а = y'jje -у 
(28) 

Рис. 1 и взять интеграл по контуру, изображенному на рис. 1, 
на комплексной у-плоскости. Особой точке х =О соот-

ветствует точка у = ! ln 7. 
Основной вклад в интеграл при больших п дают непосредственные окрестности 

точек и у = ±i7Г. Производя разложение в окрестности каждой из этих точек, 

получаем 

при п ~ 1/ v'1 и 'У ~ 1. (29) 

Таким образом, с увеличением п коэффициенты разложения Ьn сначала возрастают, 
а при достаточно больших n ( n ~ 1/ ./'f) экспоненциально убывают. 

Для вычисления собственных значений матрицы Т/ можно воспользоваться 
известным соотношением 

Pn(z) = Pn((')Pn((") + 2: ~: ~ :~:Р:((')Р:((") ( eir(a'-a") + e-ir(a'-a">). (30) 
r 

Из него получаем: 

1 P;:'(()eima'd(' da' 2: Ь1Р,(z) = 27Г~P;:'(('')eima". 
n+2 

Наконец, сравнение формул (13), (21), (25), (27), (29) и (31) показывает, что 

'У п(п + 1) 1 
1 + 2 + 

2 
'У ln 'У+... при 'У~ 1, п ~ ./1; 

3ev ./2irn{j1/4 1 
Т/n,т = -27Г IR / при 'У~ 1, п ~ -; 

2(1 +'У+ у [j)n+I 2 ./'f 
1 при 'У~ 1, п =О; 
О при 'У~ 1, п #О. 

(31) 

(32) 

Таким образом, собственные значения матрицы ТJ, т. е. разности фаз межцу пада

ющей и уходящей волной, имеют в релятивистском пределе k 2 ~ >е2 , 'У ~ 1 при 
всех п до предела п ,..., 1/ ./'f, т. е. для всех низших сферических функций, одно 
и то же значение, и лишь при значениях, превышающих n "' 1/ ./'f, разности фаз 
убывают. Вследствие этого полное сечение рассеяния значительно больше 471" /k2 

и при k--> оо стремится к конечному пределу. Рассеяние перестает быть сферически 
симметричным, малые отклонения встречаются значительно чаще больших. Полное 

сечение можно вычислить приближенно по формуле (16), просуммировав при 
постоянной фазе по всем n вплоть до значений порядка 1/./'f. Из-за неточного 
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задания верхнего предела результат вычислений содержит неопределенный множи
тель порядка 1, который, однако, можно уточнить, перейдя к пределу е ~ 1. В этом 
пределе удается точно вычислить сумму (16) и, интегрируя по z, найти полное 
сечение непосредственно из матрицы 71. Окончательно получаем: 

Q= { :;~2 
"'~ sin 2 3е 

3х2 41Г 

при k2 ~ х2 , 
(33) 

при k2 ~ х2 • 

При взаимодействии типа (19) рассеяние сферически симметрично только при 
малых скоростях, а при больших скоростях направлено главным образом вперед. 

При е порядка 1 полное сечение всегда имеет величину порядка 1/bl, поэтому 
1/./)i. можно считать своего рода величиной радиуса частицы. 

Из рассмотренного нами примера взаимодействия (19) ясно, что теория с за
данной матрицей 71 позволяет релятивистски непротиворечивым образом вводить 
понятие радиуса частицы. Это особенно важно, если учесть, что в космических лу
чах сечение рождения частиц в пределе больших энергий стремится к постоянному 
значению. 

11 

РОЖДЕНИЕ НОВЫХ ЧАСТИЦ 

Простейшая матрица 71, приводящая к рождению новых частиц, имеет вид 

71 = Л j drdt1/. (34) 

Взаимодействие этого типа лежит в основе процессов, в которых при столк

новении двух частиц сначала рождается одна новая частица. В более высоких 
приближениях при столкновении двух частиц может рождаться столько новых 

частиц, сколько допускают законы сохранения. Следует заметить, что вычисле
ние любой физической величины для матрицы 71, имеющей вид (34), сопряжено 
с большими трудностями. Гораздо проще производить вычисления, если 

(35) 

Именно этой матрицей 71 мы и будем пользоваться в дальнейшем. Взаимо
действие (35) содержит в качестве первичного процесса при столкновении двух 
частиц рождение пары частиц. При многократном повторении такого процесса могут 
возникнуть столько пар частиц, сколько допускают законы сохранения. Как и в раз
деле la, модифицируем взаимодействие (35), потребовав, чтобы операторы ak всегда 
стояли слева от операторов ak. Подставляя в (35) выражения (4)-(6), получаем 

15 20 15 
л2 j -(--++++)+-(---+++)+-(--~-++) 

1/ = - I: drdt 8 8 8 . 
уз 1с •••• "~ ..jk~k~ ". k2 

Знак (- - + + + +) означает член 
(36) 

(37) 
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Члены, содержащие лишь один плюс или один минус, выпадают из (36) в силу 
законов сохранения. Коэффициенты 15/8 и 20/8 определяются биномиальными 
коэффициентами в разложении ip6

• Их можно изменить, не нарушив правильного 
релятивистского поведения матрицы (36), хотя при этом утрачивается возможность 
интерпретации матрицы 'f/ на основе принципа соответствия, как ip6

• 

В выражении (36) правая часть не зависит от углов между направлениями 
частиц. Следовательно, при столкновении двух частиц так же, как в соотноше
ниях (14) и (15), вклад в рассеяние или рождение пары дает только сферически 
симметрическая волна («s-состояние»). Значит, собственные значения матрицы 17 
достаточно найти лишь для сферически симметричных решений. 

В приводимых ниже вычислениях нам часто будет необходим интеграл по им
пульсному пространству вида 

In = J ~1 ~2 
••• ~nб(к- L:k;)б(к0 

- L: kO. 
k1 k1 kn (38) 

Этот интеграл легко берется только при n = 2. Однако для нашей цели достаточно 
вычислить его в двух предельных случаях: во-первых, когда запас полной энергии 

очень велик по сравнению с энергией покоя частиц, и, во-вторых, когда полная 

энергия лишь незначительно превышает энергию покоя частиц. Вычисление инте

грала подробно изложено в приложении 1. Здесь же мы приведем только конечные 
результаты - соотношения (120) и (122), причем для простоты положим К = О 
(система центра масс): 

27Гn-1 ко2n-4 

(п - l)!(n - 2)! 

(21Г )З(n-1)/2х(n-З)/2(Ко _ nx)(Зn-5)/2 

n3/2(3n
2
-5)! 

(39) 

при к0 
- пх < х, К= О. 

(40) 

Приводимые ниже вычисления также проведены отдельно для двух предельных 
случаев: а) энергии двух сталкивающихся частиц как раз достаточно для рождения 

одной пары (К0 ~ 4х); б) энергия сталкивающих частиц очень велика по сравнению 
с массой покоя. 

а) Рожде11ие пары частиц 

Чтобы максимально упростить задачу, мы в этом разделе будем производить 
вычисления, отбрасывая в (36) член (- - - + + + ). Иначе говоря, нас будет 
интересовать, к каким физическим следствиям приводит соотношение (36), в правой 
части которого стоят только члены (- - + + + +) и (- - - - + +). 

Собственные значения оператора 'f/ в (36) можно определить, решив уравнение 
Шредингера в переменных, на которые действует оператор 'f/. Такими переменны
ми служат числа Nk частиц, обладающих импульсом К. Итак, введем функцию 
Шредингера ф(N1 , N2, ••• ) от чисел N1, N2, •••• Функция 1/J(N1, N1, ... ) задает ве
роятность того, что существует N1 частиц с импульсом k1 , N1 частиц с импульсом k1 
и т. д. Покажем, что в рассматриваемом нами частном случае решение уравнения 



НлБЛЮдАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ. JI 343 

Шредингера имеет вид 

(41) 

где n = N1 + N2 + . . . - полное число частиц, а амплитуды а~ не зависят 
от импульсов частиц. 

Если, как мы предположили, к0 лишь немного больше 4х (напомним, что 
К = О), то от нуля отличны только а; и а~. Из (36) следует, что уравнение 
Шредингера принимает в этом случае вид 

(42) 

В правые части этих уравнений импульсы отдельных частиц уже входят. Следова
тельно, функция (41) действительно удовлетворяет уравнению Шредингера. Урав
нения (42) представляют собой не что иное, как систему двух линейных уравнений 
для определения двух неизвестных а~ и а~. Для собственных значений получаем 

I5v'3 Л2 

1/ = ±-2- (21r)5 .,fi;L.; (43) 

(44) 

Относительные вероятности встретить, соответственно, 2 и 4 частицы равны 

(45) 

an =а~ [(2:)3] n/2 ф;.. (46) 

Тогда lanl2 совпадает с вероятностью найти n частиц. Из (44) и (46) следует, что 

1 
т.е. а2 = ,/}.' (47) 

Таким образом, в КЮI<дом из двух собственных состояний с равной вероятностью 
можно найти 2 или 4 частицы. Вероятность рождения пары частиц мы получим, 
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вычислив элементы матрицы 8 = ei11 • Из (43) и (47) находим (Snm = Е а~"еiчат") 
" 

(
15"'3 Л2 

) 
822 = cos -2- (21Г)5 у1;Е ' 

( 
15v'З ,\

2 
) 

824 = i sin - 2 - (21Г )2 vJ;E , 
(48) 

поэтому сечение рождения пары равно 

1Г • 2 ( 15v'З Л2 
) Qрожд.пары = k'2 Stn -2- (21Г)5 y'iJ; . (49) 

Когда значение к0 полной энергии приближается к 4х, это сечение обращается 
в нуль, как (к0 -4х)712 (см. (59)). Однако в зависимости от значения постоянной,\ 
сеченле рождения пары может обращаться в нуль при нескольких других больших 
значениях сталкивающихся частиц. 

Сечение рассеяния оказывается равным 

411' . •( 15V3 ,\
2 

) 
Qpacc = k12 sin -4- (21Г)5 y'i;L. . (SO) 

Сечение Qpacc также обращается в нуль вместе с [4, поскольку в силу приюrrых нами 
предположений рассеяние осуществляется косвенио через рождение виртуал1>ной 
пары. 

Сохранение в правой части (56) члена вИда (- - - + + +) значительио услож
нило бы все соотношения. Решение уравнения Шредингера не имело бы nид (41), 
так как при n = 4 в правую часть (42) входит член, зависящий от импульсов частиц. 

б) Множественное рuждение частиц 

В отличuе от предъщущего раздела, прмположим, что масса покоя частиц 
очень мала по сравнению с ux полной эиерrией, и ттоэтому запаса, полной :щ:ергии 
оказывается достаточно для рожденнп :щ один акт сщщщовения очень большого 
числа часпщ. В качестве взаимодействия примем сначма, взаимодействие (З6) 
с полным набором членов. 

а) Множественное рождение 'fастиц при tщщмодействцц (36). ПQЛУЧитп точное 
решение уравнения Шредингера в этом слуqае не удается, даже если п перnом 
пр}fближении положить ~ = О, tю приб.пижеинgе решение ПИда (41) МРЖНО 
по,пучить по методу Рптца: допустить ~ ср1щf1ению толькР волнс~пwе фущmии 
вида (41) и искflТЬ те значеция коэффицffентов а~, при кoтopf:tlx среднее оперптора 
достигает экстремума. 

»так, как в ( 41) и ( 46), необходимо JJзять фущщию 

(51) 
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Для среднего значения оператора Т/ получаем 

'""" * '"""15 Л2 
..jn!(n+2)! a~an+2 

L..J'rfanan= L..J - -( )5 ( )' ~ Х п 8 27Г n-2. yinin+2 

x/dk1 dkn-2;«-1 dk~;«-1 dk~+2[б]+ 
ko ... ko ko , ko' ko 11 ••• ko 11 
1 n-2 n-1 п п-1 n+2 

20 Л2 п! a~an / dk1 dkn-3 / «-2 ~ / «-2 dk~ 
+S(27Г)5(n-3)!L kО···-,т- -ko , ... ko' -ko 11 ···kо 11 [б]+ 

п 1 n-3 n-2 п n-2 п 

15 Л2 
..j(n-2)!n! а~ап-2 / dk1 dkn-4 / «-3 ~ / «-з «-2 

+S(21Г)5 (п-4)! .д;:r;:;_ kО".-,Т- -ko , ... -ko' -ko ,,-ko "[б}, 
п п 2 1 n-4 п-3 п n-3 n-2 

(52) 

где [ б] в правой части - сокращенное обозначение выражения 

[б]=б(2:k+ 2:k')ь(к0 - I:k
0

- 2:k
0
') х 

xь(2:k'-2:k11)б(2:k0' -2:k0
"). (53) 

Вычисляя интегралы по формуле (53), преобразуем (52) к виду 

L Т/а~ап = ~: (2:) 3 К02 L: [ /<п + 2)(п - 1)а~ап+2 + 

n +4(п-2)а~ап+/п(п-3)а~аn-2]· (54) 

Если ввести для краткости обозначение 

(55) 

то из требования экстремальности получаем уравнение Шредингера 

Полагая 
( п2 1) !2(n- l)/2 

ап = Ьп, 
..jп!(п - 1) 

(56) 

запишем его в менее громоздком виде 

(Ьп = (п - 1)Ьп+2 + 4(n - 2)Ьп + nЬп-2· (57) 

Это уравнение допускает точное решение. Чтобы найти его, представим Ьn в виде 

f dt 
Ьп = tn+I j(t). (58) 

Подставив (58) в уравнение (57) и проинтегрировав по частям, получим для j(t) 
дифференциальное уравнение 

J't(I + 4t2 + t4
) = J [3 + (( + 8)t2 

- 2t4
] (59) 
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с решением 

Рис. 2 

5 (•6 5 ~ 

f ( t) = t3 ( t2 + 2 + УЗ ) - 4- 4v'3 ( t2 + 2 - УЗ) - 4 + м. (60) 

t 
Если интеграл в (58) брать по контуру, изображен

ному на рис. 2, то при больших n коэффициенты Ьn 
будут убывать с возрастанием п как (2 + VЗ)-n/2 • 

Именно такой закон убывания Ьn следует потре
бовать в качестве граничного условия к уравнению 
Шредингера (57), так как другое решение, при кото
ром Ьn экспоненциально возрастают с увеличением п 
нельзя было бы нормировать (и при всех конечных п 
пришлось бы положить Ьn =О). Решения уравне
ния (57), как нетрудно видеть, распадаются на две 
независимые группы, а именно: решения только 

с четными и только с нечетными п. Поскольку мы 
намерены исследовать столкновение двух частиц, нас будут интересовать только 

решения первой группы. Итак, пусть 

ь. ~ { ! :,,f(t) при нечетных п, 

при четных п. 
(61) 

Решение уравнения (57) (так же, как и все обычные функции Шредингера 
квантовой механики) должно удовлетворять краевому условию не только на бес
конечности, но и при п = О должно выполняться равенство Ьо = О, так как 
в противном случае при п = 2 нарушилось бы уравнение ( 57) (существование 

где 

О частиц запрещено законами сохранения). Равен-
s ство Ь0 = О определяет (при заданном контуре ин-

тегрирования, изображенном на рис. 2) собственное 
значение ( (и тем самым матрицу ТJ) уравнения (57). 

Выражение (58) можно несколько упростить, если 
вместо t ввести новую переменную интегрирования, 
задав ее при помощи соотношения 

t 
( = ' 

F+f 
(62) 

Рис. 3 где а = 2 - VЗ, ~ = 2 + VЗ. Произведя замену 
переменной, получим из (58) и (60) 

[ 
а.2]({-3)/2[ (1 )]n/2 Ьn = f ds s{-I 1 - а.2 + 
82 

а 
82 

- l , (63) 

1 ( - 6 '= 2 + 2VЗ. 
Контур интегрирования показан на рис. 3. В качестве граничного условия для 

определения собственных значений ' 

[ 

2 ] ({-3)/2 

Ьо = f ds i-1 
1- а.2 + : 2 =О. (64) 
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Так как а= 0,268, то а2 = 0,0718, и можно разлагать по степеням а2 в надежде, 
что уже первый член разложения позволит достичь точность, достаточную для 

качественных выводов. Собственные значения { оказываются равными 

( 

1 (!f )! ) 
{ = l -а (k)!(-~) , (65) 

где l - любое положительное целое четное число (l = 2, 4, 6, ... ). Приведем их 
численные значения: 

{ = 2,072; 4,003; 6,000; 8,000; ... , 

( = -0,55; 6,12; 13,00000; 20,0; .. . 
(66) 

Как показывает исходное выражение (55), оператор 'Г/ должен быть положительно 
определен, что на первый взгляд противоречит отрицательности низшего собствен

ного значения (см. (66)). Причина кажущегося противоречия заключается в том, что 
в действительности мы исходили не из оператора, задаваемого соотношением (35), 
а из взаимодействия, которое получается из (35) при перестановке операторов 
и соответствует выражению (35) лишь при высших квантовых числах. 

Решение (63) необходимо еще нормировать. Поскольку для этого нам потребу
ется составить ряд 

'°' la 12 = '°' [(~ )!]22n-1 IЬ 12 
L., n L., n!(n - 1) n ' 

" " 
(67) 

воспользуемся соотношением 

n=2,4,6, ... 

[("~1)!2n-1] 
11 

7r 
----z = --~ при Jzl < 1. 

n!(n - 1) 2 
(68) 

Из него и соотношения (63) следует, что 

(69) 

(суммирование проводится только по целым п). При интегрировании по t напра
вление обхода должно быть противоположным направлению обхода, выбранному 

при интегрировании по s, так как отдельные члены в правой части (67) имеют 
вид Ь~Ь". Полагая 

а2 +(1-а2)s2 =и, a2+(1-a2)t2 =v, 
получаем после несложных вычислений 

'°' lanl2 = - 7r J dиf dv(uv)({-З)!2 Juv - а2. 
L.J 2(1 - а2) 3 

n 

(70) 

(71) 

В приближении, в котором { можно положить равным просто положительному 
четному числу, точное равенство (71) можно заменить следующим: 

'°' 2 27r
3 

( 1/2) ( 2){12 
L., la"1 ~ - (1 - а2)З {/2 -а . (72) 
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Лишь ддя низшего собственного значения погрешность этой приближенной фор
мулы достигает нескольких процентов. 

С той же точностью получаем из (63) следующие выражения ддя коэффициен
тов an: 

(1- ,,,2)3/2 t: .... при п = ", 

( п/2) (-l)(n-{)/2(n;1)1 {!({-1)2(n-Of2a(n-Ш2(1-a2)3/2 при п;?:{, 
{/2 (У)! n!(n-1) 

( 
({ - 3)/2) ( n;I )! {!({-1) 

2
(n-{)/2,,,({-n)/2 (l _ ,,,2)3/2 ~ t: 

({ _ п)/2 ( ~ ) 1 n!(n-1) .... .... при n """'._ 

(73) 
({ и п всегда положительные и четные). 

Нетрудно видеть, что коэффициенты an имеют максимум в точке п = {, справа 
и слева от которой они убывают по все возрастающей степени параметра а. 

Вероятность рождения п частиц при рассеянии также находим из элементов 

матрицы S: 
(74) 

Так как из (55) и (63) следует, что 

15 л2ко
2 

[ ( 1)] 11= --- -6+2VJ {- -
16 (27Г) 3 2 ' 

то 
2 02 

_ { 15 Л К ( г;;) ·} '""" * iA{ 82,n - ехр -
16 

(21Г)З 6 + v 3 z L.J аце an{, 
{ 

(75) 

где 

15VJ л2к02 

А-----
- 8 (27Г) 3 • 

(76) 

Подставляя (73) в (75), получаем с точностью до высших членов относительно а2 

Наконец, в том же приближении получаем ддя вероятности Wn = JSi,nl рождения п 
частиц выражение 

(78) 

Конечная формула (78) показывает, что при выбранном нами за исходное 
взаимодействии (36) взрывообразные множественные процессы не возникают. Это 
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утверждение остается в силе независимо от величины постоянной >. или энергии к0 . 
Действительно, из (78) прежде всего следует, что при малых значениях >., т. е. при 
малых значениях А, вероятности w 4 , w6, ... малы и имеют порядок А2 , А4 , .••. 

К единице приближается только вероятность w2 • (Из формулы (78) этого не видно, 
так как она соответствует лишь первому приближению.) При п = 2 формула (78) 
дает независимо от А значение w2 = 0,82. По отклонению w2 от единицы можно 
судить о точности формулы (78), которая за счет суммирования при вычислении 
промежуточных результатов (74)-(77) стала значительно меньше, чем точность 
формул (65), (72) и (75). Но и при максимальном значении А, а именно, при 
sin А = 1, вероятности ведуг себя примерно следующим образом: w2 = 0,82; 
W4 = 0,23; w6 = 0,084 и т.д., т.е. с ростом п вероятности Wn быстро убывают. 
Среднее число частиц составляет около 3. 

Полученный нами результат несколько расходится с тем, что можно было бы 
ожидать, исходя из типа взаимодействия (36) (постоянная >. имеет размерность 
длины), а именно: истинно множественного рождения новых частиц при достаточ
но высокой энергии сталкивающихся частиц. Вместе с тем из соотношения (78) 
видно, что скорость убывания вероятностей Wn с ростом n зависит от численного 
значения постоянной а и, следовательно, от выбора коэффициентов в уравне
нии Шредингера (57). Это означает, что необходимо считаться с возможностью 
возникновения других процессов при ином выборе коэффициентов. В нашем 
случае численные значения коэффициентов были выбраны лишь по аналогии 

с взаимодействием J dr dttp6
, в то время как одни лишь требования теории отно

сительности и квантовой теории ничего не говорят о значениях коэффициентов. 

Поэтому мы займемся сейчас исследованием тех изменений, которые возникают 
при варьировании коэффициента при среднем члене в правой части (57). 

/3) Множественное рождение частиц при модифицированном взаимодействии. 
Подставим вместо коэффициента при среднем члене в правой части (57), равного 4, 
неопределенное значение 4а, и выясним, как ведуг себя Ьn при очень больших n. 
Полагая 

(80) 

где функция g(n) должна медленно изменяться в пределе при больших n, и отбра
сывая в (57) все члены низшего порядка, получаем характеристическое уравнение 

] + 2ах2 + х4 = О (81) 

с решением 

х2 = -а± Va2=1. (82) 

Правая часть равенства (82) может быть вещественной, как в рассмотренном на
ми случае а = 2. Тогда одно решение больше единицы, другое - меньше единицы, 
и Ьn с возрастанием п либо экспоненциально возрастает, либо экспоненциально 

убывает. Но правая часть равенства (82) может быть и комплексной (при ial < 1). 
Тогда оба решения по абсолютной величине равны единице, т. е. lxl = 1. Оба реше
ния уравнения (57) при этом одинаково ведуг себя на бесконечности в отношении 
сходимости, поэтому необходимость в постановке краевого условия на бесконеч
ности отпадает. Спектр собственных значений непрерывен, краевое условие Ьо = О 
определяет только решение уравнения (57) с соответствующим значением (. Таким 
образом, случаи lal > 1 и ial < 1 относятся друг у другу, как, например, дискрет
ный и непрерывный спектр собственных значений атома водорода. Напрашивается 
мысль о том, что при непрерывном спектре, т. е. при lal ::::; 1 решения уравне
ния (57) описывают множественное рождение частиц, в то время как в случае 
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дискретного спектра (lal > 1) решения ведуr себя качественно так же, как это 
описано в предыдущем разделе. Исследуем теперь предельный случай а = 1, при 
котором, как следует из (82), спектр уже непрерывен. В качестве исходного мы 
выбираем взаимодействие 

15 10 15 
л2 j dr dt -(- - + + + +) + -(- - - + + +) + -(- - - - + +) 

'Гf= - 2: 8 8 8 . 
уз k,,".,k6 Jk~, ... , k~ 

(83) 
Решение получаем точно так же, как в предыдущем разделе. Уравнение 

Шредингера имеет вид 

(Ьп = (n - l)Ьn+2 + 2(n - 2)Ьn + nЬп-2· (84) 

Подставляя (58), сводим его к уравнению 

/'t(l + 2t2 + t4
) = /(3 + (4 + ()t2 

- 2t4J, 
допускающему решение 

f=t3(1+t2)-512
ex {- (+

3
} р 2(1 + t2) 

Вводя новую переменную 
t 

s=---
y'l+t2' 

получаем 

! ( 1 ) n/2 { ( + 3 } Ьn = dss2 
82 

-1 ехр -
2

- (s2- l). 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

Контур интегрирования необходимо выбрать так, чтобы при интегрировании 

по частям внеинтегральные члены уничтожились. В остальном пределы интегриро

вания произвольны. При '13 >О наиболее общее решение уравнения (57) (с точ
ностью до тривиального постоянного множителя) имеет вид 

(89) 

Постоянную 1' необходимо выбрать так, чтобы обратить в нуль Ь0 • Тем самым 
решение будет определено с точностью до нормировочного множителя. Положим 
для краткости 

Тогда при п = О 

следовательно, 

~= (+з_ 
2 

+ioo ! ds s2e{(s2-1) = -~.J1Г'СЗ/2е-(, 
-ioo 

+1 

1' = -i Jке12 j ds s2e~s2. 
-1 

(90) 

(91) 

(92) 
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Из (89) получаем простые выражения для низших коэффициентов Ьn: Ь2 = 2, 
Ь4 = 4{ - 6 и т.д., Ьn - полином степени (п - 2)/2 (см. приложение II). 

Для дальнейших исследований необходимо прежде всего установить, как Ьn 
ведут себя при больших п. Ответ на этот вопрос проще всего получить, вычислив 

интеграл (89) по методу перевала. Седловые точки соответствуют четырем значениям 

±1±i~n 
so~ --- -V2 2( 

(93) 

подынтегральное выражение правой части (89) ведет себя в этих точках, как 

±i~(-l)n/2 ехр { ±i~ - ~ + 4{(s - so)
2 + ... }· (94) 

Интеграл (89) берется по контуру, изображенному на рис. 4. При больших п 
получаем: 

(95) 
+ioo 

/ ~ -i(-l)n/2~~ sin ..Jinf.e-Ф. 
-ioo 

Из (89), (92) и (95) следует конечный результат: 

+1 

Ьn ~ (-1)п/2~~е-Ф (cos y'2ni. - {312 sin y'2ni. 5к / ds s2e{
82

) (96) 

(при п -> оо ). 
Если провести аналогичные вычисления при 

отрицательных значениях {, то вместо периоди -

ческой функции e±i~ мы получим экспонен
ту e±i~. Коэффициенты Ьn при больших п 
возрастают, как е+~, что противоречит кра
евым условиям. Это утверждение справедливо 

при любом отрицательном значении ~. Сле
довательно, при отрицательных ~ уравнение 
Шредингера (84) не имеет решений, удовле
творяющих граничным условиям; непрерывный 

спектр собственных значений охватывает только 
все положительные значения ~. 

Из (56) и (96), используя формулу Стирлин
га, получаем 

-1 

(f; -l+i 
х --

12 

Рис. 4 

4г;з +1 

an ~ (-1)1112 i у ~е-{/2 ( cos J2ri"l - е12 sin ..Jini. / ds s
2
e{

82

) 

-1 

(при п --> оо ). 

(97) 
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Ряд 2:: lanl2 при больших n расходится. Этого следовало ожидать, коль скоро 
n 

спектр непрерывен, так как, например, в случае непрерывного спектра функ
ция Шредингера для атома водорода в обычном смысле не нормируема. Чтобы 
осушествить нормировку при непрерывном спектре, можно либо рассмотреть ко

нечный интервал {, либо произвольно ввести нормировочный объем и тем самым 
искусственно превратить спектр в дискретный. В нашем случае нормировочному 

объему соответствовало бы сушествование максимального числа N частиц. Гипотезе 
о существовании максимального N можно придать физический смысл, если учесть, 
что отношение к0 /х устанавливает максимальное число частиц, определяемое 
законами сохранения, которое, хотя и очень велико, но отнюдь не обязательно 

должно быть бесконечно большим. Итак, будем считать, что существует максималь

ное конечное число частиц N, которое очень велико. Тогда спектр собственных 
значений { дискретен и собственные значения определяются соотношением 

V2if1. = 1Гl + б(() (l - целое число), (98) 
следующим из (97), причем постоянная фаза медленно изменяется в зависимости 
от (. Так как N очень велико, то приближенно можно произвести замену 

Е~ ..;шf-5_· 
{ 27r ~ 

Для нормировки получаем из (97) 

t 1•.1
2 

= ~2 ~,-<[1- (~'1' J. J dн'"") '] 
Нормированное решение имеет вид 

(при n-+ оо), где 

( I)n/2y12 
an = -~ cos ( ifi:rJ. + ь) 

nN 

+1 

(99) 

(100) 

(101) 

б = arctg ( е12 ~ ! ds s
2

e<
12
). (102) 

-1 

Аналогичным образом получаем из (56), (89) и (100) нормированное значение а2: 

а2 = ( 4 {32 е{/2 cos б. 
У;-& (103) 

С возрастанием ( это значение а2 убывает, как e-U2 • 

После того, как мы составили полное представление о возможных типах nоJJе
дения решений уравнения Шредингера, можно перейти к JJЫчислению элементов 
матрицы S и тем самым к вычислению вероятност» рождения определенного чttсла 
частиц. Из соотношения (55) следует, что фаза 'Т/ определяется JJЬ!ражением 

15 л2к02 
( 3) 'f/=---(2{-3)=B ~--

16 (211")3 2 ' 
(104) 

(105) 
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Это означает, что при больших n элемент матрицы S имеет вид 

00 

v'2N 1 d{ * iq S2п = -- па2.е ап•:::: . ' 211' v { ,, ,, 
о 

00 

,/2N 1 d{ ~2 ( I)n-2v'2 = -- --{4 -е{/2 соsб - cos ( ~ + б)еiВ({-3/2). 
211' У{ 1ГN ~ 

о 

(106) 

При больших значениях В и n этот матричный элемент целесообразно вычислять 
приближенно по методу перевала, так как подынтегральная функция представляет 
собой произведение медленно изменяющегося множителя и быстро изменяюще

rося множителя. Седловая точка находится при {о = n/2B2
• Значение фазы, 

соответствующее этому значению {0 , обозначим 6о. Тогда 

(
2n) 3/2 е{о Ко 

Wn = IS2nl
2 = - - 5 соs

2бо при n :;;)> 1, - >2В2 :;;)>1. 
' 1Г 2В х 

Ход Wn в зависимости от n показан в-2 
на рис.5. 

Мы видим, что вероятность рожде-
ния n частиц с увеличением n снача-
ла возрастает до некотороrо максимума, 2 

2 О,5В-соответствующеrо примерно 2В части-
цам, а при большем числе частиц экс
поненциально спадает. Среднее число 
частиц составляет ЗВ2 (см. приложение 
П, соотношение (126)). При больших В 
оно очень велико, как и должно быть 
для тоrо, чтобы выполнялось соотно-

шение (107). Если постоянная ..\ имеет 
величину порядка 1/х, то В всеrда очень 

t 

о 
2 
в 

2 2 
2В 3В 
п-

Рис. S 

2 
4В 

(107) 

велико, коль скоро к0 > х. Условие к0 /х > 2В2 , как правило, не выполняется 
и для тоrо, чтобы была верна формула (107), ero необходимо требовать допол
нительно, поскольку среднее число частиц не может превосходить максимально 

возможное число частиц. Если В велико, а неравенство к0 /х > 2В2 не выполнено, 
то первичная энергия в общем случае распределяется на множество «порций» 

величиной порядка х, среднее число частиц имеет порядок к0 /х, но этот случай 
подробно не исследован. 

Формула ( 107) позволяет вычислить распределение энерrии возникающих при 
столкновении частиц. Как следует из (41) и (59), вероятность тоrо, что при 
столкновении возникает n частиц и любая из n частиц находится в элементарном 
объеме dk импульсноrо пространства составляет 

dk 1 dk2 dkn 1 
dw = nwn ко k~ . . . kg In . 

При х ~ О это соотношение с учетом (39) сводится к соотношению 

dk (к02 - 2K0k)n-з 
dw:::: Wnkn(n - l)(n - 2) Ko2n-411' 

24 Зак. 6 

(108) 

(109) 
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Суммируя поп, получаем спектральное распределение. Если вероятны большие 
значения п, т. е. если выполняются условия, при которых можно пользоваться 

формулой (109), то подавляющая часть спектральной интенсивности сосредоточена 
в области малых k порядка к0/4В2 • В этом случае сумму по п, можно заменить 
интегралом по ~0 , а вместо (1-2k/ к0) подставить выражение e-2

k/K
0

• Из (107), (109) 
и (102) находим число dz частиц с энергией, заключенной в интервале от k до k+dk: 

00 ( ~ ) 32В6 
2 J { 4kB

2 
} d 4 J 2 ,2 

dz = К02 dk k; ~ ехр - ко ~ ~4 d~ arctg ../1i ds s е . 
о о 

(110) 

В двух предельных случаях выражение (110) удается упростить: 

dz 

dk 

sв4 
КО 

_ 32В6 
[79 641 (4kB

2
) ] dz - --2 dk k - - -

6 
ко + ... 

ко 8 1 

4kB2 

при ко ~ 1, (111) 

4180В6 (4kB)-11l2 

dz=-- - kdk 
1ГК02 ко 

4kB2 

при ко > 1. (112) 

При величине ( 4kB2 
/ к0) порядка 1 

интеграл (110) можно найти числен
но. В результате вычислений получается 

спектр, представленный на рис. 6. Ин
тенсивность, т. е. энергию, приходящую

ся на интервал dk, можно найти путем 
умножения спектральной кривой на k. 

Итак, взаимодействие (83) приводит 
к возникновению взрывообразных про
цессов множественного рождения, к ро

ждению многих частиц за один един

ственный акт. Сравнение результатов это-

Рис. 6 го раздела с результатами, полученными 

в разделе Пб, а отчетливо показыва
ет, каким образом изменение численного 

значения коэффициента при среднем члене взаимодействия влияет на весь тип 
решения. Тем самым нами получен ответ на вопрос, поставленный в части 1: верно 
ли, что матрица Тf, обладающая во всех задачах рассеяния дискретным спектром, 

может в принципе обладать только дискретным спектром, или же при определенных 

условиях у нее появляется и непрерывный спектр? Результаты проведенных в этом 
разделе вычислений показывают, что непрерывный спектр собственных значений 

может (но не обязательно должен) возникать тогда, когда запаса полной энергии 
достаточно для рождения бесконечно многих частиц, т. е. если речь идет о частицах 

с нулевой массой покоя. Если же взаимодействие таково, что приводит к непре

рывному спектру собственных значений, то могут возникать истинные процессы 
множественного рождения, т. е. рождения при каждом акте лишь конечного числа 

частиц. Если частицы обладают отличной от нуля массой покоя, но запаса полной 
энергии достаточно для рождения очень большого числа частиц, то, хотя спектр 

матрицы '!/ всегда дискретен, он состоит из очень большого числа собственных 

значений, расположенных весьма плотно. Истинные процессы множественного 

рождения могут возникать и в этом случае, но число частиц ограничено свер

ху законом сохранения энергии. Выражаясь несколько неточно, можно сказать, 
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что возникновение взрывообразных процессов множественного рождения непо

средственно связано с существованием непрерывного (или почти непрерывного) 
спектра собственных значений матрицы 11. 

111 

ОБЗОР ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Результаты несколько сложных вычислений предыдущего раздела можно ре
зюмировать следующим образом: если вместо энергии взаимодействия в функции 
Гамильтона аналогичное выражение задано в качестве 11-матрицы, то любая задача, 
связанная с рассеянием, испусканием и поглощением элементарных частиц, может 

быть точно решена. Для чистых процессов рассеяния определение собственных 
значений матрицы 11 эквивалентно обычному методу разложения падающих волн 
по сферическим функциям и определения 11щ;тоянных фаз в отдельных сферических 
волнах. Для процессов испускания и поглощения задача на собственные значения 
матрицы взаимодействия не имеет столь простого аналога среди известных ныне 

методов. Тем не менее при слабом взаимодействии результаты получаются прак
тически такими же, как в современной теории, поскольку в случае очень слабого 

взаимодействия одна теория переходит в другую. 

Все же 17-матрица оставляет для будущей теории более широкие рамки, чем 
функция Гамильтона, поскольку позволяет вводить взаимодействия, не имеющие 

аналогов в духе принципа соответствия с силами в классических теориях. Такие 
расширенные взаимодействия могут приводить, например, к сечениям рассеяния, 

которые в пределе произвольно больших энергий сталкивающихся частиц стремятся 
к постоянному значению и тем самым позволяют придать ясный физический смысл 
понятию радиуса частиц. 

Наконец, теория с заданной 17-матрицей позволяет рассматривать задачи о столк

новении двух частиц с очень большой энергией, при котором рождается сразу много 

новых частиц. Анализ таких процессов принципиально недоступен современной 

теории из-за трудностей, связанных с появлением расходимостей, и эксперимен

тальных данных о них имеется немного. Матрица же взаимодействия позволяет 
описывать их до мельчайших подробностей, хотя пока остается неизвестным, допус
кает ли описание с помощью простой 11-матрицы экспериментальное обоснование. 

В целом, преимущество рассмотрения физических проблем на основе 11-матрицы 

по сравнению с традиционным подходом состоит в полной устранении всех 

расходимостей, что позволяет на все физические вопросы давать ответы, заведомо 

удовлетворяющие требованиям квантовой теории и теории относительности. 

Вопрос о виде самой 11-матрицы пока остается без ответа, и, как показано 

в части 1, нет оснований ожидать, что матрица взаимодействия будет иметь особенно 
простой вид. Наоборот, следует предполагать, что построить эту матрицу позволят 

условия совершенно иного рода. 

Другой вопрос, на который пока также не удалось найти ответа, относится 

к наглядному содержанию теории: поскольку 17-матрица не содержит никаких 

утверждений относительно поведения волновых функций в областях конфигураци
онного пространства, в которых частицы сближаются, то остается неясным, в какой 
мере в новой теории вообще возможна пространственно-временная локализация 
процессов. В то время как для задачи на собственные значения существенна лишь 

подматрица матрицы 11, соответствующая одному вполне определенному значе

нию полной энергии и полного импульса, в вопросах локализации играет роль 

зависимости между подматрицами с различными значениями энергии-импульса. 

Исследование этих зависимостей мы вынуждены отложить до следующей работы. 
24' 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 

1. Интегралы по импульсному пространству 

In = ! ~1 
••• ~ б (К - 2: 1ч) о ( к0 

- 2: k7). (113) 

При n = 2 вычисление интеграла производится элементарно. При К = О 
получаем 

(114) 

при К= О и находим при помощи преобразования Лоренца (In - релятивистский 
инвариант): 

(115) 

Высшие интегралы In необходимо вычислять отдельно для н = О и для к0 
- nн ~ н. 

а) При н =О из соображений размерности получаем (при К= О) 

02п-4 In = с,,К , 

следовательно, при К ::/= О 
In =Сп (Ко2 - К2)п-2. 

Из (113) и (117) при К= О находим 

т.е. 

L _ ! dk [(Ко_ k)2 _ k2)n-2 _ 1Г Ko2n-2 _ Ko2n-2 
n+I - k Сп - n(n _ l) Сп - Сп+\ , 

Сп+~ = n(n - 1) Сп' 

Из (115) и (119) методом полной индукции получаем 

2 11-\ 
In = 1Г Ko2n-4 

(n - l)!(n - 2)! · 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

(120) 

б) При к0 
- nн ~ н воспользуемся разложением k0 = н + ~ + . . . и в первом 

приближении (при К= О) положим 

In =н-"(21rТ4 J dr J dt / dk1 ... knexp{ i [- °L:lчr-(k0 -те- "Е ~!)t] }· (121) 

Интеграл по t необходимо брать от -оо до +оо над вещественной осью, чтобы 
интеграл по 1ч сходился. Производя вычисления, получаем: 

In = н-"(211Т4 j dr j dt( 2~1Гy
111

\xp { i[- ~; r2 
- (К0 

- nx)t]} = 

= н-11 (27Г)-4 f dt (~:) Зn/
2 

(::~) 
312 

ехр {-i(K0 
- nн)t} = 

(27Г)З(n-1)/2х(n-З)/2(Ко _ nн)(Зn-5)/2 
=~~~~~--..,.~-:--~~~~ 

I (э•-s) 1 
п2 2 • 

(122) 
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11. Полиномы, связанные с уравнением (84) 
Из частного решения (89) разностного уравнения (84) следует, что коэффици

ент Ьn - полином степени (n/2 - 1) по {. Так как Ь2 = 2, то несколько первых 
полиномов легко найти из разностного уравнения 

Получаем: 

(n - l)Ьn+2 + 2 ( n - { - ~) Ьn + nЬn-2 = О. 

Ь~ = 2, 
Ь4 = 4{- 6, 

ь6 = ~(8{2 
- 40{ + 34), 

Ь8 = -
1
-( 16{3 - 168{2 + 436{ - 266), 

3·5 

Ь10 = - 1 
-
7 

(32{4 - 576{3 + 3 072{2 - 5 472{ + 2 630) 3. 5. и т.д. 

(123) 

Эти полиномы обладают интересным сходством с известными системами по
линомов: сферическими функциями, полиномами Ляrерра, Эрмита и Чебышева. 
Как и все перечисленные нами полиномы, Ьn ортогональны при умножении 

на соответствующий вес. У известных систем полиномов вес имеет вид довольно 
простой функции: у полиномов Лягерра ez, у полиномов Эрмита e-z, у полиномов 
Чебышева l/~. В нашем случае вес имеет весьма сложный вид и определя
ется уравнением (100). Нормировочные коэффициенты an должны удовлетворять 
по общим законам теории преобразований соотношениям ортогональности: 

00 

v'2N j d{ * _ { 1 при n = т, -- --а а 2'11" .J"i. n n - О при n f т. 
о 

(124) 

Вес, делающий ортогональным произведение ЬnЬт, как нетрудно видеть из (100), 
с точностью до несущественных численных множителей равен 

[ 

+1 2]-1 ( ../{ ) 
Jl.{312

e{ 5я н(е12 5я / dss2e{•
2

) = d{{; arctg ~ / dss
2
e

82 

" (125~ 
-1 о 

При больших {этот вес ведет себя, как .J"i.e-{, а при малых {-.как {312
• Если в (124) 

подставить нормированные (с помощью соотношений (56) и (100)) значения an, то 
значения следующих определенных интегралов получаются целочисленными ( n -
положительные целые числа): 

00 ../{ 

Pn = ~ / d{ (l{)n ~ arctg ( ~ / ds s
2
e

82

). 
(126) 

о о 

Приведем значения этих интегралов для нескольких первых n: 

Р1=1, Р2 = 3, Рз = 13, р4 = 79, р5 = 641, Р6 = 6579. 



НАБЛЮДАЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

В ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ. 111* 

В дополнение к двум предыдущим статьям показано, что введенная в них 11-мат
рица определяет и дискретные стационарные состояния системы. Приведен полный 
расчет простой модели теории элементарных частиц. В этой модели существуют эле

ментарные частицы без электрического заряда и момента импульса, которые взаимо

действуя, могут не только рассеиваться друг на друге, но и образовывать составные 
частицы («атомные ядра»). Введенная нами 11-матрица дает полное описание всех 
«наблюда€МЫХ» свойств этих частиц. Во второй части работы выводится интеграль
ное уравнение, которое служит обобщением обычного волнового уравнения, и про

водится его квантование. Предлагая это обобщение, мы исходили из того, что в ин
тегральных уравнениях дальнодействие включено с самого начала, и поэтому не воз

никают трудности с расходимостью, стоящие на пути к построению обычных теорий. 

В предыдущих частях 1 и 11 этой серии статей 1> была предпринята попытка выде
лить из квантовой теории волновых полей понятия, которые могли бы сохраниться 
и в будущей теории элементарных частиц, то есть как бы установить верхнюю 
границу изменений или обобщений, которые еще предстоит испытать существую

щей ныне теории. Настоящая работа дополняет предыдущие в двух направлениях. 

В ее первой части излагается описание процессов рассеяния и столкновения с по

мощью 11-матрицы. Как будет показано, 11-матрица позволяет определять не только 
частоту столкновений, но и положение стационарных состояний. Следовательно, 
в 11-матрице содержатся все необходимые утверждения относительно наблюдаемых 
величин. Во второй части устанавливается своего рода нижняя граница цзменений 

существующей теории. Вторая часть не связана непосредственно с содержанием 
предыдущих работ (1 и 11). Более того, подобно традиционной теории, она исходит 
из функции Гамильтона и волнового уравнения и показывает, что уже известные 

взаимодействия элементарных частиц приводят к необходимости значительного 
расширения обычной схемы волнового уравнения. В целом обе части настоя
щей работы отвечают на вопрос, в каких пределах, верхнем и нижнем, следует 
изменить существующую теорию, чтобы она включала в себя будущую теорию 
с минимальными «припусками». 

1 

СЛЕДСТВИЯ ИЗ 17-МАТРИЦЫ 

а) 17-матрица как аналитическая функция 

В предыдущих работах было показано, что вся совокупность утверждений, ко

торые можно извлечь относительно процессов соударения и рассеяния, содержится 

'Die beobachtbaren Grossen in der Theorie der Elementarteilchen. Ш. - Zs. Phys., 1944, 123, Н.1-2, 93-112. 
Перевод Ю.А.Данилова. 

!) Heisenberg W. Zs. Phys., 1943, 120, 513 (Teil I); 1943, 120, 673 (Teil II). 
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в эрмитовой матрице 11, связанной с унитарной матрицей рассеяния S соотноше-
ни ем 

S=i". (1) 
Соответствие между 11-матрицей и стационарными состояниями связанной системы 
в работах приведено не бьmо. Поэтому, если для какого-то сорта элементарных 
частиц задана матрица взаимодействия 11, задающая сечения для всех процессов 
столкновения, то в прежнем варианте приходилось косвенным образом устана

вливать, могут ли две элементарные частицы или их большее число образовывать 

связанную систему, и определять энергии стационарных состояний последней. 

Этот досадный пробел в современной теории удалось восполнить благодаря за

мечанию Крамерса 2>, предложившего рассматривать матрицу (~ISlk?) как аналити
ческую функцию параметров состояния ki, k? и извлекать сведения о стационарных 
состояниях из особенностей поведения этой функции на комплексной плоскости. 

Матрица S связывает падающие и уходящие волны, то есть указывает, какой уходя
щей волной следует дополнить данную падающую волну, чтобы получить решение 

волнового уравнения. Так как с помощью преобразования от плоских волн можно 
переходить к системам сферических или каких-нибудь других волн, то относительно 
матрицы S справедливо более общее утверждение: она определяет, какие дополни
тельные волны (на бесконечности) следует присоединить к данной системе волн, 
чтобы удовлетворить волновому уравнению. В качестве исходной можно выбирать 
системы волн, обладающие столь низкой полной энергией, что соответствующие 
импульсы частиц ki будут мнимыми. Таким образом, можно задать волновые 
функции, экспоненциально убывающие по мере удаления к периферии (то есть 
на больших расстояниях от частиц). Для исходных функций найдется матрица S, 
которая дополняет их другими, например, экспоненциально возрастающими волно

выми функциями так, что вся система функций в целом удовлетворяет волновому 
уравнению, так как, если S - аналитическая функция переменных ~, k?, то она 
должна устанавливать соответствие между исходными и дополнительными функция

ми и при мнимых ki. Собственные стационарные состояния выделены тем, что у них 
отсутствуют экспоненциально убывающие функции, то есть нули матрицы S при 
мнимых kj указывают, где расположены стационарные состояния. Для собственных 
значений 11-матрицы полученный результат означает, расположение стационарных 

состояний определяется полисами 11-матрицы, лежащими на мнимой k-оси. 
Утверждение о том, что матрица S должна быть аналитической функцией 

аргументов, требует пояснении. Если матрицу S вычислять в простых случаях 
нерелятивистской волновой теории, когда функция Гамильтона задана неаналити
ческим потенциалом (например, «Потенциальным ящиком»), то она тем не менее 
оказывается аналитической. Следовательно, при заданной функции Гамильтона 
аналитический характер матрицы S может быть доказан при весьма общих пред
положениях. В настоящей работе мы не предполагаем существование функции 
Гамильтона и тем самым лишаем основы доказательство, поэтому аналитический 

характер матрицы S нам приходится просто постулировать. 
Нужно сказать, что на область допустимых 11-матриц мы накладываем более 

существенные ограничения, чем может показаться с первого взгляда. В частности, 

если 71-матрица содержит внедиагональные элементы, которые обуславливают воз
никновение новых частиц, то простая 11-матрица того типа, который рассмотрен 

в части 11, в критических точках шкалы энергий (то есть в тех точках, где возмож
но рождение новых частиц) не обладает достаточной «Гладкостью». Приведенные 

2) Я весьма признателен проф. Крамерсу за устное сообщение об этих важных идеях, опиравшихся 
на более ранние, не опубликованные исследования Крамерса и Воутхойзена, а также за различные 
другие замечания. 
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в части П соотношения приводят, например, к разрывам в сечениях рассеяния 
в критических точках, которые не существовали бы в теории, исходящей из функ
ции Гамильтона. Следовательно, допустимое поведение 77-матриц в критических 

точках целесообразно заимствовать из теорий с функцией Гамильтона и просто 

потребовать, чтобы 11-матрица в критических точках была такой же гладкой, как 

и 77-матрицы, вычисляемые по функциям Гамильтона. Чтобы ответить на вопрос, 
как выглядят допустимые 77-матрицы, в каждом отдельном случае необходимо 
провести дополнительное исследование. 

При принятых нами предположениях 77-матрица полностью определяет по
ведение элементарных частиц (в той мере, в какой оно наблюдаемо в смысле 
предыдущих работ). Таким образом, любая заданная 77-матрица в некотором смысле 
определяет модель теории элементарных частиц. Ниже мы подробно рассмотрим од
ну особенно простую модель такого рода. Эrа модель отличается от теории реальных 
элементарных частиц следующими упрощениями: 1) в ней существует лишь один 
сорт элементарных частиц; 2) эти частицы не обладают спином и удовлетворяют 
статистике Бозе; 3) электрический заряд частиц равен нулю; 4) не существует 
процессов, в которых элементарные частицы могли бы аннигилировать или рождать 

новые, то есть число частиц всегда постоянно. Элементарные частицы взаимодей
ствия между собой, могут образовывать составные частицы, включающие не менее 
двух элементарных частиц. 

б) Модель теории элементарных частиц 

Модель, удовлетворяющая всем перечисленным выше требованиям, как следует 
из соотношений (9) и (19) части 11, задается выражением для 77, име~щим вид 

(k' k' 1 1 k"k") = _!_ (k0 k01 k011 k0")-
112 [1 - 4н2 

]-l/

2 

х 
1 2 77 1 2 1Г 1 2 1 2 ( О' О') 2 ( / 1 ) 2 

k, + k2 - k, + k2 

х arctg (а 1 - -(k_?_' +-k-~'-)2_4~_2_(-k'-, +-k-~)-=-2). (2) 

(Обозначения те же, что и в части 11.) Как и в соотношении (19) части 11, очевидный 
множитель 

б(k~ + k~ - k~ - k~)б(k~
1 

+ k~1 

- k~" - k~
11

) 
опущен. Ясно, 'ITo при очень малых значениях постоянной а взаимодействие (2) пе
реходит в соотношение (9) части 11. Из-за множителей б в подкоренных выражениях 
вместо величин с одним штрихом могут стоять величины с двумя штрихами. 

Как и в части 11 вычислим прежде всего собственные значения q-матрицы (2) 
и сечения рассеяния для случая, когда имеются только две элементарные частицы. 

Собственные значения 77-матрицы можно получить непосредственно из фор
мул (9)-(15) части 11, заменив в них некоторые множители в соответствии 
с выражением (2). В обозначениях части 11 они равны, соответственно, 

770,0 = 2 arctg (а 4н2 

1 - ----------
(k?' + k~')2 - (~ + k~) 2 

= 2arctg(2v), 
(3) 

71п,т == О при всех других значениях n и т. 

Как известно, из многозначности функции arctg не следует многозначность 
собственных значений матрицы S. 
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Из формул (16) и (17) части 11 получаем сечение взаимодействия в системе 
центра масс: 

411' (av) 2 41Га2 

Q = k2 1 + (av)2 = ko2 + a2k2· 
(4) 

Если снова перейти в исходную систему координат, в которой, например, частица 2 
покоится (k~ =О), то, как следует из (3) и (4), 

41Га2 

Итак, при больших энергиях покоящихся частиц сечение взаимодействия 
убывает обратно пропорционально энерrии. 

Рассмотрим теперь стационарные состояния, в которых обе элементарные 
частицы связаны. Собственные значения 77-матрицы задают разности фаз уходящей 

волны eikr относительно падающей волны e-ikr. Если при достаточно малом 
значении к0 = k~

1 + k~' импульс k принимает мнимое значение, например, 
k = -ilkl, то «Падающая» волна имеет вид e-lk/r, а соответствующая ей «уходящая» 
волна - e+lklr. При 77 = ioo последняя обращается в нуль, и это дает условие 
существования стационарных состояний. Из (5) следует, что единственный полюс 
этоrо рода расположен в точке 

av=i, 

-ial : 0 1 = i. 

(6) 

(7) 

Такой полюс существует лишь при отрицательных значениях а. В этом случае из (3) 
и (7) получаем 

или, что то же, 

2 

(k~1 

+ k~')2 - (k~ + k~) 2 = к02 
- К2 = 4х2-а-. 

1 +а2 
(8) 

Итак, энергия покоя «атомноrо ядра», состоящеrо из двух элементарных частиц, 
равна 

-а 

Н2=Х ~· 
у 1 +а2 

(9) 

Эrа энергия покоя, как и должно быть, меньше суммы масс двух элементарных 
частиц. При lal > 1 эффект масс мал (l'V х/а2), частицы связаны слабо. 

Таким образом, в выбранной нами модели теории элементарных частиц образо
вание «атомных ядер» аналогично связыванию протона и нейтрона в дейтрон. Как 
и в случае дейтрона, мы имеем лишь одно стационарное состояние связанной ча

стицы. Любое возбуждение тотчас же приводит к распаду ядра на ero две составные 
части. 

Определив стационарные состояния связанной системы и сечение рассеяния, 
мы получаем все утверждения, какие только можно высказать о системе из двух 

элементарных частиц. На все остальные вопросы об этой системе эксперимент 
23 Зак. 6 
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также не дает ответа. Новые вопросы возникают, если связанную систему из двух 

частиц возмущает третья элементарная частица. Например, можно поставить вопрос 

о возбуждении составного «ядра» налетающей третьей частицей, приводящем к его 

распаду или о дефекте массы ядра, состоящего из трех элементарных частиц и т. д. 

На все эти вопросы 11-матрица (2) дает однозначный ответ. В качестве примера 
решения сложных проблем мы воспользуемся формулой (2) для вычисления дефекта 
массы одного из «Ядер», состоящих из трех частиц З). 

В случае трех элементарных частиц между любыми двумя из них возникает взаи

модействие вида (2). Приняв особое предположение, можно считать, что 11-матрица 
аддитивна, то есть 11-матрица· системы получается из парных 11-матриц без допол

нительного члена: 17 = 11( 12) + 11(23) + 11(31). Соответствующее допущение принима
ется (в большинстве случаев молчаливо) и относительно энергии взаимодействия U 
в функции Гамильтона: 

U = U(12) + U(23) + U(31). 

Его удается надлежащим образом обосновать, если переносчиками сил служат поля, 
описываемые линейным дифференциальным уравнением. В общем случае такое 
предположение следует рассматривать лишь как первое приближение. При рассмо
трении ядерных сил мы сталкиваемся с необходимостью учитывать многотельные 

силы 4>, которые лишь немногим меньше обычных взаимодействий. В том прибли
жении, в котором взаимодействие допустимо рассматривать как малое возмущение, 

аддитивностью обычно обладает не только U, но и '17· Однако при более точных 
вычислениях аддитивность U не обязательно влечет за собой аддитивность 17. Итак, 
принципиально нельзя ожидать, что из аддитивности U будет следовать адп.итив
ность 1], но принципиально нельзя ожидать также, что энергия взаимодействия U 
будет аддитивна. Тем не менее, мы условимся считать, что в рассматриваемом 
нами примере 17 аддитивна. Это позволит нам максимально упростить вычисления. 
В теории, которую мы построим, либо U (насколько можно определить энергию вза
имодействия), либо 17 аддитивны, а вид 11-матрицы задается условиями другого рода. 

Попытаемся, прежде всего, найти собственную функцию, симметричную отно
сительно трех частиц и приводящую оператор взаимодействия к диагональному виду. 

Среди различных решений задаваемого 11-матрицей уравнения Шредингера най
дется такое, в котором падающая и уходящая волна будут сферическими волнами, 

симметричными относительно центра масс. В этом решении ни одна из трех эле

ментарных частиц не обладает моментом импульса относительно центра масс. При 
значениях полной энергии к0 < 3х эта собственная функция в качестве «падающих» 
волн будет содержать, например, только экспоненциально затухающие волновые 

функции, а в качестве «уходящих» волн - соответственно, экспоненциально воз
растающие функции. Полюса собственных значений 11-матрицы дадут требуемые 

стационарные состояния. К этой группе принадлежит и самое глубокое стационар
ное состояние (возможно, что других стационарных состояний вообще нет). 

Итак, собственная функция с полной энергией к0 (предположим сначала, что 
к0 > 3х) должна иметь вид 

(10) 

з) Примечание при корректуре. Приводимое ниже решение проблемы трех тел по моему глубокому 
убежцению не безупречно. Несколько по внешним причинам значительные изменения в тексте 
невозможны, я изложу более точный вариант решения в одной из последуюших работ. 
4
) Primakoff Н" Ho/stein Т. Phys. Rev" 1939, 55, 1218. 
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где f - симметричная функция трех аргументов. Область значений, допустим?..11 

для энергии каждой из трех частиц, задается неравенствами 

о Ко2 - Зх2 
х ~ k ~ 2ко (11) 

(Верхняя граница соответствует состоянию, в котором импульсы двух частиц равны 
по величине и противоположны по направлению импульсу третьей частицы.) 

Для записи уравнения Шредингера необходимо предварительно вычислить 

результат действия на ф оператора (2) для какой-нибудь пары частиц (например, для 
частиц 1, 2). Чтобы избежать излишнего усложнения формул, введем сокращенное 
обозначение: 

(12) 

Тоrда 

о' -Величину k2 в правои части можно заменить выражением 

k~1 
= Jx2 + (kз + k'1)

2
, (14) 

а вместо k? + k~ всюду, кроме первой о-функции, подставить 

k? + k~ = к0 
- k~. (15) 

Для интегрирования по k; удобно ввести cos (k;, k~) = ( и интегрировать сначала 
по (, а затем по соответствующему азимутальному углу. Проделав эти операции, 
получим 

Пределы интегрирования по k?' равны, соответственно, 

о' к0 
- k~ kз 

k1 = 2 ± 2v· (17) 

Итак, действие оператора (k~k~l11lk 1 k2 ) на ф приводит к выражению, когороl: 
(с точностью до трех первых тривиальных множителей) зависит только от k~ 
и не зависит от кk~ и k~ в отдельности. Это позволяет представить f в виде 

(18) 
23* 
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Следовательно, уравнение Шредингера, в котором оператор действует на три 
пары частиц 12, 13, 23 распадается на три тождественных уравнения, отличающихся 
в зависимости от пары переменными k?, k~, k~. После некоторых элементарных 
преобразований каждое из этих уравнении приводится к виду 

[ 

+1/
2 о о ] 

71g(k~) = g(k~) + 2 j dy g (к ; kз + ykзv) 2 arctg (a:V-), 
-1/2 

{19) 

где 71 в левой части означает собственное значение оператора 71. 
Найти точное решение интегрального уравнения (19) и определить соответ

ствующее собственное значение мне не удалось. Но вполне хорошее приближение 
можно получить, заменив среднее от функции g в интервале -1/2 ~ у ~ 1/2 
значением в точке у= О. Это приближение тем лучше, чем меньше kзv- Следова

тельно, оно дает вполне приемлемую точность и на концах интервала (11). В этом 
приближении уравнение имеет вид · 

(20) 

Собственное значение мы тотчас же найдем, положив k~ = к0 /3: при такой 
подстановке множители g ( к0 /3) в правой и левой частях сокращаются, и остается 

71 = 6 arctg (а: 1 - -t-к-:-=:-:-i(-2 ) . (21) 

Так же, как и в случае двухчастичной системы, мы получаем полюс для 71 в точке 

а: 

4х2 

1 - ! ко2 + х2 = i. 
3 

Возводя в квадрат обе части, получаем в рассматриваемом приближении 
уравнение для массы покоя «атомного Ядра», образующегося из трех элементарных 
частиц: 

откуда 

Из уравнения {20) видно, что при 71 -+ оо собственная функция отлична от нуля лишь 

в точке k~ = к0 /3. Следовательно, в рассматриваемом приближении собственную 
функцию можно представить в виде 

g(k~) rv {j ( k~ - ~О). 
Соб~твенное значение (21) - не более, чем грубое приближение. Точное 

значение к0 можно попытаться получить из уравнения (19), по крайней мере, 
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при 1J -+ оо. Для этоrо совершенно не обязательно находить точное 
уравнения (19). Действительно, преобразовав уравнение (19) к виду 

+1/2 
0 2 arctg (а..;) j (к0 

- kg ) 
g(kз) = 1J - 2 arctg (а..;) 2 dy g 2 + ykзv , 

-1/2 

365 

решение 

(22) 

мы сразу получим, что при 1J -+ оо функция может быть отлична от нуля лишь 
в непосредственной окрестности особой точки а..;= i. Спрашивается, можно ли 
указать вто~е условие, определяющее положение особой точки? 

При К < 3.н интервал 
о кО2 - Зн2 

н~kз~ 2ко 

допустимых значений переменной k~ распадается на три области, отличимые по ха
рактеру поведения функции (22). При kg < (К0 

- н)/2 (область 1) переменная k~ 
лежит ниже интервала, по коrорому производится интегрирование в правой ча-

сти (22). При к°2-х < kg < к:;~"
2 

(область 11) переменная kg лежит внутри интервала 
интегрирования и при k~ > к:;:"2 

(область 111) - над интервалом интегрирования. 
Априори ясно, что особая точка не может лежать в областях 1 и 111, так как 

в противном случае уравнение (22) не имело бы смысла. Но особая точка не может 
находиться и в области 11, так как в противном случае интеграл в правой части при 
значениях k~ из окрестности особой точки не зависел бы от k~. Следовательно, при 
1J -+ оо мы приходим к решению типа 

0 2 arctg (а..;) 
g (k3 ) = const -----'--

1] - 2 arctg (а..;) 

Значение константы невозможно выбрать так, чтобы выполнялось уравнение (22), 
в чем нетрудно убедиться прямой подстановкой. Значит, особая точка может 
находиться только на границе между областями 1 и 11 или между областями 11 
и 111. То, что и в том, и в другом случае действительно получаются решения 
уравнения (19) при 1J-+ оо, можно доказать, рассмотрев решения уравнения (22) 
при конечных 1J и выполнив предельный переход 1J-+ оо. Если же предположить, 
что собственные значения существуют, то для определения к0 мы получим два 
уравнения, приводящих к двум различным собственным значениям в зависимости 
от того, где лежит полюс: на границе между областями 1 и 11 или 11 и 111. 

В первом случае 

О КО-Н 
kз = ---, 

2 

0 За2 
- 1 

к == 2 1 н, 
а + 

Во втором случае 

о Ко2 + Зн2 
kз == 4ко , 

К0 =н 
9а2 + 1 
а2 +1' 

4н2 

а 1- = i; 
ко2 - 2щко + н2 

g(kЛ ,..., 6 (k~ - а
2 

-
1 н). 

а2 +1 
(23) 

4н2 

1- = i; 
ко2 - 2kgкo + "2 

(ko) ,..., 6 (ko - За2 + 1 ) 
g з з vf(9a2 + l)(a2 + 1) . 
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Итак, мы получили два дискретных стационарных состояния «атомного ядра», 

сс::стоящего из трех частиц. Возможно, что у такого «атомного ядра» существуют 

и другие стационарные состояния, не принадлежащие к решениям типа (10). Масса 
покоя х3 ядра из трех частиц в нормальном состоянии определяется выражением 

за?-1 
Хз = а2+1 х. (24) 

Эта масса покоя, как и должно быть, несколько меньше суммы масс покоя трех 

частиц. При больших а дефект масс приближается к величине 4х/а.2 , что примерно 
~з 4 раза больше, чем в случае атомного ядра из двух частиц. И в этом случае.все 
..:сотношения аналогичны тем, которые характерны для реальных атомных ядер: 

дефект массы для тритона примерно в 4 раза больше, чем для дейтрона. 
Если помимо дефекта масс «атомного ядра» из трех частиц требуется такие вы

числить частоту процессов соударения и рассеяния для одной частицы и «атомного 

ядра» из двух частиц, то кроме собственного значения (21) необходимо также 
определить все остальные собственные значения 17-матрицы и затем снова перейти 
к матрице S. Вычисления при этом оказываются более громоздкими, и мы их не при
водим. Приведенные нами примеры призваны были лишь показать, что 17-матрица 
позволяет дать ответы на все вопросы, допускающие экспериментальную постанов

ку. Следовательно, 17-матрица вида (2) содержит удовлетворительную модель теории 
элементарных частиц, в которой на все экспериментально поставленные вопросы 

может быть дан ответ. Правда, предлагаемая нами модель представляет собой сильно 
упрощенный вариант полной теории: в действительности существует множество сор

тов элементарных частиц, которые рождаются, гибнут и превращаются друг в друга, 

частицы обладают целыми и полуцелыми спинами, имеют нулевой или отличный 

от нуля заряд и т. д. Действительность несравненно богаче нашей модели. Трудность, 
стоящая на пути создания теории, связана с необходимостью правильно описать 

все многообразие явлений, а отнюдь не в том, чтобы избежать расходимостей. 

11 

ОБОБЩЕНИЕ КАНОНИЧЕСКОЙ СХЕМЫ НА КВАНТОВАНИЕ ВОЛН 

Вопросы, связанные с 17-матрицей, лежат в стороне от содержания этой части 

нашей работы. В качестве исходного пункта выбрана обычная теория с функцией Га
мильтона и волновым уравнением. Основная задача состоит в том, чтобы выяснить, 

как вообще может выглядеть функция Гамильтона и волновое уравнение будущей 

теории элементарных частиц. К решению этой задачи мы подХодим, руководствуясь 
;:;ледующими соображениями. В существующей ныне теории (примером которой 
служит квантовая электродинамика) взаимодействие элементарных частиц вводится 
допущением о возможности рождения частиц одного сорта из частиц другого сорта 

(например, фотоны могут порождаться электронами), причем испускание или по
глощение вторичных частиц косвенно вызывает взаимодействие первичных частиц. 

Так, взаимодействие фотонов современная теория описывает, как рождение и по
глощение фотонами виртуальной пары электронов. Взаимодействие с электронами 
косвенно приводит к необходимости модификации уравнений Максвелла - замены 

их нелинейными интегродифференциальными уравнениями 5). Обычные уравнения 
Максвелла сохраняют смысл лишь как предельный случай. Поскольку при этом 
приходится жертвовать и всей простотой уравнений Максвелла, то напрашивает
ся предположение, что эти уравнения с самого начала были лишь предельным 

s) Serber R. Phys. Rev., 1935, 48, 49; Uehling Е.А. Phys. Rev., 1935, 48, 55. 
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случаем, и что истинные исходные уравнения по сложности не уступали нелиней

ным интегродифференциальным уравнениям, пришедшим им на смену. Подобное 

утверждение, по-видимому, справедливо относительно всех волновых уравнений 

в теории элементарных частиц. 

Предположение о том, что с самого начала теория должна исходить из сложных 
уравнений, подкрепляется следующими соображениями. Расходимости в современ
ной теории формально обусловлены предположением о законах близкодействия. 
Например, зависимость характеристик распространеНИя электронной волны в дан
ной точке пространства-времени от напряженности электрического поля в этой 

точке пространства-времени на языке квантовой теории означает то же, что.и пред

положение о б-образном характере потенциала взаимодействия между электроном 

и фотоном. Но даже в нерелятивистской квантовой теории 15-образный потен
циал взаимодействия всегда приводит к бесконечным собственным значениям. 
Следовательно, и в релятивистской квантовой теории волн предположение о «близ
кодействии» неизменно приводит к расходимости. Если же исходить из более 
сложных интегродифференциальных уравнений, к которым мы в конце концов 

все же приходим, то близкодействие с самого начала заменяется требованиями 

о лоренц-инвариантном пространственно-временном взаимодействии. Следова
тельно, усложненная теория ставит перед собой гораздо более широкие задачи, чем 
устранение расходимостей. 

То же направление указывают и другие исследования, в которых бесконечной 

собственной энергии электронов удается избежать, по крайней мере, в рамках 

классической теории поля. Так, Борн и Инфельд б) показали, что нелинейное 
обобщение уравнений Максвелла в смысле электродинамики Ми приводит к ко

нечной собственной энергии электрона (рассматриваемого как особая точка поля). 

Штюккельберг 1> и Бопп В) предложили обобщения уравнений Максвелла на случай 
линейных интегральных уравнений или дифференциальных уравнений высшего 
порядка, которые также приводят к конечной собственной энергии. Все эти 

исследования объединяет общая отличительная особенность: их авторы исходят 

из полевых уравнений более общих, чем уравнения Максвелла, и именно за счет 
общности им удается получить конечную собственную энергию электрона. 

а) Обобщенные нолевые уравнения 

Если принять за образец уравнения электромагнитного поля, модифициро

ванные теорией позитронов (см. Сербер 9>, Юлинг 10>, Гейзенберг, Эйлер 11 >), то 
следует ожидать, что, во-первых, в будущей теории поля вместо дифференциальных 
операторов первого и второго порядка появятся интегральные операторы и, во

вторых, в нее будут включены нелинейные члены, описывающие взаимодействие 

элементарных частиц. 

Начнем с простейшего случая - рассмотрим вещественную скалярную волновую 

функцию <р(а:) (а: означает здесь четыре координаты а:, у, z, ict). Тогда следует 

б) Вот М. Proc. Roy., Soc. London, 1933, А143, 410; Вот М., Infe/d L. Proc. Roy. Soc., 1934; 144, 425; 1934, 
147' 522; 1935, 150, 141. 
7) Stiickelberg Е. С. G. von. Nature, 1939, 144, 118; Helv. Phys. Acta, 1941, 14, 51. Wentzel G. Zs. Phys., 1934, 
86, 479, 635; Dirac Р.Л.М. Proc. Roy. Soc. London, 1938, 167, 148. 
S) Ворр F. Ann. Phys., 1940, 38, 345; 1943, 42, 573. 
9) Serber R. Ор. cit. 
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ожидать волновое уравнение вида 

j dx' А(х - x')ip(x') + j dx1 dx11 В(х - х', х - х11)<р(х1)<р(х11) + ... =О. (25) 

Отбросив в (25) нелинейные члены, мы nридем к уравнению, рассмотренному 
Штюккельбергом 12) и Боппом tз). Выражения A(:z: - х1 ) и В(х - х1 , х - х") - реля
тивистски инвариантные функции пространственно-временных интервалов х - х' 
и х - х"; dx' и dx" - соответствующие четырехмерные дифференциалы. 

Чтобы перейти от координатного пространства к импульсному, положим 

<р(х) = j eikl'~l'<p(k) dk, 

А(х) = j eikµ%p A(k) dk, 

Волновое уравнение {25) преобразуется при этом к виду 

A{k)<p(k) + ! dk1B(k1
, k - k')ip(k', k - k') + ... =О. 

(26) 

(27) 

Здесь dk и dk' означают четырехмерные дифференциалы импульсов k и k', 
а k - совоКУПность четырех координат k1, k2 , kз, k4, А и В - релятивистски 
инвариантные функции от k и k'. Полагая A(k) = L: k~ + х2 и отбрасывая 

11 

нелинейные члены, мы снова приходим к обычному волновому уравнению. 

Итак, в дальнейшем мы будем исходить из следующего «волнового уравнения» 
в импульсном пространстве 

A(k)<p(k) + ! dk'B(k, k')tp(k')ip(k - k') + 

+ ! dk1 dk11 C(k, k', k11
)ip(k1)ip(k11)ip(k - k', k") + . . . = О (28) 

(обозначения лишь незначительно отличаются от обозначений, принятых в уравне
нии (27)). 

Чтобы развить на основе уравнения (28) непротиворечивую теорию, необходимо 
ответить на 2 вопроса: 

1) как выглядит соответствующий уравнению (28) тензор энергии-импульса? 
2) как квантовать уравнение (28)? 

Тензор энергии-импульса можно построить методом, предложенным Боппом 14>. 
Приведем только окончательный результат: 

! k 1 k 1 

Tµv(k)= dk1A(k
1

)<p(k1)ip(k-k1)k~k~ + 
,\ ,\ 

+ dk' dk"B(k' k11
) (k11

) (k'-k") (k-k') ~+ µ- µ 
11

-
11 + ! { k11

k
11 

(k' k") (k' k")} 
' <р <р <р k~kл (k).-k~)kл · · · · 

12> Stiicke/berg Е. С. G. von. Ор. cit. 
IЗ) Ворр F. Ор. cit. 
14) Ворр F. (В печати). 

(29) 
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Действительно, как нетрудно проверить, из (28) следует, что 

~Tµvkv ==О, 
v 
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(30) 

то есть тензор Tµv обладает нулевой дивергенцией. Условий симметричности 
и равенства нулю дивергенции не достаточно для того, чтобы однозначно задать Tµv. 
Следуя Боппу, для Tµv можно привести и другие выражения, но все они отличаются 
от (29) на дивергенции. Значит, выражение для 4-вектора полной энергии
импульса однозначно определено. Таким образом, 4-вектор полной энергии
импульса однозначно определяется волновым уравнением. 

Вычисление тензора Tµv по формуле (29) в отдельных случаях сопряжено 
с трудностями, так как функция 'Р нередко содержит множители типа б-функций, 
что приводит к необходимости выполнять сложные предельные переходы. Напри
мер, если положить A(k) == I: k; + х2 , что соответствует обычному волновому 
уравнению, и считать В== С== О, то решение уравнения (28) будет иметь вид 

(31) 

В этом случае тензор энергии-импульса при тех значениях k, при которых 
он отличен от нуля, получается равным О · оо, и лишь подходящим предельным 
переходом его удается привести к обычному виду. Для вектора Jµ полной энергии
импульса имеем: 

Jµ = i j Тµ4(х) dx1 dx2 dхз = i j eik
4

"'
4Tµ4(0, О, О, k4)· (32) 

Из соотношения (30) следует, что компонента тензора Тµ4 (0, О, О, k4) может быть 
отлична от нуля только в точке k4 =О, поэтому 

+ 

Jµ = i ! Тµ4(О, О, О, k4) dk4, (33) 

где интеграл берется лишь в окрестности точки k4 = О. 
До сих пор речь шла о «классической» теории поля (то есть функции rp(x) были 

обычными «с-числами»), в которой не возникает никакой проблемы сходимости. 
Если определяющие полевое уравнение функции А, В, С и т.д. заданы, то 
волновые функции rp(x) надлежит строить, исходя из уравнения (28). 

б) Квантование теории 

Возникает вопрос, каким образом можно проквантовать уравнение (28). Обычная 
схема канонических коммутационных соотношений здесь неприменима, так как 

не существует волновой функции, канонически сопряженной с rp(x). Коммутатор 

[rp(x), rp(x')] = rp(x)rp(x') - rp(x')rp(x) (34) 

в этом случае приходится вычислять довольно сложным образом из уравнения (28). 
Тем не менее квантование однозначно следует из основных предположений 

квантовой теории. Действительно, начать можно с вычисления коммутатора вол

новой функции с вектором полной энергии и полного импульса, который должен 

быть равен 

. дrр 
Jµip(x)- ip(x)Jµ == in-

8 
, или Jµrp(k) - ip(k)Jµ = -Kµip(k). (35) 

Хµ 
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Этих коммутационных соотношений оказывается достаточно, чтобы однозначно 

задать всю математическую схему теории. 

Проще всего в этом можно убедиться, рассмотрев одно вполне определенное 

представление оператора ср(х), а именно то, в котором полная энергия и полный 
импульс приведены к диагональному виду. В этом представлении оператор ср(х) 

(или cp(k)) заменяется матрицей (J'jrp(x)jJ") (или, соответственно, (J'j<p(k)jJ")). 

где 

Коммутационные соотношения (35) переходят в 

(J~ -J; +kµ)(J'/cp(k)/J") =0, т.е. 

(J'jcp(k)jJ") = б(J' - J" + k) (J'l<plJ")' 

(J'jcp(x)jJ") = (J1 \cp\J11 )e(J~-J;)z~, 

(36) 

(37) 

б(k) = б(k 1 )б(k2)б(kз)б(k4). (38) 

Наоборот, если матрицы (J'jcp(x)jJ"), (J'jcp(k)jJ") таковы, что выполня
ются соотношения (37), то выполняются и коммутационные соотношения (35). 
Подставляя (37) в волновое уравнение (28), получаем: 

A(J' -J")(J'l<plJ") + ! dJ,,,B(J" -J', J,,,-J')(J'lipjJ,,,)(J,,,l<plJ") + ... =О. (39) 

Тензор энергии-импульса принимает в этом представлении вид 

/ 

( J/11 J' ) (J/11 J') 
(J"\т \J") = dJmA(J,,, - J') (J'I IJ,,,) (J,,,I IJ") µ - µ 11 - 11 + 
. µll !р !р (Jf' - J~)(Jf - Jl) 

+ ! dJ"' dJ1111B(J1111 
- J', J111 

- J') (J1 jcpjJ111
) (J111 jipjJ1111

) х 

(J""j jJ"} µ µ 11 11 µ mu 11 11 

{ 
(J/11 - J' ) (J/11 - J') (J"" - J/11 ) (J"" - J/11) } 

х <р (Jf' - J~)(Jf - J~) + (Jf" - Jf')(Jf - J~) + ... ' (40) 

а 4-вектор, как следует из (33) и (37), -

(J'jJµjJ") = Jµб(J' - J") = б(J; - J;') б(J; - J~') б(J~ - J~') i(J'jтµ41J"). (41) 

Волновое уравнение р9) обеспечивает 6-функциональный характер правой 
части уравнения ( 41) по J4 - J~'. 

Итак, если удастся найти матрицу (J'lipjJ"), удовлетворяющую уравнени
ям (39) и (41), то тем самым квантовотеоретическая задача, к которой свелось 
уравнение (28), будет решена. 

Следовательно, коммутационные соотношения (35) вместе с волновым уравне
нием действительно образуют математическую схему теории. Остается лишь ответить 
на вопрос, возможно ли построить теорию элементарных частиц на основе ( 35)-( 41). 

в) Критика теории 

Прежде всего, ясно, что уравнения (59) и (41) допускают решения не при любых 
функциях А, В, С, .... Например, при А= k; +х2 , В= const #О, С= ... =О 
мы возвращаемся в координатном пространстве к волновому уравнению 

D<p + const · ср2 = О, (42) 
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которое, если учесть коммутационные соотношения, не имеет сходящихся решений. 

Вообще, все известные волновые уравнения, если абстрагироваться от усложнений, 
вносимых спином и т. п., являются частными случаями уравнения общего типа (39), 
а все попытки решить последнее за исключением тех случаев, когда речь идет 

о частицах без взаимодействия, наталкиваются, как известно, на трудности, 

связанные с появлением расходимостей. 
С другой стороны, вычеркнув члены с взаимодействием В, С и т. д., мы, разуме

ется, сумеем решить уравнения (39) и (41). Они вырождаются в линейные волновые 
уравнения того самого типа, который рассматривали Штюккельберг и Бопп: 

A(k)cp(k) =О. (43) 

Нули функции A(k) определяют массы покоя элементарных частиц. При 

A(k) = k;+x2 мы получаем обычное волновое уравнение, при A(k) = k;(k; + х2) -

волновое уравнение 4-го порядка, подробно исследованное Штюккельбергом и Боп
пом. Следовательно, такая теория заведомо возможна, но она не описывает 

взаимодействие элементарных частиц. 

Итак, решающий вопрос состоит в том, существуют ли помимо В = С = . . . = О 
функции А,В, при которых уравнения (39) и (41) допускают решение. Мне 
до сих пор не удалось найти такие функции. Если они не существуют, то это 
означает, что содержащегося в уравнениях (39) и (41) обобщения существующей 
теории недостаточно для построения теории элементарных частиц. Следовательно, 

от принятой ныне схемы необходимо отойти еще дальше и, отказавшись от всякого 
рода функций Гамильтона, попытаться непосредственно найти 71-матрицу. 

Но даже если бы существовали функции А, В, ... , при которых уравнения (39) 
и (41) допускали бы решения, то решение проблемы построения адекватной 
теории элементарных частиц от этого стало бы ненамного легче: чтобы найти 
правильные функции А, В, ... , необходимо развить соответствующие правильные 
представления, что по существу не уступает по трудности задаче построения 

правильной 71-матрицы. По сравнению с 71-матрицей уравнения (39) и (41) 
обладают, в лучшем случае, лишь тем преимуществом, что приводят к обобщению, 
ко~;Ьрое легче согласовывалось бы с существующей теорией. 

Тем не менее, в одном отношении математической схеме, основанной на ис

пользовании уравнений (39) и (41), присуще то неоспоримое преимущество, что 
она позволяет понять, каким образом в будущей теории можно будет определить 
массы элементарных частиц, для чего существующая теория не дает никаких под

ходов. Одного уравнения (39) недостаточно, чтобы установить, какие элементарные 
частицы возможны в соответствии с ним. Единственное, о чем разумно поставить 

вопрос, - это о дискретных собственных значениях Jµ уравнений (39) и (41). 
Под «дискретными собственными значениями>> мы понимаем здесь следующее: 

при заданных J1, J2, Jз существует определенное значение J4, такое, что урав
нения (39) и (41) имеют решение и при близких значениях J4 не существует 

близкого решения (J'\cp\J"), или, иначе говоря, матричный элемент (J'\cp\J") 
должен содержать множитель вида li(J~ 2 + х2). Каждое дискретное собственное 
значение определяет массу покоя некоторой замкнутой системы и, следовательно, 

какую-то элементарную частицу. При этом принципиально невозможно различить, 
идет ли речь об «элементарной» или о «составной» частице. Разумеется, можно 

бьшо бы ввести дополнительное соглашение относительно того, какую частицу 

следует считать элементарной и какую - составной, но, в принципе, между теми 

и другими частицами не существует различия. Итак, в будущей теории массы 
элементарных частиц будут определяться, как энергии стационарных состояний, 

и между элементарными и составными частицами не будет никакого различия. 
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Изложенные нами две математические схемы будущей теории элементарных 
частиц следует рассматривать как пределы, своего рода верхнюю и нижнюю гра

ницы тоrо, что может быть унаследовано ею от существующей ныне теории. Эти 

схемы не исключают друr друrа. Более того, вторая схема содержится в первой 

как частный случай. Первая схема показывает, что существует модель теории 
элементарных частиц, в которой выполнены все условия, налаrаемые квантовой 

теорией и теорией относительности, не возникает никаких расходимостей и имеется 
ответ на каждый вопрос, допускающий постановку эксперимента. Вторая схема, 

если бы существовали решения соответствующих уравнений, позволила бы постро
ить вариант обобщенной теории, являющийся естественным продолжением той 

теории, которой мы располаrаем теперь. Тесная взаимосвязь между современной 

теорией и ее обобщением наиболее отчетливо проявилась бы в том, что в преде
ле при малых приращениях энерrии-импульса функции А, В, С, ... перешли бы 
в соответствующие функции современной теории. Однако пока не известно, су
ществуют ли решения уравнений, положенных в основу второй схемы. В первой 

схеме (схеме 77-матрицы) соrласование с современной теорией достиrается тем, 
что при малых приращениях энерrии-импульса 77-матрица переходит в 17-матрицу 

современной теории. Однако поскольку последняя обычно имеет очень сложный 
вид, поэтому не следует ожидать, что в будущей теории 77-матрица будет особен

но простой. Необходимо поэтому задать простые законы иного рода и выводить 
из них 77-матрицу как следствие. Массы элементарных частиц в будущей теории 
будут определяться, как энерrии стационарных состояний. Между элементарными 
и составными частицами не будет. никакого принципиальноrо различия. В мо
дели, рассмотренной в первой части настоящей работы, это обстоятельство явно 
не выражено, поскольку мы выбрали для простоты взаимодействие такоrо вида, 

при котором число частиц остается постоянным. В такой модели различие между 
элементарными и составными частицами весьма ощутимо. 

/ 



О МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОСНОВАХ 

ТЕОРИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ* 

Когда две элементарные частицы сталкиваются при очень высокой энергии, 
то в результате столкновения может возникнуть частица любого другого типа, 

а иногда один акт столкновения порождает много различных частиц. Этот хорошо 
установленный экспериментальный факт, по-видимому, свидетельствует о том, 

что будущей теории элементарных частиц придется принять за исходное некое 

единое поле 1>, называемое просто «веществом• или «энергией», а не частицы ка
кого-нибудь специального типа. Для этого единого поля можно указать некоторые 
коммутационные соотношения и полевые уравнения, приводящие к существованию 

непрерывных и дискретных собственных значений. Дискретные собственные значе
ния описывают «Частицы», которые в зависимости от принятого соглашения можно 

назвать элементарными или составными, не проводя строгого различия между опре

делениями тех и других. Все частицы обладают конечными размерами - диаметром 
порядка 10- 13см или больше (иногда - гораздо больше). Попытки локализовать 
частицу в меньшей области приводят просто к тому, что возникают новые частицы. 

1 

а) Если намеченная нами в общих чертах картина правильна, то возникает 
вопрос: какую математическую основу следует подвести под нее? Предположение 
о том, что фундаментальной полевой величиной «вещества» должен быть спинор 

-ф(х) представляется вполне правдоподобным, так как любые другие полевые 
величины, например, скаляры, векторы и т.д., можно составить из спиноров (х 
означает координаты х, у, z и Х4 = ict четырехмерного пространства-времени). 
Состояние системы описывается вектором Ф(и) в гильбертовом пространстве 2>, 
заданным на трехмерной пространственноподобной «поверхности• и в х. Физически 
вектор Ф задает вероятность того, что определенные наблюдаемые величины 
принимают на поверхности и определенные значения. Волновая функция -ф(х) 
связана с волновыми функциями элементарных частиц таким же сложным образом, 
каким в нерелятивистской квантовой теории волновая функция электронной 
«материи» была бы связана с волновой функцией, например, атома кислорода. 

Если оператор -ф(х) - известная функция пространства и времени в том 
смысле, что коммутационные соотношения заданы как вполне определенные 

• Оп the mathematical frame of the theory of elementary particles. - Comm. Pure and Applied Mathematics, 
1951, 4, 1, 15-22. Перевод Ю.А.Данилова. 
I) Heisenberg W. The present situation in the theory of elementary particles. Two Jectures. Cambridge: Cambridge 
University Press, 1949; Zs. Naturforsch., 1950, 5а, 251, 367. Настоящая статья написана как обзор этих трех 
работ с комментариями по поводу последних достижений в этой области. 
2> Tomonaga S. Progr. Theor. Phys., 1946, l, 27; Fеуптап R. Р. Rev. Mod. Phys., 1948, 20, 367; Schwinger J. 
Phys. Rev., 1948, 74, 1439. 
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функции от координат х, то в обычной квантовой теории изменение системы 

со временем описывается уравнением вида 

бФ(и) = -iН(х)Ф(и), 
6и 

где Н(х) - заданная релятивистски инвариантная функция от ф(х). 
Если уравнение ( 1) выполняется, то, проинтегрировав его по и, получим 

где 

- унитарная матрица. 

(1) 

(2) 

(3) 

Символ Р указывает на то, что произведение величин Н(х) следует брать 
при любом наборе переменных х 1 , ••• , Xn в таком порядке, при котором более 
поздние точки х всегда располагались бы слева от более ранних. Это предпи
сание релятивистски инвариантно, если Н(х) и Н(х') коммутируют при любом 
пространственно-временном интервале х - х'. 

Уравнение вида (1) вряд ли будет существовать в будущей теории элементарных 
частиц, поскольку при очень малых расстояниях в пространстве и времени (меньше 

io- 13 см или 10-23 с) следует ожидать значительных отклонений от наших 
привычных физических представлений. Но если интервал между и1 и и2 выбран 
достаточно большим по сравнению с io-23 с, то оператор s;; заведомо описывает 
наблюдаемые величины. Следовательно, такой оператор должен существовать 
в будущей теории. 

б) Если предположить, что спинор ф(х) удовлетворяет простому волновому 
уравнению типа уравнения Дирака 

(1. д~s +х )w(x) =О 
или в импульсном пространстве 

(1sks - iх)ф(х) =О (4) 

(18 - операторы Дирака, х соответствует массе покоя «свободных частиц», 

описываемых спинором ф( х)), то коммутационное соотношение принимает вид З) 

f 
eik.(x-x')v 

'Фа(х)Фр(х') + 1/Jр(х)'Фа(х) = -(2?Т)- 1 dk k2 2 (ikxЛ~fЗ -х), 
v+x 

(5) 

где dk означает произведение dk1 dk2 dkз dk4, интегрирование по k4 следует 
производить перед интегрированием по остальным k по замкнутому контуру, 

охватывающему две особые точки 

Ч Dyso11 F.J. Phys. Rev., 1949, 75, 486; Phys. Rev., 1949. 75)736. 
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Правая часть коммутационного соотношения (5) обращается в нуль на любом 
пространственно-подобном интервале х - х', в бесконечность - на световом 
конусе (х - х')~ = О и nринимает конечные значения на времени-подобных 
векторах х - х'. 

Особенность этой функции на световом конусе обычно делает невозможным 
применение матрицы (3); вычисление правой части приводило бы к интегралам 
от произведений таких функций, как правило, расходящимся. 

Напрашивается вывод о необходимости начать с несингулярных коммутацион

ных соотношений. Построить такие соотношения удается, если ф(х) удовлетворяет 

дифференциальному уравнению высокого порядка 4) 

J(kµ'Yµ)'l/J(k) =о. (6) 

В этом случае 

f 
eik.(x-x'). 

ф(х)ф(х') + 1$(х')ф(х) = -(21Г(4 
dk ( ) , 

f Хµ7µ 
(7) 

по-видимому, можно считать естественным обобщением соотношения (5). Оно 
регулярно даже на световом конусе, если f(kµ'Yµ) возрастает достаточно быстро 

(по крайней мере, как k3
) при больших значениях k. 

Приняв предположение (7), мы сталкиваемся с трудностью: оператор ф перестает 
быть эрмитово сопряженным с оператором ф. Убедиться в этом можно следующим 

образом. Предположим для простоты, что f(kµ'Yµ) - многочлен по kµ'Yµ и уравнение 

/(у)= о (8) 

имеет корни 

1i = ik1, l = 1, 2, ... (9) 
Числа k1 можно рассматривать как массы покоя «свободных частиц» различных 

сортов. Тогда справедливо равенство 

1 =L:: С/ 0 1 (kµ'Yµ) 1 111k11 - ik1 
(10) 

с вещественными коэффициентами с1 • Как нетрудно проверить, одни коэффици
енты с1 положительны, другие - отрицательны. 

Так как каждое решение уравнения (6) принадлежит одному из k1, то 

'Ф = L а1'Ф1 + j L /3~'Ф1 (11) 
k1>0 k1<0 

и 

(12) 

где величины со звездочками эрмитово сопряжены с соответствующими величинами 

без звездочек. Подставляя (10), (I l) и (12) в (7), получаем соотношение, которое 
в силу коммутационного соотношения (5) выполняется, если 

la;I = с1 при с1 > О, 
IJ'1ti = -с1 при с1 < О, 

4) Heisenberg W. Zs. Phys., 1943, 120, 513, 673. 

·2 1 J =-. (13) 
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Следовательно, tp(x) не являются эрмитово сопряженными с операторами -ф(х). 
Операторы tp(x) и 'Ф(х) бьши бы эрмитово сопряженными, если бы j в (12) мы 
могли бы заменить на -j, но это невозможно. 

К соотношению (7) следует присоединить соотношения 

-ф(х)-ф(х') + 'Ф(х')'Ф(х) =О, 
1$(x)tp(x') + tp(x')1/J(x) =О. 

(14) 

Эти свойства операторов 'Ф(х) и ф(х) позволяют заключить, что Н(х) как функция 
от -ф(х) и 1/)(х) в общем случае не будет эрмитовой матрицей. 

Следовательно, матрица S, заданная соотношением (5), не унитарная, и соот
ношение (2) не может выполняться. 

Эту трудность можно попытаться преодолеть следующим образом. Определим 
матрицу Т соотношением аналогичным соотношению (3), но для неэрмитовой Н(х) 

и2 и2 

т::: = I: (-:/n / dx1 ... / dxnP(H(x1) ... H(xn)). 
n UJ UJ 

(15) 

Матрица Т не унитарна. Для очень больших разностей и2 - и1 можно определить 
унитарную S -матрицу, задав ее соотношением 

s = т(т*т)- 11n. (16) 

Это позволит предположить, что соотношение (2) выполняется, но только для 
разностей по времени между и2 и и1 , которые очень велики по сравнению с 10-23 с. 

Разложение матрицы S по степеням Н(х) имеет вид 

где 

и2 

8 1 = ~ / dx[H(x)+H*(x)], 
U1 

(17) 

S2 = ~] dz1] dz2 [ P(H(z1)H(z,)) + Р(Н'(х1 )Н'(х,))] - ~ [l (Н - Н') dz] . 
~ ~ ~ 

В совершенно общем виде можно показать, что S остается неизменной при 
замене Н на Н*. Это свойство матрицы S записывается в виде равенства 

S ... =S ... , (18) 

которое следует непосредственно из равенства Т = Т . . . . Аналогичным образом 
доказывается, что 

s = т(т*т)- 112 = (тт*)- 1 !2т. (19) 
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11 

а) Развитый нами математический формализм можно применить двумя способа
ми. Во-первых, мы можем попытаться определить стационарные состояния системы, 
т. е. найти массы и угловые моменты свободных частиц. В этом случае разумно рас
смотреть предел и1 ~ -оо и найти те состояния системы, которые в шредингеров
ском представлении (операторы не зависят от времени) как функции времени могут 
изменяться только на фазовый множитель. Новое условие приводит к уравнению 
Шредингера обычного типа с единственным суmественным различием: гамильто
ниан в этом случае содержит уже интегрирование по времени от -оо до рассматри

ваемого значения t. Эrо отклонение от обычного формализма вызывает изменения 
в обычных причинных связях между событиями. Кроме того, оно порождает неболь
шие технические проблемы: возникает необходимость указывать, каким образом 
следует производить интегрирование, поскольку при интегрировании периодичес

кой функции поведение интеграла при и ~ -оо становится неопределенным. Здесь 
необходимо ввести правило: при и1 ~ -оо сходимость интервала обеспечивает очень 
медленно убывающий множитель. Эrо предположение эквивалентно допуmению 
о том, что энергия взаимодействия включается адиабатически только при о-1 ~ -оо. 

Приняв такие меры предосторожности, мы получаем возможность вычислять 
вектор состояния дискретного стационарного состояния из уравнения Шредингера. 
Иначе говоря, функцию Шредингера вектора состояния можно выразить через 
переменные, выбранные для первоначального представления ф(х). 

Если энергия взаимодействия Н мала, то можно ожидать, что дискретные 
стационарные состояния будут находиться в окрестности «состояний невозмуmен

ной свободной частицы», задаваемых массами покоя k1 из соотношения (9). Эrи 
невозмуmенные свободные частицы удобно называть «голыми частицами», чтобы 

отличать их от реальных стационарных состояний, которые можно назвать «реаль

ными», или «одетыми», частицами. Ясно, что «голые частицы» - не более чем 
математические образы, помогающие записать уравнение. Они обычно отличаются 
от реальных частиц по массе и заряду. Если энергия взаимодействия Н велика, то 
сколько-нибудь заметная связь между «голыми» и реальными частицами исчезает, 

и становится вполне очевидно, что «голые частицы» не имеют аналогов в реальности. 

Выведенное нами следствие из уравнения Шредингера можно сформулировать 
в виде утверждения о том, что уравнение Шредингера позволяет найти функцию 
преобразования, осуmествляющую переход от «голых частиц» к реальным. 

Эrо преобразование позволяет также определить вектор состояния для системы, 
состоящей из нескольких элементарных частиц, которые движутся в пространстве 

на столь больших расстояниях друг от друга, что взаимодействием между ними 
можно пренебречь. При таких условиях операторы рождения различных частиц 

в различных точках пространства коммутируют, что позволяет просто составить 

произведение операторов рождения одной частицы из вакуума и подействовать им 

на вектор состояния вакуума, чтобы получить вектор состояния системы, состоящей 

из нескольких частиц. 

Чтобы получить этот вектор состояния, можно также начать с вектора состояния 
системы из нескольких «голых» частиц, находящихся на больших расстояниях друг 
от друrа, и подействовать на него оператором S~00 , описанным выше. 

б) Поведение системы при t ~ оо можно описать, придавая и в операторе S~00 
все большие значения. Со временем частицы могут сталкиваться и взаимодейство
вать, но в конце концов они снова разлетятся, быть может, на много друrих частиц, 

и мы снова получим реальные частицы, которые движутся на больших расстояниях 
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друг от друга, удаляясь от нас и не взаимодействуя между собой. Следователь
но, S -матрица описывает асимптотическое поведение уходящих волн и позволяет 
вычислять эффективные сечения интересующих нас процессов столкновения. Что
бы получить соответствующие элементы матрицы, необходимо проанализировать 

при очень больших положительных значениях u вектор состояния, сравнив его 

с векторами состояния свободных (реальных, не голых) частиц. 

111 

а) В обычной квантовой теории оператор S обладает групповым свойством: 

S=SS. (20) 

В предлагаемом нами формализме такое утверждение было бы неверно. Более того, 
наиболее характерное отличие теории В-матрицы от гамильтонова формализма 
состоит именно в том, что соотношение (20) не выполняется. Действительно, 
если бы соотношение (20) выполнялось, то интервал времени между u1 и u2 можно 
бьmо бы подразделять на все меньшие и меньшие интервалы времени, и в конечном 

счете мы получили бы оператор, осуществляющий преобразование из q в q + dq, 

который по существу был бы оператором Гамильтона. 
Следовательно, предположение о том, что реальный оператор Гамильтона 

не существует, эквивалентно предположению о том, что не выполняется групповое 

свойство (20). 
С другой стороны, выполнимость соотношения (20) служит условием, позво

ляющим задавать последовательность событий во времени, Следовательно, любое 
отклонение от (20) должно означать весьма сильное нарушение (общепринятых) 
понятий причинности и хронологического упорядочения. Важно выяснить поэто

му возможный математический источник нарушений группового свойства (20). 
Для Т-матрицы из (15) следует соотношение 

Т=ТТ. (21) 

Подставляя (16) и (21) в правую часть выражения для S:::. мы заключаем, что 
если бы оператор S обладал групповым свойством (20), то произведение матриц ТТ 
коммутировало бы с матрицей Т и сопряженной матрицей. Следовательно, можно 
утверждать, что соотношение (20) приближенно выполняется для любого заданного 
вектора состояния, если для этого вектора состояния некоммутативность матриц ТТ 
и Т пренебрежимо мала. Отсюда ясно, что отклонения матрицы Т*Т от единич
ной, обусловленные неэрмитовой частью энергии взаимодействия Н, приводят 
к нарушениям группового свойства (20). Если для вектора состояния переходы 
мнимой части энергии взаимодействия Н несущественны (например, если выбран
ный вектор состояния соответствует малой энергии), то соотношение (20) будет 
приближенно выполняться. Однако для других векторов состояния из соотношения, 
которое получается при подстановке (16) и (21) в правую часть выражения для s:::, 
трудно усмотреть, в каких областях пространства-времени можно бьто бы ожидать 
отклонений от «Причинности» и группового свойства (20). 

б) Недавно Фирц 5> произвел тщательный анализ пространственно-временной 
структуры операторов коммутации, встречающихся при вычислении S -матрицы. 
Следуя более ранней работе Штюккельберта, Фирц сумел показать, что выраже
ние 8 11 (811 - в статье Дайсона, 81 - в настоящей работе), которое получается 

5) Fierz М. Helvetica Physica Acta. 
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из выражений типа Р(Н(х1 ) ••• Н(хп)), соответствует обычным причинным связям 
событий, в то время как другие операторы коммутации, также встречающиеся 

при вычислении В-матрицы, соответствуют нарушениям причинных связей. Это 
означает, что последний член в правой части соотношения (17) приводит к нару
шению причинности. Его можно интерпретировать как выражение, описывающее 
два последовательных (виртуальных) перехода, каждый из которых соответствует 
матричному элементу в мнимой части энергии взаимодействия Н. В каждом из этих 
переходов энергия и импульс сохраняются, несмотря на виртуальный характер пере

хода. Однако последовательность событий может быть противоположна ожидаемой. 
Например, в конечном состоянии может оказаться, что частица в промежуточном 

состоянии была несколько раз сначала поглощена, а затем испущена, в то время 

как при обычной последовательности событий она должна бьша бы сначала быть 
испущенной и лишь затем поглощенной. Фирц с полным основанием подчеркнул, 
что такие отклонения обычно происходят не только в малых областях простран
ства-времени порядка io-13 см (как неправильно утверждалось в разделе Illa), 
но могут происходить и при гораздо больших расстояниях, так как соответствующие 
операторы коммутации, подобно волнам, распространяются по всему пространству. 

Если мнимая часть энергии взаимодействия: Н вызывает только переходы, при 
которых от одной частицы другим передается большое количество энергии, то 

отклонения от обычной последовательности событий затрагивают только процессы, 

в которых энергия достаточно велика, чтобы достигать требуемой величины. 
По этой причине трудно сказать заранее, встречаются ли в действительности такие 

нарушения причинности. До сих пор наблюдать их заведомо никому не удавалось. 
Но обнаружить их весьма трудно, а о процессах с большой передачей энергии 
экспериментальные данные очень скудны. 

С другой стороны, существующая ныне математическая схема представля

ет собой не более чем пример формализма, в котором сходимость достигается 
ценой частичного отказа от причинной связи событий при высоких энергиях. 

Не исключено, что впоследствии удастся разработать какую-нибудь другую матема
тическую схему, в которой для достижения того же результата, причинной связью 

придется жертвовать лишь в областях порядка 10- 13 см (или io-23 с) 6>. 
в) В связи с этим представляется полезным сравнить существующую ныне 

схему с другими попытками избежать расходимостей за счет изменений в структуре 
пространства-времени на малых расстояниях. Две совершенно различные по ду

ху попытки бьmи предприняты Снайдером 7> (квантование пространства-времени) 
и Юкавой 8) (нелокальные поля). В обоих случаях до сих пор не удалось описать 
взаимодействие частиц в рамках единой математически непротиворечивой схемы. 

Но независимо от этих трудностей, которые, возможно, когда-нибудь удастся 
преодолеть, создается впечатление, что формализм типа предложенных Снайдером 
и Юкавой чрезмерно поступаются «Локализацией» по сравнению с эксперимен

тально наблюдаемой ситуацией. Необходимо помнить, что столкновение двух 
элементарных частиц при очень высоких энергиях можно весьма точно локализо

вать (по крайней мере в одном измерении), так как лоренцево сокращение позволяет 
сжать обе сталкивающиеся частицы в направлении движения до толщины гораздо 

6) Примечание при корректуре. Пример теории такого типа можио построить, если предположить, 
что в (13) все частиЦЬI мoryr под действием Н(х) претерпевать спонтанный распад и превращаться 
в несколько частиц. В этом случае длина временных интервалов, на протяжении которых нарушается 

причинность, ограничена временем жизни частиц. 

1> Snyder Н. S. Phys. Rev., 1946, 71, 38. 
s) Yиkawa Н. Phys. Rev., 1949, 77, 219. 
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меньшей, чем 10-13 см. При столкновении нескольких частиц, летящих в различных 
направлениях, может оказаться возможной даже точная локализация в трехмер

ном пространстве. Именно это обстоятельство служит обоснованием для введения 
волновой функции, четыре координаты ж которой являются с-числами. Ясно, что 
волновой пакет, имеющий по всем направлениям размеры меньше 10-13 см, бьm бы 
смесью многих различных частиц, поскольку столкновение элементарных частиц 

при очень больших энергиях приводит к рождению мноrих новых частиц. Таким 
образом, для получения непротиворечивой математической схемы вводить ограни
чения необходимо не на понятие локализации, а скорее на понятие причинности, 
модифицируя ero так, чтобы действие распространялось из любой точки лишь на ее 
ближайшую окрестность. Однако нарушения причинности в этом смысле следует 
вводить лишь в малых областях порядка 10-13 см. Предлагаемая нами схема вводит 
такие отклонения даже в областях большею размера. Это не приводит к логичес
ким противоречиямj но означает, что описание изменений распределения энергии 

в пространство-времени было бы ограничено более жесткими ограничениями, чем 
одно лишь требование обычной дополнительности между энергией и временем. 
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Молекулярные силы Вейсса сводятся к квантовомеханическим обменным силам; 
а именно, речь идет о тех обменных силах, которые в последнее время были успешно 

применены Тhйтлером и Лондоном для объяснения гомеополярных валентных сил. 

Введение 

Ферромагнитные явления формально удовлетворительно объяснялись известной 

теорией Вейсса 1>. Эrа теория базируется на гипотезе, что каждый атом в кристалле 
испытывает действие ориентирующей силы со стороны остальных атомов решетки, 

причем эта сила пропорциональна числу уже сориентированных атомов. Происхо
ждение же этого атомарного поля бьmо совершенно неизвестным, и на пути объ
яснения сил Вейсса на основе классической теории лежали следующие трудности. 

Магнитные силы взаимодействия между атомами всегда оказывались на несколько 

порядков величины слабее, чем атомарные поля, вычисляемые из экспериментов 
с ферромагнитными явлениями. Правда, электрические взаимодействия приводили 

к правильному порядку величин; однако прежде всего следовало бы ожидать, что 
электрическое взаимодействие двух атомов должно быть пропорционально квадрату 
косинуса угла их взаимной ориентации, в противоречии с предпосылками теории 

Вейсса. Другие трудности подробно обсуждались еще Ленцем 2>, а Изинrу з) удалось 
показать, что и гипотеза об ориентирующих, достаточно больших силах между 

двумя соседними атомами цепочки недостаточна для получения ферромагнетизма. 
Комплекс вопросов, связанных с ферромагнетизмом, вступил в новую стадию 

благодаря теории Уленбека-Гоудсмита о спине электрона. В частности, из извест
ного множителя g = 2 в эффекте Эйнштейна-де Гааза (который и измерялся-то 
именно для ферромагнитных веществ) следует, что в ферромагнитном кристал
ле ориентируются только магнитные собственные моменты электронов, а вовсе 
не атомы. Вместе с тем опять исчезает возможность объяснить силы Вейсса как 

электрические взаимодействия, зависящие от относительной ориентации спина 

электронов, ибо мы знаем, что таких сил не существует. Далее, Паули 4> удалось 
показать, что в пренебрежении взаимодействием электронов в металле применение 

статистики Паули-Ферми-Дирака всегда дает парамагнетизм или диамагнетизм. 

§1 
Модель11ые ос11овы теории 

Основная идея предлагаемой здесь теории формулируется следующим образом: 
ситуация с электрическими данными по ферромагнетизму очень напоминает то 

• Zur Theorie des Ferromagnetismus. - Zs. Phys" 1928, 49, 619-636. Перевод А.А. Сазыкина. 
I) Weiss Р. J. de Phys. (4), 1907, 6, 661; Zs. Phys., 1908, 9, 358. 
2> Lenz W. Zs. Phys" 1920, 21, 613. 
з) Ising Е. Zs. Phys" 1925, 31, 253. 
4> Pauli W. Zs. Phys" 1927, 41, 81. 
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положение вещей, которое когда-то раньше мы имели со спектром атома гелия. 

Тогда из термов атома гелия, казалось бы, следовало, что меЖдУ ориентациями 
спинов двух электронов существует сильное взаимодействие, приводящее к расщеп

лению термов на синглетную и триплетную системы. В то время эта трудность бьmа 
устранена доказательством того, что кажущееся сильное взаимодействие порожда

ется косвенно резонансными или обменными процессами. Поэтому напрашивается 
мысль привлечь эти обменные процессы также и для объяснения ферромагнитных 
явлений. Мы попытаемся показать, что для того, чтобы производить такие действия, 

как и постулированное Вейссом молекулярное поле, достаточными оказываются 
кулоновские взаимодействия вместе с принципом Паули. Математические методы 
рассмотрения такой сложной проблемы были развиты только в последнее время 

в важных работах Вигнера 5), Хунда б), Гайтлера и Лондона 7). 

Прежде чем перейти к собственно к вычислениям, я хотел бы привести краткий 
обзор приближенных методов, которые могут быть применены при рассмотрении 
движения электронов в металлах. 

Метод 1. Согласно Паули s) и Зоммерфел~ 9), электроны предполагаются 
в первом приближении совершенно свободными. Во втором приближении доба

вляются в качестве возмущения взаимодействия с центрами решетки (Хоустон IO)). 

Взаимодействием электронов меЖдУ собой полностью пренебрегается. 

Метод 11. В качестве первого приближения рассматривается движение электрона 
в периодическом (по трем направлениям) силовом поле (которое не обязано быть 
слабым). В следующем приближении учитываются возмущения, возникающие при 
отклонениях от периодичности решетки. Рассмотрение взаимодействия электронов 
между собой встречается здесь с такими же трудностями, как в методе 1. 

Метод 111. ~ первом приближении предполагается, что постоянная решетки 
очень велика и что каждый электрон принадлежит своему атому. В следующем 

приближении учитывается впервые рассмотренный Гайтлером и Лондоном l I) обмен 
электронами, движущимися в невозмущенной системе в различных местах с одина
ковой энергией. Состояния, в которых в одном атоме имеется больше электронов, 

чем в невозмущенной системе, в этом приближении не учитываются. 

Различие меЖдУ этими тремя методами станет яснее, если мы рассмотрим его 

на другом примере - на молекуле водорода, подробно исследованной Гайтлером 

и Лондоном 12). В методе 1 электроны сначала считались бы снова свободными, 
что для этого случая не бьmо бы, конечно, хорошим исходным приближением 

для расчета молекулы. В методе 11 мы бы исходили из решений двух.центровой 
задачи (см. Хунд 13>). Терм, для которого в предельном случае бесконечно удаленных 
друг от друга ядер электрон 1 обращается по lS-орбите вокруг ядра а, электрон 2 -
по lS-орбите вокруг ядра Ь, расщепился бы на четыре терма (от l до 4); например 
по схеме: 

S) Wigner Е. Zs. Phys., 1927, 40, 883; 43, 624. 
6) Hund F. Zs. Phys., 1927, 43, 788. 
7) Heitler W. .. London F. Zs. Phys. 1927, 44, 455; Heitler W. Zs. Phys., 1927, 46, 47; Zs. Phys., 1928, 47, 835; 
London F. Zs. Phys., 1928, 455, 455. 
S) Pau/i W. Ор. cit. 
9) Sommerfeld А. Zs. Phys., 1928, 47, 1; см. также Houston W. V. Zs. Phys., 1928, 47, 33; Eckart С. Zs. Phys., 
1928, 47' 38. 
IO) Houston W. V. Zs. Phys., 1928, 48, 449. 
11> IЬid. 
12> HeiJ/er W., London F. Ор. cit. 
IЗ) Hund F. Zs. Phys., 1927, 40, 742. 
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Ядро а ЯдроЬ 

1 1 2 
2 2 1 
3 1,2 -
4 - 1,2 

Взаимодействие двух электронов учитывалось бы только в высших прибли
жениях. Метод 111 полностью совпадает с методом, использованным Гайтлером 
и Лондоном. В невозмущенной системе имеются только термы 1 и 2. Относительно 
термов 3 и 4 предполагается, что они приводят к значениям энергии, расположен
ным значительно выше. Множество термов невозмущенной системы ддя метода 111, 
таким образом, оказывается более узким, чем ддя метода 1 или 11. 

Вероятно, заранее у нас нет оснований ддя того, чтобы отдавать предпочтение 
какому-нибудь одному из трех приближенных меТодов. Метод 1 будет скорее всего 
применим ддя металлов с очень большой проводимостью, метод 111 - ддя металлов 
с мшюй проводимостью. Метод 11 занимает промежуточное положение между этими 
двумя предельными случаями. 

В следующих вычислениях я буду применять метод 111, потому что только он 
позволяет провести количественное рассмотрение взаимодействия электронов. 

§2 
Распределение термов по величине 

Следующие вычисления представляют собой простое обобщение исследований 

Гайтлера-Лондона 14> на случай 2 взаимодействующих электронов (число элек
тронов предполагается четным по чисто формальным причинам). Таким образом, 
в невозмущенной системе 2n электронов находятся в 2n различных (если не энер
гетически, то хотя бы пространственно различных) квантовых ячейках. 

Оrносительно квантовых чисел электронов в атоме мы будем сначала пред
полагать, что они одинаковы ддя всех атомов. Другие стационарные состояния 
невозмущенной системы мы учитывать не будем, предполагая, что они привели бы 
к слишком высоким значениям энергии. 

Затем мы должны определить значения энергии стационарных состояний всей 
системы, возникающие в описанном выше состоянии, когда в качестве возмущения 

рассматривается кулоновское взаимодействие заряда одного из атомов с зарядом ка

кого-нибудь другого атома. Вследствие большой сложности вычислений нам удалось 
провести расчеты только в первом порядке теории возмущений. Будет ли в дей
ствительности достаточным это первое приближение ддя случаев, реализующихся 

в природе, - этот вопрос нам пришлось оставить пока в стороне. Собственные 
функции невозмущенной системы мы брали в виде произведений шредингеровских 
собственных функций атома водорода, или лучше - ·произведений собственных 
функций, отвечающих рассматриваемому атомному остатку, совершенно так же, 
как в цитированной работе Гайтлера и Лондона; повторять здесь подробно эти 
выкладки мы, пожалуй, не будем. Эти собственные функции, правда, не ортогональ
ны, но отличие от обычного рассмотрения, о{)условленное этим обстоятельством, 
выражается лишь в членах второго порядка, и поэтому мы можем и здесь после

довательно применять методы, обычные для ортогональных собственных функций. 
Вследствие взаимного возмущения электроны одного из атомов мoryr вступать 
в обмен с электронами какого-нибудь другого атома. Пока мы не рассматриваем 
члены второго порядка по теории возмущений, при этом-будут· встречаться только 

14) Heitler W., London F. Ор. cit. 
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простые транспозиции между двумя соседними атомами. В простейшем случае, 
когда в невозмущенной системе каждый атом обладает одним валентным электро
ном, «обменные члены» энергии возмущения сводятся к выражениям, указанным 

Гайтлером и Лондоном: 

1 j ( 2е2 2е2 е2 е2 е2 е2 ) 
J(k1) = - Ф~Ф~ФrФ( - + - - - - - - - - - dтk dт1. 

2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
(1) 

Здесь буквы k и l обозначают номера двух электронов, к и Л - номера тех атомных 
остатков, которым k и l принадлежали в невозмущенной системе. В качестве 
второй важной константы в расчеты по теории возмущений входит постоянная 

чисто «статического» взаимодействия: 

Jв = J dт1 dт2 ... dт2п(Ф1) 2 (Ф~) 2 
••• (Ф~:) 2 {L:-=-=- + 2:-==- - 2:-==-}· (2) 

kl Tk/ it>. Tit>. k>. Tk>. 
k).I it).>. kf_>. 

Магнитными взаимодействиями ввиду их малости мы можем полностью пре
небрегать. Несмотря на это, вследствие процессов обмена спиновые моменты всех 
электронов выстраиваются частью параллельно, а частью антипараллельно. Если 

учесть еще основополагающую гипотезу о принципе Паули, требующем, чтобы 
собственные функции всей системы бьmи антисимметричными по отношению 
ко всем электронам, то каждому значению терма возмущенной системы будет соот
ветствовать совершенно определенный полный магнитный момент, определяемый 

моментом импульса системы s(h/27r). Всего в возмущенной системе существует 
(2п)! термов (если отвлечься от принципа Паули и спина). Статическое рассмо
трение ферромагнетизма станет возможньtМ, когда будут вычислены все значения 
энергии, принадлежащие заданному значению s. Задача эта в такой форме, конечно, 
неразрешима, ибо 2п - очень большое число. Мы можем лишь надеяться на то, 
что сможем получить общее представление о распределении собственных значений 
при заданном s. В дальнейшем мы вычислим число термов, энергетический центр 
тяжести, т. е. среднее значение энергии при заданном s и средний квадрат флюк
туаций около этого среднего значения. Затем мы сделаем безусловно несколько 
произвольное предположение, что в первом приближении значения энергии рас

пределены около среднего значения по кривой ошибок Гаусса, причем ширина этой 
кривой может быть вычислена из среднеквадратичной флюктуации. 

Согласно исследованиям Вигнера, Хунда и Гайтлера (1. с.) в случае гипотезы 
о принципе Паули каждому значению полного спинового момента s принадле
жит одна система термов («и»), характеризуемая определенным разбиением 2п 
на слагаемые 

2n = 2 + 2 + " . + 2 + 1 + ... + 1 . .______...., ..__,.__...... 
(n-s) раз Zs раз 

Разбиением «обратной» системы тогда называется просто 

2n = (n - s) + (n + s). 

(3) 

(4) 
Для среднего значения энергии в системе и, т. е. «энергетического центра тяжести», 

Гайтлер 15> получил формулу 

15) Heit/er W. Zs. Phys" 1927, 46, 47. 
26 Зак. 6 

(5) 
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Здесь х: означает характер группы, принадлежащий перестановке Р, f и = Х~ -
число термов системы. Энергия невозмущенного состояния в этой формуле опущена 
как несущественная аддитивная постоянная. Теперь мы вычислим средний ква

драт флюктуаций энергии ЛЕ2 около значения Еи. Значения энергии получаются 
в качестве корней уравнения степени f и, получаемого при приравнивании нулю 
определителя 

Е Ь{;Jр - х 
р 

EЬf1JP 
р 

EЬf2JP 
р 

Е Ьf2JP - х 
р =0. (6) 

Сумма корней этого уравнения Е Xn дается коэффициентом при xf-I, значит, 
.Е Ьf;Jp = Е x:Jp, откуда и получается уравнение (5). Сумма Е XnXm дается 
~р Р n>m 

коэффициентом при xf-2 в уравнении (6), и поэтому мы имеем 

L XnXm = L L ьf;ьf:.JpJp, - L L ьfr.ьf;JpJp, = 
n>m i>k Р,Р' i>k Р,Р' 

= ~ ( L L ьf;ьf:.JpJp• - L L ьf',.ьf;JpJp•). 
i,k Р,Р' i,k Р,Р' 

(7) 

В последнем выражении суммирование производится независимо по всем значе

ниям i, k. Но .Е Ьfт,Ьf; означает i-й диагональный элемент матрицы произведе
k 

ния ьРьР'. Поскольку матрицы Ь образуют представление группы, мы имеем 

ьРьР' = ьР·Р'. 
Учитывая еще, что хр = Е ьf;, мы получаем 

i 

"' 1 "' ( р Р' р.р') L.J XnXm = l L.J Х Х - Х JpJp" 
n>m Р,Р' 

(8) 

Подставляя Xn = Еи + ЛЕn (индекс и принадлежит здесь, собственно говоря, 
также и переменным Xn, ЛЕn; мы опускаем его для упрощения записи), мы 
получаем 

"' "'( )( ) f u(/u - 1) 2 "' L.J ХnХт = ц Еи + ЛЕn Еи + ЛЕт = 
2 

Еи + L.J ЛЕnЛЕт; 
n>m n>m n>m (9) 

(п, т = 1, "., fи). 

Вследствие равенства .Е ЛЕn = О имеем 
fи 

L ЛЕ~ = -2 L ЛЕnЛЕт. (10) 
n=I n>m 
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Наконец, из формул (5), (8), (9), (10) и уравнения !и = х~ получаем 

/" 1 
~ дЕ2 ~( Е Р·Р' р Р') 
L..,, n = J L..,, Xu Xu - Хи Хи JpJp• 
n=I и Р,Р' 

(11) 

и 

-2 _ 1 ~( Е Р·Р' Р Р') 
ЛЕи - 2 L..,, Хи Хи - Хи Хи J pJ Р' • 

fи РР' 
' 

(12) 

Для того чтобы иметь возможность применять эти формулы, мы должны еще 
вычислить характеры групп ддя перестановок различных классов. Поскольку все J р 
обращаются в нуль, за исключением случаев, когда Р = Е и Р принадлежит клас
су (12) - транспозициям, - среди Х:·Р' следует рассматривать только следующие 
типы 

х:, х~2>, х~23), х~2)(34). 

Эти характеры групп можно вычислить по методу Шура, описанuому Гайтле

ром 16
). Прежде всего, ддя обратных систем термов получаем 11>: 

Е (2n)!(2s+ 1) 
Xn-s,n+s= (n-s)!(n+s+l)!' 

(l2) (2n-2)!2(2s+ 1) ( 2 2 ) 
Xn-s,n+s= ( _ )'( l)' S +s+n -2n , 

т s. n+s+ . 

(123) (2n-3)!2(n-1) { 3 2 ( 2 ) } (13) 
Xn-s,n+s= ( _ )'( l)' 6s +9s +s 2n -10п+3 +n(n-5) , 

п s.n+s+ . 

(12)(34) 4(2п-4)! { s 4 2( 2 ) 2( 2 ) 
Xn-s n+s = ( ) ( l)' 2s +5s +4s n -5n+4 +s 6п -30п+ 19 + ' n-s ! n+s+ . 

+2s(n4 -6п3 +15n2 -14n+3) +n4 -6n3 +14n2 -9n }. 

Характеры действительно существующих систем термов отличаются от вы

шеперечисленных здесь характеров обратных систем только знаком. А именно, 

характер обратной системы равен или равен с противоположным знаком характеру 

самой системы, если перестановка Р получается из четного или нечетного числа 

транспозиций. 

До сих пор наши результаты бьmи справедливыми для совершенно общего 
случая, так как мы не пользовались предположениями, сделанными нами о кри

сталлической решетке или о строении атома. 

Теперь, чтобы перейти к вычислениям, мы должны сделать более конкретные 

предположения. Прежде всего, из формулы (1) и из расчетов Гайтлера и Лондона 
следует, что интеграл J(l2) с увеличением расстояния убывает экспоненциально. 
Поэтому атом в решетке будет вступать в обмен главным образом со своими «соседя
ми»; напротив, обменом с каким-нибудь атомом, расположенным дальше «соседних 

атомов», следует пренебрегать. Число «соседей» атома, например, в молекулярной 
решетке двухатомных молекул равно 1, в линейной цепочке - 2, в квадратичной 

16) Heit/er W. Zs. Phys., 1928, 47, 835. 
17> Значения /" и х~12>, указанные Гайтлером (Heit/er W. Zs. Phys., 1928, 47, 835, уравнение (32)), 
искажены из-за опечатки. 

26* 
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плоской решетке - 4, в простой кубической решетке - 6, в кубической объемно
централизованной решетке - 8, в кубической гранецентрированной решетке - 12. 

Далее мы сделаем допущение, что все неисчезающие обменные члены J р должны 
быть равными между собой (мы будем обозначать их общую величину через J 0 ). 

Так должно быть, если атомные остатки будут немагнитными, т. е. центрально 

симметричными. Итак, теперь мы вычислим Е" и ЛЕt для решетки, в которой 
каждый атом имеет z соседей. При этом мы будем учитывать только самµ1е высшие 
степени пи s, а члены с низшими степенями опустим; это значит, что мы не будем 
рассматривать эффекты на граничных поверхностях кристалла. 

Число транспозиций, приводящих к значениям J 0 (т. е. число пар атомов с наи
меньшим расстоянием), равно z · 2п/2 = zn. Поэтому из формул (5) и (13) следует 

s2 +n2 
Е" = -z-z:;-Jo + Jв. (14) 

Для вычисления ЛЕ't нам необходимо прежде всего найти значение выражения 

l ( Е Р·Р' Р Р') 
АР,Р' = {!; х х - х х (15) 

для различных возможных комбинаций Р и Р'. Получаем (с точностью до низших 
степеней п и s): 

1. Р=Р': 

(п2 - s2)(3n2 + s2) 
А(12)(12) = 4п4 , 

2. Р и Р' имеют один общий элемент: 

(п2 - s2)s2 
А(12)(1з) = 4п4 , 

3. Р и Р' не имеют общего элемента: 

(п2 - s2)s2 
А(12)(з4) = - 2п5 

(16) 

Если атом имеет z соседей, то тип 1 встречается zn раз, тип 2 - z(z - l)n раз, 
2 2 

тип 3 - z 
2
n раз. 

Наконец, для ЛЕ~ в соответствии с уравнением (12) получаем 

-- 2 
ЛЕ~ = Jo (znA(12)(12) + 2z(z - l)пА(12)(1З) + 2А) 

и 

-- 2 (п2 - s2)(3n2 - s2) 
ЛЕ~ = J0 z 3 . 

4п 
(17) 

Таким образом, среднее отклонение энергии от среднего значения энергии (14) 
по порЯдку величины составляет ЛЕ" ,...., Jovn. В предшествующих формулах -<Т 
означает всегда систему термов, принадлежащих разбиению (3) и потому полному 
спиновому моменту s. 
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§3 
Статистика: связь с формулами Вейсса 

Следующие выкладки будут основываться на упомянуrом уже выше, хотя 

и несколько произвольном допущении о том, что распределение значений энергии 

около ее среднего значения приблизительно имеет вид гауссовой кривой ошибок. 

Поскольку общее число термов, принадлежащих спиновому моменту 8, равно f и IS), 

мы, следовательно, предполагаем, что в интервале между Еи + дЕ и Еи + дЕ + dдЕ 
число термов составляет 

fи { дЕ2 } ---;::== ехр --= dдЕ. J 21Г дЕ~ 2дЕ~ 

В соответствии с проведенными выше расчетами ориентация полного спинового 

момента в кристалле остается совершенно неопределенной, если, как мы можем 

считать на основании результатов опыта Эйнштейна-де Гааза, орбитальные мо
менты электронов в кристалле взаимно компенсируются. Но если мы поместим 
кристалл во внешнее магнитное поле напряженностью Н, то к внутренней энергии, 

которая зависит от 8, добавится еще и внешняя энергия, зависящая от проекции 8 

на внешнее поле т. По известным формулам для этой дополнительной энергии 
имеем (g = 2 для спина!): 

, е h 
Е = -- -Нт, (8 ~ т ~ -8). 

µс 21Г 

(Здесь µ - масса электрона.) 

(18) 

Теперь возникает задача вычислить значение m, наиболее вероятное для задан
ной температуры и заданной величины Н. Мы введем сокращенные обозначения 

l е h 
о:=--Н-, 

kT µс 21Г 

zJo 
{j = kT. (19) 

Затем образуем сумму состояний (с точностью до несуmественного множителя, 
не зависящего от о): 

+оо 

n +s ! / { 82 дЕ дЕ2 } 2.:: 2: dдЕ и ехр о:т+/3- - - - -= = 
s=O m=-s у'21Г ДЕ~ 2n kT 2ЛЕ~ 

-оо 

n +s { 82 дЕ: } 
= 2: 2: !и ехр о:т + {3 2n + 2k2т2 . 

s=O m=-s 

Наконец, в соответствии с формулой ( 17) получаем (снова опуская несуще
ственные множители): 

n +s { 82 282(4n2 - s2)} 
S = I: 2: f и ехр о:т + /3- - Р 

8 
з · 

2п п z 
s=O m=-s 

(20) 

IS) Без принципа Паули общее число термов во всех системах, принадлежащих разбиению, было бы 
равно tJ вследствие fи -кратного вырождения. Однако вырождение снимается принципом Паули. 
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{ 
s

2 
2 s

2
(4n

2 в2 ) } ( ) Обозначая выражение ехр {З'in - f3 snз~ через g s и учитывая, что /и = 

( п 2: 
8

) - ( п +2
: + 1 ) , после изменения порядка суммирования имеем 

8=f:team9(s)[(~)-( 2п )]· 
m=-n s=lml n + S n + S + 1 

После преобразования, аналогичного интегрированию по частям, находим 

Поскольку g(s) - четная функция s, мы можем в применяемом здесь приближении 
вычеркнуть в 82 член с е-ав и затем провести суммирование в пределах от s = -n 
до s = +n. Тогда мы увидим, что с точностью до множителей порядка 1 82 также 
принимает вид S 1 (если индекс суммирования s в 82 заменить на т). 

Наконец, получаем 

(21) 

где F - функция величин а и f3, имеющая порядок величины 1 (если а и f3 
того же самого порядка величины). 

Для дальнейшего вычисления мы будем предполагать, что в 8 выражение 
под знаком суммы имеет острый максимум при т = то (то приблизительно 
совпадает со средним значением m), что будет оправдано позднее. Мы положим 
т =то+ (m - т0) и разложим показатель экспоненты в функции g(т) в ряд 
по степеням (т - т0). Мы получаем 

g(m)~exp{,вm~ +,вто (т-m0)- .в: [4m~n2 -m~+8mon2(т-mo)-4m~(т-тo)]}· 
2п п 8п z 

Тогда 8, опять до несущественных множителей, не зависящих от а, принимает вид 

8 = F ~ ехр { (а+ f3 :о - f3
2 :}z) т} ( п :n т) = 

m=-n 

~ + ch (а + jJ ";;' - jJ? + Р' ,;;!, ) г (22а) 
Из S мы находим известным образом наивероятнейшее значение то по формуле 

а (а+ ,в'!!}]. - f32'1!д + 1324-) 
то = - ln 8 = n th n nz 2n z . 

аа 2 
(22) 
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Возникающим при дифференцировании ln F членом следует пренебречь по сравне
нию с n. В этом состоит также и оправдание того, что мы учитывали в показателях 
суммы состояния только высшие степени n и s, т. е. пренебрегали множителями 
порядка 1. 

Формула (22) в основном идентична с известной формулой Вейсса для ферро
магнетизма. То обстоятельство, что в формулу (22) входит th х вместо cth х - 1/х 
(как у Вейсса), обусловлено тем, что спиновый момент может иметь во внешнем 
поле только две ориентации. Полагая 

то 
-=у; 
n 

3 
то 2то 2 то 

о.+ /З- - /З - + fЗ - = 2х, 
п nz 2n3z 

(23) 

мы получаем уравнения 

1. у= th:z:, 

( 
/32) /32 П. 2х=о.+у /З-- +-у3. 
z 2z 

(24) 

Эти формулы отличаются от формул Вейсса еще и кубическим членом в (24 11). 
Решения уравнений (24) проще всего получаются опять графически. На рис. 1 такое 
решение изображено для о. = 0,2, /З = 2, z = 8. 

Для малых или отрицательных значений постоянной fЗ получается парамагне
тизм. Ферромагнетизм появляется, когда касательная к кривой 11 при у = О образует 
с осью х меньший угол, чем касательная к кривой 1; при этом влиянием кубическо

го члена вначале пренебрегается. Таким 
y=l образом, условие для ферромагнетизма 

у 

1 

-х 

Рис. 1 

имеет вид 

(25) 

Это условие может быть выполне
но только для больших значений z. 
Максимальное значение левой части 
неравенства (25) (/Зmах = z/2) есть 
(z/2)(1 - 1/2), и мы получаем 

(26) 

В соответствии с этим ферромагнетизм возможен только в решетках таких ти
пов, в которых атом имеет по меньшей мере восемь соседей. Это имеет место для Fe, 
Со, Ni; их решетки все кубические, частью объемноцентрированные (z = 8), частью 
гранецентрированные (z = 12). Если учесть в формуле (24 II) еще член третьей степе
ни, то и для примерно z = 7 может случиться, что кривая 11 (для о.= О) в начале ко
ординат хотя и будет подниматься круче, чем кривая 1, но выше эти две кривые все же 
могут пересекаться в двух точках. Поскольку значение z = 7 не встречается даже без 
этого пересечения, мы не будем придавать этой возможности физического значения. 

Если fЗ превышает значение z/2 (приращение fЗ соответствует уменьшению 
температуры), то в соответствии с уравнением (25) сила молекулярного поля снова 
убывает, и для fЗ > (z/2)(1 + .jl - 8/z) существует уже только парамагнетизм. Мы 
не думаем, что этот результат имеет физическое значение. Ведь математически он 
получается вследствие допущения о гауссовом распределении значений энергии, 
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имеющем следствие, что и для малых значений s существуют значения термов, 
которые (при положительной величине J 0) лежат так же глубоко, как энергия, при
надлежащая s = п, или еще глубже. В действительности же, конечно, не существует 
значения энергии, лежащего глубже (если величина J0 положительна), чем энергия 
для s = п. Отклонения истинной кривой распределения энергий от принятой нами 
становятся, естественно, все более и более заметными при убывающей температуре. 

Развитую здесь теорию следует улучшить путем вычисления для флюктуаций 

средних значений ЛЕ3 , ЛЕ4 и т. д. и построения соответственно улучшенных 
кривых распределения значений термов. В этой улучшенной теории в левой стороне 

уравнения (25) появятся соответственно более высокие степени {З; иначе говоря, 
левая часть уравнения (25) представляет собой, собственно, трансцендентную функ
цию {З; значение, которое мы получили здесь для левой стороны уравнения (25), при
мерно соответствует разложению этой функции в ряд по степеням {З/z = J 0/(kT), 
оборванный на втором члене (наши члены /3- {32/z могут, вероятно, лишь незна
чительно отличаться от первых двух членов истинного степенного ряда для этой 

функции). Но из этих соображений следует, что для более высоких значений {З/z, 
скажем, {З/z;::: 1/2, исследование ферромагнетизма с помощью высших флюктуаци
онных моментов проводить невозможно. Подобное уточненное исследование кривой 
распределения будет также зависеть, вероятно, и от граничного значения z (26). 
Однако качественно наши результаты могут измениться, вероятно, лишь немного. 

Если f3 будет существенно меньше граничного значения, определяемого урав
нением (25), то уравнение (24), как уже говорилось, приводит к парамагнетизму. 

Для малых значений а ( th х ~ х - ~ ... ) расчет дает 

(27) 

Первый член ряда дает закон Кюри с модификацией, как в теории Вейсса: 

1 т 
тorv --- . . 

т-е т(1+Jl=-1)-e(1-Jl=-1) 

Здесь критическая температура дается формулой 

Прежде чем перейти к обсуждению численной величины J 0 , я хочу оправдать 
сделанное ранее утверждение о том, что члены суммы состояния (21) имеют 
очень острый максимум при т = то. С этой целью я вычислю средний квадрат 
флюктуаций т около то, т. е. дт2 • Он дается равенствами 

и 

- 1 828 
т2=- -

S да2 • 
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Из формулы (22а) получаем 

д8 .· ( z -z)2n-1 ( z -z)F дF ( z -z)2n -=ne+e е-е +-е+е , 
да да 

д2 
8 n(2n - 1) ( z -z)2n-2( z -z)2F n ( z -z)2nF -= е+е е-е +-е+е + 

да2 2 2 

2 дF ( z -z)2n-1 ( z -z) д2 
F ( z -z)2n + п да е + е е - е + да2 е + е . 

Отсюда в первом приближении имеем 

- 2 n( 2 ) дlnF m2=mo+- 1-th х +2nthx-д-. 
2 а 

Таким образом, получаем 

дm2 = - 1-th x+4thx-- . - n( 2 дlnF) 
2 да 

Вероятное отклонение момента т от ожидаемой величины m0 , следовательно, 

имеет порядок величины только .fii,, члены в показателе функции g(m), которые 
были опущены нами в уравнении (22), по порядку величины равны дm2 /п, т. е. 1 -
в согласии с проводимой нами здесь степенью приближения. Опущенные члены 
имеют порядок величины поверхностных эффектов. 

§4 
Величина и знак •молекулярного поля• 

Постоянная fЗ по порядку величины должна равняться единице, чтобы фер
ромагнетизм был возможен; значит, должно быть Jo ~ kT, где Т для Fe, Со, Ni 
принимает значения порядка 103 градусов. Отсюда следует, что Jo ~ 10-13 Эрг, 
т. е. составляет около 1/100 энергии основного состояния водорода. Но это -
величины как раз того порядка, какого следует ожидать для обменных интегра

лов вида (1), если атомы располагаются близко друг к другу. Если межатомное 
расстояние увеличивается, то обменные силы убывают экспоненциально. В этом за
ключается причина того, что растворы солей железа или никеля никогда не бывают 
ферромагнитными. 

Значительно труднее ответить на вопрос о знаке Jo. Гайтлер и Лондон в своей 
теории гомеополярной связи сделали предположение, что величина J0 совершенно 
общим образом должна быть отрицательной, а это исключало бы ферромагнетизм. 
Действительно, для частного случая, когда невозмущенные электроны находятся 

в состоянии 18, из совершенно общих положений следует, что значения энергии 
должны располагаться так, как это соответствует отрицательным значениям J0 • 

Однако такой вывод применим только для состояния электронов 18, и можно 
показать, что для больших главных квантовых чисел величина J0 в общем 
становится положительной. Рассмотрим выражение 

Jo=- Ф~Ф;ФfФГ -+--------- dтkdт,. 1 j ( 2е2 2е2 е2 е2 е2 е2 ) 

2 Tk/ TuJ.. Tuk Tu/ TJ..k TJ../ 
(1) 

Здесь н и А - индексы атомных ядер, k и l - индексы электронов. Возьмем 'Ф 
в виде собственных функций водорода; позднее мы покажем, что наши соображения 
25 Зак. 6 
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полностью сохраняют свою силу и для других центральных полей вблизи ядер. 
Прежде всего, можно определенно утверждать, что для очень малых значений rнл 
величина J0 будет положительной, так как тогда член 1/rнл превосходит все другие. 
Однако этому результату не следует придавать никакого физического значения, так 
как для очень малых значений rнл наш метод приближения становится целиком 
иллюзорным (см. случай терма 18!). Следовательно, речь должна идти о значе
нии J0 для больших rнл· Если величина J0 там будет положительной, то мы можем 
предполагать, что она остается положительной вообще для всех значений rнл· Итак, 

мы рассмотрим теперь, как выглядит распределение плотности заряда 'ФZ'Ф~ при 
больших расстояниях rнл сначала для более высоких термов S. Шредингеров
ские функции содержат в качестве важнейшей части экспоненциальную функцию, 

и произведение 'ФZ'Ф~ содержит поэтому множитель ехр { -(rkн + rkл)/(aon)} (ао 
здесь - боровский радиус атома водорода, п - главное квантовое число; путаницы 

с числом электронов 2п можно, по-видимому, не опасаться). Если отвлечься 
от других множителей, то плотность будет, таким образом, постоянной на кон
фокальных эллипсоидах вращения вокруг обоих ядер (это происходит при каждом 
значении главного квантового числа). Экспоненциальная функция умножается 
еще на полином (п - 1)-й степени относительно rkн или rkл· Все нули этого 
полинома располагаются вблизи ядер, на большем расстоянии от ядер полином 
можно заменить высшей из степеней rn- t • Совершенно несущественной оказыва
ется и интенсивность центральных сил на расстояниях от ядра порядка ао, если 

только значение rнл достаточно велико. Распределение плотности заряда по длине 
указанного выше цилиндра будет, следовательно, не однородным, а приблизительно 

пропорциональным r~; 1 r~>: 1 • Для малых значений п это распределение остается 
еще довольно однородным, и легко видеть, что тогда в интеграле Jo существенно 
преобладают отрицательные члены. Напротив, с возрастанием п распределение 
плотности приобретает все более острый максимум в середине расстояния между 

двумя ядрами. В пределе очень больших значений п среднее значение 'Шенов типа 

1/rkн. взятое по указанному выше распределению плотности, стремится поэтому 
к значению 2/rнл: 

-1- -.- 2 - = - = - = - --+ -. 
Тkн Тkл Т/н r1л rнл 

Член с 1/rk1, «собственный потенциал» распределения плотности, напротив, 
с увеличением п возрастает неограниченно. Следовательно, для достаточно высоких 

главных квантовых чисел величина J0 будет, безусловно, положительной. Можно 
легко показать, что в этом результате ничто не изменится, если выполнить 

вычисления для состояний Р, D, . . . или каких-нибудь других более высоких 
состояний. Граничное значение п, при котором величина Jo впервые становится 
положительной, точно определить трудно. Примерный расчет привел к результату 

п = 3. Это граничное значение, возможно, зависит еще от значений других 
квантовых чисел. Тот факт, что, например, молекула кислорода в основном 

состоянии обладает, как показывает опыт, магнитным моментом 2 · 1/2 · h/(21Г), 
говорит, по-видимому, за то, что величина J0 может быть положительной уже 
при п = 2. С другой стороны, из многократно наблюдавшихся отрицательных 
критических температур (например, .µля 1-железа) можно сделать вывод о том, 
что и для более высоких главных квантовых чисел величина Jo иногда бывает 
отрицательной. 

3аGЛючительные замечания 

Вычисления, проделанные здесь, определили два условия для появления ферро

магнетизма. 
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1. Кристаллическая решетка должна быть такой, чтобы каждый атом имел 
по крайней мере 8 соседей. 

2. Главное квантовое число электронов ответственных за магнетизм, должно 
быть п ~ 3 

Этих двух условий вместе еще недостаточно для того, чтобы выделить Fe, 
Со, Ni из всех других веществ; однако Fe, Со, Ni удовлетворяют указанным 
условиям. Можно также ожидать, что развитая здесь теория представляет собой 

пока только качественную схему, в которую ферромагнитные явления могут войти 
позднее. Теория нуждается в обобщении на случай обмена несколькими электронами 

на каждый атом, необходимо провести более подробное изучение интегралов J(kl), 

а также кривой распределения значений термов. К этим вопросам, а также 
к подробному сравнению теории с экспериментальными результатами я надеюсь 

вернуться позднее. 

25* 

Лейпциг, Институт теоретической физики университета 

(Поступила 29 мая 1928 г.) 



К КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 
ФЕРРОМАГНЕТИЗМА* 

§1 
Сравнение теории с рассмотрением ~лектронов в металлах 

Паули и 3оммерфельдом 

Молекулярное поле, на котором основывается теория ферромаrнетизма Вейсса I), 
может быть сведено к обменному взаимодействию электронов проводимости ферро

маrнитноrо металла 2). Этот результат получается для модели металла, отличающейся 
от принятой Паули 3) или Зоммерфельдом 4) в теории электропроводности, и потому 
прежде всеrо следует продвиrаться шаr за шаrом от модели Паули-Зоммерфельда 
к модели, применяемой ниже. 

В первом приближении электроны в металле можно считать совершенно свобод

ными. Тоrда можно определить их энерrетические уровни, если известны положение 
rраниц элементарной ячейки и масса электрона. В каждой «квантовой ячейке>) мож
но разместить два электрона с противоположно направленными спинами; таким 

образом, пока не учитывается взаимодействие электронов, при низких температурах 

соrласно Паули должен иметь место парамагнетизм при любом распределении 
энергетических уровней. Если же, как это бьmо сделано в теории Зоммерфельда 

Хоустоном 5) и несколько детальнее методами теории rрупп Блохом 6), учесть взаи
модействие электронов с решеткой, то скажется, что значения электронных теорем 

объединяются в rруппы, которые могут принадлежать некоторому определенному 

возбужденному состоянию атомов металла. Если первоначально в элементарной 
сфере находились п атомов и п валентных электронов (частный случай - щелоч
ные металлы!), то каждая rруппа будет содержать n термов, причем относительные 
промежутки между ними будут определяться в основном силой связи электронов 
в атоме. Пока взаимодействие электронов друr с другом не учитывается, вывод Паули 

о парамагнетизме остается полностью справедливым. Конечно, с ростом силы связи 
значения термов внутри одной rруппы все больше сближаются. Ниже некотороrо 
rраничного значения расстояния между соседними термами становятся пренебре

жимо малыми по сравнению с энергией взаимодействия электронов. Таким образом, 
в случае достаточно большой силы связи невозмущенное состояние при рассмо

трении взаимодействия следует выбирать в ВИде распределения n электронов по n 

• Zur Quantentheorie des Ferromagnetismus. - ProЫeme der Modernen Physik, А. Sommerfeld Festschrift. 
Leipzig, 1928. S.114-122. Перевод А. А. Сазыкина. 
!) Weiss Р. J. de Phys., 1907, 6, 661. 
2) Heisenberg W. Zs. Phys., 1928, 49, 619 (далее цитируется как «1.с."). - Русский перевод: с.382-395. 
3) Pauli W. Zs. Phys., 1927, 41, 81. 
4> Sommerftld А. Zs. Phys., 1928, 47, 1. 
5) Нouston W. Zs. Phys., 1928, 48, 449. 
6) В!осh F. Dissertation. Leipzig. 
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энергетически равнозначным квантовым ячейкам. В этом случае уже не обязательно 
искать связь между квантовыми ячейками и границами элементарной ячейки решет

ки, и в качестве п энергетически (но не пространственно) равнозначных квантовых 
ячеек можно использовать прямо «орбиты электронов» в п атомах по отдельности. 
Наша теория начинает сушественно отличаться от теории Паули тогда, когда мы 
переходим к учету взаимодействия электронов; действительно, первым следствием 

этого взаимодействия будет то обстоятельство, что в квантовой ячейке размещается 
уже только один электрон, т. е. что энергия состояний, в которых в ячейке находятся 

два электрона, намного превышает энергию тех состояний, в которых ячейки 

содержат только по одному электрону; поэтому в статистике следует рассматривать 

только эти последние состояния (при достаточно низких температурах). 
Поучительную картину различий между изложенными выше модельными пред

ставлениями можно также получить, рассматривая поведение теплоемкости «элект

ронного газа». В теории Зоммерфельда 7), где электроны рассматриваются как 
газ Ферми, их удельная теплоемкость растет с температурой линейно. При учете 

взаимодействия с решеткой удельная теплоемкость, как показано Блохом s) сначала 
линейно возрастает, но затем после достиЖения максимальной величины опять 
убывает до нуля; наконец, в нашей модели удельная теплоемкость электронного 

газа, аналогично так называемой магнитной теплоемкости, возрастает до точки 

Кюри и затем скачком падает до нуля 9>. 

§2 
Связь теории с квантовомеханической трактовкой валентных сил 

Молекулярные силы Вейсса могут быть сведены к обменным силам, сходным 

с теми, которые бьmи использованы Гайтлером и Лондоном 10> для объяснения 
гомеополярных валентных сил. Выше точки Кюри эти аналоги валентных сил 
скачкообразно исчезают и тогда можно только удивляться, почему кристалл вообще 
еще сушествует. Однако на атомы металла в решетке помимо этих обменных 

сил действуют также и силы другого рода. Прежде всего, большую роль играют 
поляризационные взаимодействия («силы Ван дер Ваальса»), отнюдь не малые 
по сравнению с обменными силами «первого порядка». Далее следует обратить 

внимание на то, что атомные остовы в общем случае не обладают сферической 

симметрией, и их результирующий «орбитальный момент l» не обращается в нуль. 
Отклонение от сферической симметрии имеет следствием сушествование значи
тельных квадрупольных моментов; наконец, из-за наличия этих квадрупольных 

моментов «орбитальные моменты l» в кристалле не могут поворачиваться свободно, 
в целом они компенсируют друг друга и не оказывают влияния на магнитные 

свойства кристалла. Если к тому же учесть, что при обменном взаимодействии 
электронов одного атома с электронами второго атома одни обменные интегралы 

оказываются положительными, а другие - отрицательными, то станет понятно, 

что доля обменных сил в энергии связи кристалла довольно мала. По оценке, 
основанной на рассмотрении отношения полной теплоты намагничивания к теп

лоте испарения кристалла, эта доля составляет всего лишь несколько процентов. 

Аналогичные по величине изменения должны происходить при переходе через точку 

Кюри также с упругими постоянными кристалла, на что любезно обратил внимание 

7> Sommeгfeld А. Ор. cit. 
8) В/осh F. Ор. cit. 
9> См., например, Debye Р. Zusammenfassender Bericht uЬer elektrische und magnetische Molekulareigen
schaften. Handbuch der Radiologie. Leipzig, 1925. Bd. VI. S. 597; особенно с. 668 и далее. 
IO) Heitler W. London F. Zs. Phys., 1927, 44, 455. 
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в беседе со мной Ф. Лондон. К сожалению, этот эффект экспериментально еще 
не изучен; если он когда-нибудь будет обнаружен, что мы получим совершенно 
очевидное механическое доказательство исчезновения валентных сил. Как уже го
ворилось выше (см. также 1. с.), обменные интегралы в известных ферромагнитных 
веществах могут быть частично положительными, частично отрицательными, и тот 

факт, что для Fe, Со, Ni они дают в сумме положительный результат, следует 
рассматривать как своего рода случайность; разумеется, этот результат суммиро

вания зависит также от относительного расположения атомов в решетке; весьма 

характерно, что в -у-железе, в противоположность о:-, {З- и 6-железу, итог сум
мирования становится отрицательным. Парамагнетизм, наблюдаемый в некоторых 

веществах при низких температурах, также сводится к такому отрицательному мо

лекулярному полю. Безусловно, при рассмотрении экспериментального материала 

создается общее впечатление, что пройдет еще немало времени, прежде чем теория 

действительно сможет объяснить эти и многие другие сложные детали. В случае 
железа, например, в магнетизме участвуют по меньшей мере четыре валентных 

электрона, так что в теорию с самого начала входят в качестве неизвестных 

констант 16 обменных интегралов, и с ними можно получить, вероятно, любой 
желаемый результат, а значит, нельзя сказать ничего определенного. Поэтому мне 
представляется правильным завершить теорию прежде всего для случая, когда атом 

содержит один валентный электрон. Однако я все же хочу получить один результат 

более сложной теории. В соответствии с проделанными до сих пор расчетами 

казалось, что фуНкция Ланжевела cth х - 1/х в общем случае должна быть заменена 
на th х вследствие двух возможных ориентаций спина электрона. Но опыт твердо 
говорит о том, что кривая th х неверна, и поэтому заслуживает внимания доказа
тельство, что в случае, когда атом содержит несколько валентных электронов, также 

получаются другие функции Ланжевена. 

§3 

Теория групп для случая 11ескольких вале1rr11ых электро11ов в атоме 

Теоретико-групповой метод мы можем позаимствовать опять у Гайтлера l l) или 
Лондона 12

). Пусть в нев9змущенном состоянии каждый атом имеет у валентных 
электронов, причем спины всех электронов для простоты пусть будут параллельны, 

так что атом находится в состоянии, терм которого принадлежит антисимметричной 

системе (распределение 1+1+1 + ... + 1). Пусть общее число атомов в решетке 
будет 2п, общее число валентных электронов 2пу == 2N. Группа перестановок 2N 
электронов содержит в себе качества подгрупп группы перестановок: у электронов 
в атоме 1, у электронов в атоме 2 и т.д. Те неприводимые матрицы представления 
(для некоторого заданного распределения), которые принадлежат одной из таких 
подгрупп, могут быть снова подвергнуты редукции до тех пор, пока они не станут 
соответствовать неприводимым представлениям упомянутой подгруппы. Допустимо, 

что такая редукция проделана во всех подгруппах. Если тогда предположить, что 

взаимодействие у электронов одного атома значительно превосходит взаимодействие 

ll) Heitler W. Zs. Phys., 1927, 46, 835. 
12

) London F. Zs. Phys., 1928, 50, 24. При незначительных дополнениях теорию Лондона можно было 
бы, вероятно, применить к рассмотрению случая, когда в невозмущенном состоянии отдельный атом 
не находится в состоянии, соответствующему терму антисимметричной системы. В противоположность 
этому проводимые ниже вычисления относятся именно к только что упомянутому частному случаю, 

тесно примыкая к работе Гайтлера (Нeitler W. Ор. cit.). 
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электронов различных атомов, то определителю векового уравнения 

1~ Ь~Jр - бikwl 
можно будет придать форму произведения частных определителей, причем каждый 
частный определитель состоит из таких строк и столбцов, которые принадлежат 
определенным неприводимым представлениям каждой отдельной подгруппы. В на

шем частном случае нас будут интересовать только неприводимые представления 

подгрупп с распределением 1+1 + ... + 1, т. е. однорядные матрицы с элементами + l 
или -1. 

Теперь мы рассмотрим, насколько часто встречаются эти специальные предста
вления в представлении с определенным размещением 2N электронов. По Гайт
леру 13> здесь действует простое правило, что в размещениях 2N электронов могут 
встречаться только такие размещения отдельных подгрупп, которые аддитивно 

складываются в общее размещение. Например, для трех атомов (А, В, С), каждый 
из которых содержит три электрона (у= 3), размещения 1+l+1 могут быть объ
единены в общее размещение 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 четырьмя различными способами, 
указанными на следующей схеме: 

Атом А 1+1+1 
Атом В 1+1+1 
Атом С 1+1+1 

1+1+1 
1+1+1 

1+1+1 

1+1+ 1 
1+1+ 1 

1+1+1 

1+1+1 
1+1+1 

1+ 1+1 

1+1+1+2+2+2 1+1+2+2+2+1 1+2+2+2+1+1 2+2+2+1+1+1 

Предположим теперь, что заданное общее размещение и может быть составлено 
из размещений 1 + 1 + 1 + ... + 1 различными способами, число которых равно 9и. 
Тогда в определителе векового уравнения нас будет интересовать только один 
частный определитель, имеющий 9и строк и столбцов (простыми перестановками 
можно добиться того, что это будут именно первые 9и строк и столбцов); в этом 
случае матрица представления Ьf'А,, принадлежащая перестановке электронов неко
торого отдельного атома, должна содержать в первых 9и строках и столбцах только 
диагональные элементы, и притом лишь + 1 или -1, в зависимости от того, будет 
перестаftовка четной или нечетной. 

Далее мы снова вычислим суммы корней, а также суммы квадратов корней этого 
частного оnределителя векового уравнения, а затем определим с помощью этих 

двух сумм цеftтр терма и средний квадрат флюктуаций. Мы будем учитывать только 
те обменные интегралы Jp, которые соответствуют простым перестановкам элек
тронов различных атомов. Дело в том, что обменные интегралы, соответствующие 
Перестановкам электронов одного и того же атома, при наших вычислениях можно 

рассматривать в качестве аддитивных постоянных. Сумма корней, как известно, 
определяется соотношением 

9и 9и 

2:Ek = 2:2:ьf;Jp. (1) 
1 р 

Теперь мы воспользуемся уравнением 14> 

(2) 

JJ) Heitler W. Ор. cit. 
14) Там же, уравнение (18). 
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Слева суммирование выполняется по всем перестановкам класса R, hя означает 
число перестановок в R, прочие величины имеют обычный смысл. 

Вводя для перестановок электронов в атоме 1 обозначение Т1 , в атоме 2 - Т2 
и т. д., для всех прочих перестановок - Т, мы, следовательно, имеем 

Теперь 

ь[;1 = ь[;2 = ... = -1; 

значит, 

и поэтому 

~ь'!.1 =х(12) (2f) +2п (У) 
~11 q ! 2. 
т q 

Число различных Т есть 

( 
2N) _ (у) _ 2N(2N - 1) - 2пу(у - 1) _ N( _ ) 
2 2п 

2 
-

2 
- 2N у . 

(3) 

По соображениям симметрии различные Т будут входить в конечный результат 
равносильно, и потому имеем 

(12) ( 2N) ( У) 
g" 9и Хи 2 +2nfu 2 

~ Ek = /и ~ Jт N(2N - у) . 

g" 
При вычислении L: Е~ следует принять во внимание, что, взяв уравнение 

k=I 

(4) 

и умножив его на определитель 1 L: ьf;; J Р' + W 15ik i, в общем случае можно получить 
уравнение 

\2: ~ ьfzь~JpJp, - W
2

15;k\ =о. 
РР' 1 

Аналогичным способом можно получить совершенно общее 

(~ ьРьР' - ьРР'). L..J il lk - . 
l fи 

~W/= 
1=1 Р,Р', .. . ,P(k) 

рр' p(k) 
х ... JpJp1 ... Jp(k). 

соотношение 

(5) 
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В нашем частном случае снова, учитывая только gq первых строк и столбцов, 
мы получаем 

(6) 

9и 

В дальнейшем при вычислении сумм 2: ьТ;Р' следует различать три возможных 
i=\ 

случая: 1) Р = Р'; 2) Р и Р' имеют один общий элемент; 3) Р и Р' не имеют 
ни одного общего элемента. Поскольку в качестве Р рассматриваются только 

перестановки, то в случае 1) имеем 

РР' Е 
Ь;; = Ь;; = 1. 

В случае 2) имеются три типа величин Ь: тип ь~·Т:; тип Ь~'т; тип fl;;Т'. 
и ьт,т: 1 ьт,т ьт 
меем ;; = ; ;; = - ;; ; следовательно, 

ь~:~т = - 1 
{ х<12> ( 

2

f ) + 2n (У ) } . 
" N(2N - у) (1 1(1 2 

Величины ь[;Т' мы вычислим с помощью уравнения (2). 

тт' (у 1) Всего тип Ь;;2 1 встречается 2 ~ у2п раз, тип Ьf;'т - 2(y-1)(2N -y)2N раз, 

а тип ь[;Т' - 2 ( 
2
N; у ) 2N раз. Однако в последнем типе содержится еще 

2 (;) (2п - 1)2N величин ь[;т', в которых оба необщих элемента Т и Т' 
принадлежат одному и тому же атому; эти величины ь[;Т' равны аналогичным 
величинам типа Ь~'т. Таким образом, окончательно имеем 

у- 1 2 х(! 2 у 

{ 

(t2) (2N) } 

2 ( 2 ) у2п - N(2N - у) 1(1 + 2n ( 2) х 

х {(у -I)(2N - y)2N + (;) (2п - 1)2N} + 

+ 2{ ( 2N - у) 2N - (у) (2п - I)2N}ь!.T' = ~~ 23> 3h(l23) 
2 2 " х" 1(1 . (7) 

В правой части здесь вместо h(t 23> входит 3h(\23), потому что всякая переста
новка (123) может быть представлена в виде произведения двух перестановок тремя 

различными способами; далее h< 123
> = 2 ( 

2f). 
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Следовательно, мы получаем 

ТТ' 1 
Ь;; = 2N(2N - y)(N - у) х 

х ( х;:з) + З(у- l){ х;:> ( 2f) + 2n ( ~) }- (У 2 1) 2N). (8) 

Аналогичные вычисления мы должны проделать еще для третьего случая (Р 
и F не имеют ни одного общего элемента); здесь снова следует различать три 
указанных выше типа. Здесь тип ьт,т; встречается 

тип ьт,т -
2{ 2n ( ~) N(2N - у) - (у - 1)(2N - y)2N} раз, 

наконец, ьтТ' -

{N2(2N -у)2 
- N(2N -у) - 2 ( 

2
N

2
-y) 2N} раз. 

Поскольку 

(12)(34) _ N(2N - l)[N(2N - 5) + 3] 
h - 2 ' 

мы получаем поэтому 

ТТ' 1 
Ь;; = N(2N - y)[N(2N - у - 4) + 1 + 2у] х 

( 

(2)(34) 

х ~N(2N - l)[N(2N - 5) + 3)2(N - 2)(у-1) х 
fи 

х { х;:> ( 2f) + 2n ( ~) }- N(y- l)[N(y - 1) - 1 - 211]). (9) 

К счастью, для дальнейших вычислений эти формулы мoryr быть существенно 
упрощены. Прежде всего, из уравнения (4) следует 

(10) 

а из уравнения ( 6) 

и мы имеем 

дЕ2 = L I:(ьf;Т' - ьf;ьf.)JтJт•:;:: Атт•JтJт•· (11) 
Т Т' 
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Сохраним в Е и дЕ2 только высшие степени N. Тогда после подстановки 
значений х(}" (общее размещение (N + 8) + (N - 8)) из l. с. получим 

- 82 +N2 
Е = - 2N2 L:Jт. 

т 

Аналогично, для трех видов значений Атт' имеем 

(N2 
- 8

2)(3N2 + 8 2
) 

А(12)(12) = 4N 4 , 

(N2 - s2)82 
А(12)(13) = 4N 4 

(12) 

(13) 

(14) 

Само собой разумеется, уравнения (12), (13), (14) согласуются с соответствующими 
уравнениями (l. с.) для у = 1, lfоэтому что значения у во всех формулах входят 
только в члены, содержащие N в следующей по порядку более низкой степени. 
Отклонение можно ожидать только для величин А(t 2)(з4), в которых высшие 
степени N взаимно компенсируются. 

Разлагая Ьн по степеням 1/N с точностью до второго члена, получаем 

ь(~2) = ~ (1 + ..1!__) (1 + (!._) 2 + У - з + -k ]. 
" 2 2N N N ' 

(12)(34) 1( у+2){[ (8) 2
]

2 
2y-8+2-Ji+(2y-12)(-Ji)

2
+2(-Ji)

3} 
Ьн = 4 1 + -N- 1 + N . + ---~---N--=----"-'-'-

и 

(15) 

Хотя в значениях Ьн и возникают отклонения, но в формуле для А(12н34) они 
взаимно компенсируются, и поэтому она согласуется с соответствующей формулой 

работы l.c. 
Значения Е и дЕ2 для некоторого определенного размещения (N -s) + (N + s) 

можно вычислить по формулам (12) -(15) при условии, что обменные интегралы Jт 
известны. Например, в предположении, что все Jт двух соседних атомов равны 
между собой(= Jo), «число соседей» z (см. l. с.) просто умножается на у, и конечные 
формулы имеют вид 

- s2 +N2 
Е = -zy 

2
N Jo ( + const), 

- 2 (N2 - 82)(ЗN2 - 82) 
дЕ2 = +Jo zy 4Nз . 

Однако предположение о равенстве обменных интегралов для различных электронов 

выглядит физически совершенно неоправданным, и мы должны оставить здесь 
обменные интегралы в виде неопределенных постоянных. 

§4 
Статистический вывод формул Ланжевена-Вейсса 

Статистическая часть теории может быть развита на основе существующих 
на сегодня данных только при произвольном предположении, что значения термов, 
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принадлежащие одному размещению, подчиняются распределению Гаусса (см. l. с.). 
Это предположение, без сомнения, делается временно, за неимением ничего луч
шего, и его надо расценивать как поистине досадный пробел в теперешней теории, 
который пока еще не удалось заполнить. Более точные вычисления Пайерлса, 

относящиеся к средним значениям высших степеней флюктуаций ЛЕ1 , показали, 
что частный вид функции распределения в форме кривых Гаусса оказывает большое 
влияние на конечный результат и что функция распределения не может быть улуч

шена, если учесть следующие моменты флуктуаций ЛЕ3 и т.д. Улучшить функцию 

распределения возможно только на основе таких моментов ЛЕ1 , дЛЯ которых l 
по порядку величины совпадает с N, так что их вычисление сопряжено с необычайно 
сложными математическими проблемами. Итак, решающее значение имеет характер 

спада функции распределения вдали от максимума, а выяснить характер этого спада 

по значениям Е и ЛЕ2 вряд ли возможно. Поставленный вопрос математичес
ки сводится к вычислению суммы 2: еЕ,/kт, распространенной на все значения 

1 
термов Е1 , принадлежащие некоторому определенному неприводимому предста
влению. Легко показать, что эта сумма может быть записана в виде разложения 
в ряд по степеням 1/kT, коэффициенты которого определяются характерами груп
пы соответствующего размещения и обменными интегралами (см. уравнение (5)). 
Однако это не облегчает численный расчет указанной функции kT. В литературе 
я не нашел методов решения этой чисто математической задачи. Таким образом, 
пока мы вынуждены довольствоваться паллиативным предположением о гауссовом 

распределении, отказываясь от удовлетворительного вывода формул Вейсса. Строго 
можно лишь показать, что при достаточно низких температурах все векторы спина 
обязательно устанавливаются параллельно, т. е. что наступает полное насыщение (ра
венство s = N дает наинизшее значение энергии). Правда, этот результат, согласно 
Ленцу и Изинrу 15), еще не равнозначен ферромагнетизму, поскольку, критическая 
температура е" может зависеть также от N (дЛя модели Изинга - линейной це
почки - е "' const/ ln N); модель, положеннаЯ в основу излагаемой здесь теории, 
обладает большим сходством с моделью Изинга (взаимодействуют только соседние 
атомы), отличаясь от нее в основном лишь величиной z, т.е. числом соседей, 
окружающих каждый атом. Существенную роль величины z показывает формула 
для ЛЕ2 ; однако на вопрос о том, становятся ли формулы Вейсса правильными 
при значениях z ;;?: 8, теория пока не может дать определенного ответа. 

Возвратимся после этих критических замечаний к нашей временной программе, 

т. е. к выводу формул Вейсса в предположении о гауссовом распределении дЛЯ у i= 1; 
вследствие уравнений (12)-(15) единственное отличие от соответствующих расчетов 
дЛЯ случая у= 1 (1. с.) состоит в том, что !и заменяется на полное число значений 
термов 9и. Как и в упомянутом случае, из простых модельных соображении 

можно сделать вывод, что 9(N+s)+(N+s) = /(s) - f(s + 1), где /(s) означает полное 
число возможных термов, принадлежащих при заданном значении у некоторому 

определенному магнитному квантовому числу m, а именно т = s. Точно таким же 
образом, как в l. с., сумма состояний тоже может быть приведена к следующему виду 

+N 

S = F 2: f(m)e2xm, (16) 
-N 

где х есть функция среднего значения mo квантового числа т (см. l.c., 
уравнение (23)), в первом приближении линейная относительно комбинаций 

15) Jsing Е. Zs. Phys" 1925, 31, 253. 
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(Н - внешнее магнитное поле) 

1 е h 
а=---Н 

kT µс 27Г ' 
Jт 

/Зт = kT. 
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Тогда из вида J(m), соответствующего принятой модели, немедленно следует, что 
уравнение (16) можно преобразовать к форме: 

Отсюда следует 

S -F[ жу ж(у-1) -zy]2n - е +е + ... +е . 

а уежу +(у- I)ez(y-1) + ... - уе-ЖУ 
то= - ln S ~ n--------------

8a e"'ll + еж(у-1) + ... + е-жу 

(17) 

(18) 

Таким образом, вместо впервые примененной Ленцем lб) функции th х, которая 
бьmа получена также в 1. с., здесь появляется более сложная функция Ланжевена, 
которая в конце концов приближается к кривой cth х - 1 / х при больших значе
ниях у. Сопоставление различных функций Ланжевена с опытом бьmо проведено 

в обзорной статье Дебая 17). 

Итак, выше было показано, что в тех случаях, когда магнитные свойства опре

деляются несколькими валентными электронами одного атома, в формулах теории 

ферромагнетизма встречаются, как и следовало ожидать, более сложные функции 
Ланжевена. При этом можно также считать, что представление о молекулярных 
силах Вейсса как обменных силах соответствует экспериментальным фактам. 

В заключение я хотел бы сказать, что в соответствии с полученными выше ре
зультатами аналогию между силами Вейсса и гомеополярными валентными силами 
можно считать правильной, однако количественные окончательные формулы требу
ют дополнительной проверки ввиду упомянутых выше математических трудностей, 

с одной стороны, а с другой - они еще не могут применяться непосредственно 

к данным опьпа, так как, мы не знаем, чему равны обменные интегралы. 

16> Lenz W. Zs. Phys., 1920, 21, 613. 
17> Debye Р. Ор. cit. 
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И КРИВОЙ НАМАГНИЧИВАНИЯ* 

Обсуждается вопрос о том, какое место занимает в квантовой теории ферро
магнетизма гипотеза о спонтанно намагниченных элементарных областях. Затем эта 

гипотеза применяется для вычисления магнитострикции кристаллов железа ниже 

намагничения в насыщении; далее обсуждается особенность упругих постоянных 

таких кристаллов; наконец, рассматриваются предложенные Беккером и Акуловым 

объяснения явлений гистерезиса. 

Теория ферромагнетизма Вейсса в ее квантовотеоретической формулировке пока 

дает удовлетворительное объяснение тех ферромагнитных явлений, в которых мож

но пренебрегать магнитными взаимодействиями между элементарными магнитами; 

это значит, что теория правильно воспроизводит свойства ферромагнитных тел 

в полях, превышающих 104 или 105 Гаусс. Напротив, к явлениям, происходящим 
ниже намагничения в насыщении, теория может быть применена только в том 

случае 1>, если учитываются магнитные взаимодействия спиновых магнитных мо
ментов и аналогичные им эффекты 2>. Термин «намагничение в насыщении» мы 
будем понимать здесь в том же смысле, в каком это делают физики-эксперимен

таторы, так что под этим термином подразумевается независящее от температуры 

намагничение, существующее по теории Вейсса в полях выше 105 Гаусс, а не почти 
параллельная ориентация спинов всех электронов. В последнее время появилось 

несколько важных работ, в которых было показано, что магнитострикция моно

кристаллов может быть объяснена магнитными взаимодействиями элементарных 

магнитов, причем сознательно з) или бессознательно 4) делалось предположение 
о том, что параллельное выстращ~ание магнитных моментов происходит благодаря 

одним только обменным силам Вейсса, без участия магнитных сил. Затем Беккер 5) 

и Акулов б) указали на связь между магнитострикцией и кривой намагничивания. 
Акулов экстраполировал свои результаты также на случай, когда намагничение 

значительно меньше, чем в насыщении; против этого, на мой взгляд, можно 

привести очень веские теоретические возражения, и в следующих ниже расчетах 

• Zur Theorie der Magnetostriktion und der Magnetisierungskurve. - Zs. Phys., 1931, 69, 287-297. Перевод 
А. А. Сазыкина. 

I) Эrо обстоятельство не было учтено Хонда К. (Honda К. Zs. Phys., 1930, 63, 141) и Н. Акуловым (Zs. 
Phys., 1930, 64, 559). 
2) См. обстоятельные исследования Ф. Блоха и Г. Гентиле (работа В/осh F., Genti/e G. с подробным 
Изложением их.исследования направлена в Zs. Phys.). 
з) Акулов Н. Zs. Phys" 1928, 52, 389; 1929, 54, 582; 1929, 57, 249; 1929, 59, 254; 1930, 64, 817; 1930, 66, 
534; Zs. Phys., 1931, 32, 107. 
4) Mahayani G. Phil. Thlns" 1929, (А) 228, 63; Вecker R. Zs. Phys" 1930, 62, 553; 1930, 64, 660. 
S) Becker R. Zs. Phys" 1930, 62, 553; 1930, 64, 660. 
б) Акулов Н. Zs. Phys" 1928, 52, 389; 1929, 54, 582; 1929, 57, 249; 1929, 59, 254; 1930, 64, 817; 1930, 66, 
534; Zs. Phys" 1931, 32, 107. 
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будет показано, что экстраполяция Акулова в некоторых местах дает неверные 

результаты 7). 

§1 

Состояние ферромагнитного монокристалла, намагничение которого меньше, 
чем в насыщении, в последнее время подробно изучалось Блохом. Хотя иссле
дования Блоха еще не закончены, мы упомянем здесь некоторые важные для 
последующего изложения результаты, которые можно считать твердо установлен

ными. В магнитном отношении кристалл распадается - как всегда предполагалось 
до сих пор - на нитевидные элементарные области, внутри которых кристалл на

магничивается до насыщения (не зависящего от температуры). Перемагничивание 
кристалла, например, при изменении внешнего поля происходит не путем поворота 

элементарных областей заданной формы, а путем перемещения границ элементар
ных областей, причем области с одним направлением спина растут за счет областей 
с другим направлением спина. Оrсюда следует, что перемагничивание в общем 

случае не связано с изменением энергии и что в монокристаллах распределение 

элементарных областей в заданных внешних полях (а возможно, и при заданных 
дефектах решетки) может быть определено в статистически равновесном состоянии, 
независимо от вопроса об установлении равновесия. На основе этих представлений 

ниже будут рассмотрены магнитострикция и родственные ей явления в области 
ниже намагничения в насыщении. Следует подчеркнуть, что совершенно анало
гичные рассуЖДения уже не раз встречались в литературе, однако мне неизвестно, 

применялись ли они к обсуЖДаемым ниже проблемам. 

Вначале я хотел бы обсудить простой частный случай, а именно монокристалл 
кобальта, с целью разъяснить применяемый метод. Если мы выберем в качестве 
оси х гексагональную ось и введем обозначения а 1 , а2 , аз для направляющих 

косинусов вектора намагниченности, то магнитно-дипольная часть свободной 

энергии единицы объема кристалла в случае насыщения приобретает вид 

F= Со-С1а~, (1) 

в чем можно без труда убедиться на основании соображений симметрии. Для 
кобальта эмпирическое значение С1 положительно. Будем теперь искать свободную 
энергию как функцию намагниченности J (на единицу объема) с компонента
ми Jz, Jy, Jz. Ради простоты будем полагать Jz =О. Намагниченность в насыщении 
будем обозначать J 00 • 

Уравнение (1) может быть применено также к отдельным элементарным обла
стям, так как они намагничены до насыщения. Отсюда следует, что в немагнитном 

состоянии все элементарные области выстраиваются параллельно или антипа

раллельно оси (по направлению наилегчайшего намагничивания), так как это 
состояние обладает наименьшей энергией. Наиболее вероятным будет, естественно, 
такое состояние, в котором параллельные и антипараллельные оси ориентации 

областей распределяются поровну. Для того, чтобы теперь намагнитить кристалл 

параллельно оси, сколько-нибудь заметных затрат энергии не требуется, так как 

при опрокидывании областей энергия в соответствии с формулой (1) не изменяется. 
Несколько увеличивается только свободная энергия, так как энтропия при ори
ентировании уменьшается. Происходящими при этом изменениями этих величин, 

которые бьmи оценены Блохом (4], мы будем в дальнейшем пренебрегать. Однако 

7
) В недавно опубликованной работе Акулов (Zs. Phys., 1931, 67, 794), отступая от своих предыдущих 

исследований, принимает обычную гипотезу элементарных областей и тем самым отказывается от так 

называемого «закона анизотропии• в области ниже намаrnичения в насыщении. 
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для намагничивания перпендикулярно оси необходимо повернугь все элементарные 
области на некоторый угол от оси х, причем наиболее вероятным будет поворот 

всех областей на один и тот же угол. Если среднее число областей в единице объема 
будет N, т. е. если их средний объем равен l/N, то энергия одной области будет 
отличаться от энергии в немагнитном состоянии в среднем на 

Следовательно, энергия единицы объема составит 

Наконец, полная свободная энергия с учетом внешнего магнитного поля Н(Н", Н11) 
и коэффициента размагничивания 'У принимает вид 

(2) 

При этом F0(J) означает функцию, которая, как было упомянуго выше, при J < J00 

имеет практически постоянное значение, а в окрестности J = Ji° по теории Вейсса 
возрастает чрезвычайно резко, так что при полях порядка 10 Гаусс невозможно 
выйти за пределы J00 • Из формулы (2) получается система уравнений для кривой 
намагничивания 

Следовательно, для 

получается 

1 
J"' = -н", 

'У 

а для Ji + Ji = J~ после исключения дFо/дJ имеем 

2С1 Н11 Н" 
--т - -. + -~ = о. 
Joc J11 Jz 

(3) 

(4) 

(5) 

Уравнения (3)-(5) дают качественное а после соответствующего пыбора посто
янной С1 и количественное объяснение щ1ытоп Кая 8). 

8) Кауа S. Sc. Reports Tбhoku lmperial Univ. Tokio, 1928, 17, ll57. 
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§2 

Теперь мы применим указанный метод для вычисления магнитострикции 
монокристаллов железа. Оси легчайшего намагничивания в железе направлены 

по ребрам куба, т. е. 100, 010, 001. Таким образом, мы должны предполагать, 
что в намагниченном состоянии элементарные области ориентируются параллельно 
ребрам куба, причем на каждое из шести направлений ребер приходится одно 
и то же число областей. 

Рассмотрим сна'JЗ]lа, как изменяется распределение, если задано некоторое 
определенное намагничивание, параллельное оси 100. Для статистического расчета 
мы позволим себе щкдполагать, что все элементарные области одинаковы по вели
чине и что их общее:~шсло N задано. Такое упрощение, строго говоря, недопустимо, 
следовало бы, собсiвенно, воспользоваться детальной статистикой элементарных 
областей в духе исследований Блоха. Но так как конечный результат не содержит 
ни размеров, ни числа областей, то указанное упрощение как будто не должно при
водить к заметным ошибкам. Итак, пусть N 1 областей ориентированы параллельно 
оси х, т. е. направлению 100, N 3 областей расположены антипараллельно этому 
направлению, а число областей во всех остальных четырех направлениях пусть бу
дет N 2• Тогда вероятность некоторого определенного распределения N 1, N 2, N3 будет 

(6) 

Отсюда можно получить приближенное равенство 

1 2 1 
ln W = N \n N - N1 ln N1 - N2 ln N2 - Nз ln Nз + N1 ln 6 + N2 ln 3 + Nз ln 6. (7) 

Дополнительные условия для распределения имеют вид 

N1 + N2 + Nз = N, 

J 
N1 -Nз =N- =Nб. 

Joo 

(8) 

Таким образом, для максимума In W получаются условия (Л, µ - множители 
Лагранжа) 

l 
- In N 1 - I + Jn 6 + Л + µ = О, 

2 
- lnN2 - 1 + ln - + Л =О, 

3 
1 

- ln N 3 - 1 + ln б + Л - µ = О, 
и отсюда следует 

(9) 

Исключая N2 и Nз из условий (8) и подставляя результат в соотношение (9), находим 

16N1(N1 - Nб) = (N - 2N1 + Nб)2 , 

или после подстановки N 1/N = х, 

16х(х - б) = (1 - 2х + 6)2 



410 ZVR THEORJE DER MAGNEТOSTRIKTJON VND DER МлGNEТISIERUGSKURVE 

и 

х = _зо_-_1 + ~ v'~зо_2_+_1. 
6 3 

Получаем также 

N1 4 2 у' - = - - -362 +1 
N 3 3 ' 

Nз 3б + 1 1 vГз62+i 
- = - -- + - 362 + 1 
N 6 3 ' 

J 
6=-. 

Joo 

(10} 

(11) 

Для вычисления магнитострикции как функции намагниченности теперь необ
ходимо еще изучить магнитострикцию элементарных областей. Поскольку элемен
тарные области намагничены до насыщения, мы можем воспользоваться форму
лами Акулова. Относительное изменение длины области, измеренное в направле
нии {З1 , {З2 , /Зз при направлениях намагниченности а 1 , а2 , аз, определяется формулой 

( ~l) =с+ Х1 ~ аf /З} - Х2 ~ aifЗia;fЗ;. 
. а,[3 #J •=J 

(12) 

Эту формулу можно также получить из соображений симметрии, совсем не прибегая 

к суммированию по решетке. Аддитивная постоянная с в формуле (12} говорит 
о том, что можно определять только различия в изменении длины по различ

ным направлениям, так как при заданной температуре немагнитное состояние 

элементарной области не реализуется. 
Если же направление намагниченности совпадает с одной из главных осей, то 

мы получаем: 

а} для продольного эффекта (ai = /Зi) 
t5l 
-=с; 
l 

б) для поперечного эффекта (L; ai/Зi = О) 
i 

6l 
Т =с+х1. 

(13) 

(14) 

Наконец, для полного относительного изменения длины вдоль оси х получаем 

отсюда 

ol N, N2 Nз N2 
т=cN+(c+x,)N+cN =c+x1 N. 

В немагнитном состоянии мы полагаем бl/l =О и соответственно имеем 

3 
0 =с+ lXJ. 

В состоянии полного насыщения (N2 = N 3 = О) получаем 

( бl) = Ло =с. 
l нас 

Следовательно, постоянные с и х1 определяются из уравнений 

с= Л0; 
2 

х1 = --Ло. 
3 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
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Для железа эмпирическое значение Л0 составляет приблизительно 1,95 · 10-5 • 

Впрочем, из формулы (12) следует, что при Xt == -~,\0 и с== Ло магнитострикция 
происходит без изменения объема. 

Для магнитострикции при умеренных значениях намагниченности из соотно

шений (15), (11) и (8) получается 

-=Ло--Ло ---у3б2 +1 =+Ло -1+ бl 3 (4 2 ~) ( 
l 2 3 3 l+з(~У). (19) 

ПереЙдем теперь к аналогичным вычислениям мя грани 111. При намагни
чивании по грани 111 элементарные области сначала ориентируются в основном 
вдоль прилегающих к грани 111 ребер, причем намагничивание может происхо
дить без заметного изменения энергии, пока все элементарные области не будут 
выстроены по направлениям этих ребер. Тогда намагниченность в грани 111 станет 
равной J 00 /v'3. До этого момента магнитострикция была точно равной нулю. 
Действительно, из формулы (12) следует 

(бl) = л0 (1- ~ 2: а~,в]) =о. 
l 100;\ \ \ 2 i-ftj 

(20) 

Начиная с намагниченности J = J 00 /v'3, элементарные области отклоняются 
от ребер куба, и все они одинаково участвуют в магнитострикции. Если е 

обозначает косинус угла, который образует с гранью 111 область, первоначально 
ориентированная по оси 100, то имеют место соотношения 

J 
е=-, 

Joo 

Таким образом, для магнитострикции при умеренных значениях намагниченности 
получается формула 

( бl) 2 ( н-ai 1 -а~) - =--х2 2а1 --+-- , 
l \\\;\11 3 2 2 

причем 

а1= J:./3+ ~[1-(;:)2]. (21} 

В частности, в насыщении получается 

(22} 

и, наконец, 

(23} 

Эмпирическое значение Л 1 приблизительно равно 1,7 · io-5• 
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В заключение мы выполним соответствующие расчеты также ддя грани 110. 
При этом N 1 будет обозначать число областей, ориентированных вдоль двух 

прилегающих к грани 110 ребер, N3 - число областей ддя точно противоположных 

направлений; N2 - число областей ддя ребер, перпендикулярных грани 110. 
Простые вычисления, совершенно аналогичные расчетам по формулам (6)-(ll), 
дают ддя J ~ J 00 /./3 следующие результаты 

N1Nз = Nf, N1 - Nз = NVl!_ = NVlб, (24) 
Joo 

x(x-бVl)=(l-2x+б./2)2 , х=~ = Зб~+ 4 -~V4-6б2, (25) 

N1 =-~+~V4-6б2 Nз = -3бv'2+4 _~.14-6б2 (26) 
N 3 3 ' N 6 6v . 

В соответствии с формулой (12) вклад в магнитострикцию, вносимый ориенти
рованными перпендикулярно грани 110 областями, составляет -(1/2)Л0 , тогда как 
области, ориентированные по направлениям друтих ребер; дают вклад +(1/4)Ло. 
В итоге ддя магнитострикции получается 

( бl) = Ло (N1 +Nз _ N1) = Ло ( 2 _ /4 _ 6(!_) 2
). (l7) 

l llO;l/O N 4 2 4 У J 00 

При J ~ J 00 /v'2 элементарные области, направленные вдоль предпочтительных 
ребер, поворачиваются к грани l lO. Вводя обозначение в ддя косинуса угла 
между направлением этих областей и гранью l 10, мы получаем (ддя областей, 
первоначально располагавшихся вдоль ребра 100) 

s+vr=? ~ 
а1 = v'2 а2 = у 1 - ат, а3 = о. 

Таким образом, по формуле (12) магнитострикция здесь принимает вид 

бl 3 3 Ло 3 ( 2 ) 
- = Ло - - Ло - - Л 1а1 а2 = - -. - Л 1 2в - 1 . 
l 4 2 4 4 

(28) 

Наконец, учитывая, что в== J/J00 , получаем 

(29) 

Кривые, получаемые из формул (19), (23) и (29), показаны на рис. 1 (при этом 
предполагалось, что Л0 =1,95·10-5 , Л 1 = l,7· l0-5

, а точками обозначены результаты 
измерений Вебстера 9>). 

Сравнивая формулы ддя уддинения по различным кристаллографическим на
правлениям, мы видим, что предположение Акулова о «законе ферромагнитной 

анизотропии» ддя значений J ниже насыщения неверно, в чем также можно 

убедиться по результатам экспериментов Вебстера. 

9> Webster W. Proc. Roy. Soc. London, 1925, А 109, 570. 
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Еще одно интересное следствие из проведенных выше вычислений получается 
для упругих свойств монокристалла железа. 

Поскольку магнитострикция железа в направлении 100 положительна, то растя
жение кристалла по этому направлению приводит сначала лишь к тому, что эле

ментарные области начинают устанавливаться вдоль растягивающей силы (частично 
параллельно, а частично антипараллельно), вследствие чего элементарные области, 
первоначально выстроенные по направлениям других ребер, будут переориентиро
ваться по направлению растянутого ребра до тех пор, пока их магнитострикция 

не станет соответствовать величине растяжения. Этот процесс происходит почти 
без изменения энергии, и лишь свободная энергия должна при этом чуть возрастать 
вследствие уменьшения энтропии. Только в том случае, когда все элементарные 
области выстраиваются вдоль рассматриваемого направления 100, т. е. когда растя
жение равно магнитострикции при насыщении в рассматриваемом направлении, 

при дальнейшем растяжении кристалла затраты энергии должны стать значитель

ными, а именно - полностью соответствующими упругим силам. В течение всего 
процесса кристалл, разумеется, остается немагнитным, так как параллельно и ан

типараллельно растягивающей силе всегда направлено одинаковое число областей. 
Если мы нанесем на график зависимость удлинения кристалла при растяжении 
по направлению 100 от величины растягивающей силы, то кривая, следовательно, 
должна иметь отчетливый излом на том месте, где удлинение совпадает по величине 

с магнитострикцией в насыщении для направления 100. К сожалению, измерения 
упругих свойств монокристалла железа мне неизвестны. 

§4 

Основываясь на термодинамике, Беккер to) пришел к выводу, что магнитострик
ция намагниченной по оси никелевой проволоки при сильном растяжении должна 
быть в 1,5 раза больше, чем в недеформированном состоянии. Результат Беккера до
пускает следующее наглядное объяснение. Магнитострикция в никеле отрицательна. 
Поэтому при растяжении никелевой проволоки под действием большой силы все 

\О) Becker R. Zs. Phys., 1930, 64, 660. 
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элементарные области выстраиваются перпендикулярно оси проволоки, причем 

растяжение проволоки до половинного значения магнитострикции в насыщении 

(см. уравнение (12)) происходит без изменения энергии, а дальнейшее растяжение 
требует изменения упругой энергии. Если теперь приложить сильное магнитное 
поле, выстраивающее все элементарные магниты параллельно оси, то проволока 

сначала сократится на половину величины магнитострикции в насыщении, потом 

сожмется на величину обычной магнитострикции, так что в целом получится полуто

ракратное значение обычной магнитострикции в насыщении. Ниже насыщения все 
явления становятся заметно сложнее, и мы не будем здесь на них останавливаться. 

§5 

В заключение мы кратко обсудим также изменения, испытываемые кривой 

намагничивания железа при растяжении, например, в направлении 100. Акулов 11> 
построил теорию гистерезисных потерь и кривых намагничивания, основываясь 

на предположении, что, например, кристаллы железа (или хотя бы их небольшие 
части) при сильном растяжении по направлению 100 могут становиться постоян
ными магнитами. Это предположение он оправдывает с помощью гипотезы, что 

магнитострикция кристалла железа не зависит от внешних напряжений; принимая 

эту гипотезу, мы действительно получаем результат Акулова чисто термодина
мическим путем. Однако, как бьmо показано выше, из обычных представлений 
об элементарных областях следует, что эта гипотеза неверна, и тем самым теория 

Акулова относительно гистерезиса лишается, по-вИдимому, своей основы. Простое 
рассуждение прямо показывает, что кристаллы железа при растяжении по направле

нию 100 не становятся постоянными магнитами. Ведь растяжение приводит лишь 
к тому, что все элементарные области выстраиваются как параллельно, так и анти
параллельно направлению растяжения и притом поровну. Таким образом, кривые 
намагничивания при растяжении имеют точно такой же ВИд, как обычные кри

вые намагничивания в направлениях легчайшего намагничивания. Поэтому теория 

Акулова, несмотря на ее экспериментальные успехи, едва ли может претендовать 

на объяснение явлений гистерезиса. 

Другое объяснение явлений гистерезиса ранее было предложено Беккером 12>. 
По Беккеру, внутренние напряжения, возникающие в ферромагнетике в результате 
обработки или загрязнений, препятствуют опрокИдыванию элементарных областей. 

Пока эти напряжения заметно изменяются внутри областей, больших по сравнению 
с элементарными областями Блоха, из изложенных выше представлений следует, 
что элементарные области всегда опрокидываются или правильнее сказать: всегда 

могут уменьшаться и увеличиваться. Если же рассмотренные Беккером напряжения 
заметно изменяются уже внутри элементарной области, то такое заключение станет 
уже неправомерным, и не исключено, что для удовлетворительного объяснения ги

стерезиса потребуется более детальное обсуждение. Конечно, для этого понадобится 
подробное исследование, в частности, процессов, происходящих при увеличении 

элементарной области под влиянием внешнего магнитного поля. 

11> Акулов Н. Zs. Phys., 1930, 64, 817. 
12) Becker R. Ор. cit. 

(ПоступШ1а 13 марта 1931 г.) 
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АБСОЛЮТНЫЕ РАЗМЕРЫ 

ВИХРЕВОЙ ДОРОЖКИ КАРМАНА* 

В известной работе Карману I) удалось вычислить сопротивление W плоской 
пластинки, движущейся в воде перпендикулярно своей плоскости со скоростью U, 
по данным, полученным непосредственно из картины движения. 

(d/-И/2) , Карман исследовал картину движения 
df - u;2 / на некотором расстоянии позади плa-

(IWl=U) / стинки. Эксперимент показал, что за пла-
___ / стинкой образуется упорядоченная систе-

И Х ма вихревых нитей - «вихревая дорож
ка», которая движется в воде с меньшей 

скоростью, чем пластинка. Относитель
ные размеры этой системы вихрей, т. е. 

отношение расстояния l между вихрями 
Рис. 1 к ширине h вихревой дорожки (рис.1), 

бьmи получены из анализа устойчивости, 

но, чтобы вычислить сопротивление W, скорость и и линейные размеры (например, 
расстояние l между двумя соседними вихрями) вихревой цепочки необходимо бьmо 
определять экспериментально. Вопрос о том, существуют ли вихри в действитель

ности, остался открытым. 

По теореме Гельмгольца, в жидкости без трения никакие вихри возникнуть 
не могут. Отсюда, казалось бы, напрашивается вывод: образование системы вихрей 

должно быть обусловлено вязкостью. Карман 2> также счел необходимым Д11Я 
вычисления неизвестных и и l цепочки вихрей учесть процессы в пограничном 
слое пластинки. Однако, как следует из работы Озеена з), влияние вязкости 
в непосредственной близи от пластинки меньше, чем на некотором расстоянии 

сзади от нее. Кроме того, Яффе 4) показал, что в общем случае вихрь не может 
возникнуть и в вязкой жидкости. Следовательно, причину возникновения вихрей 
в гидродинамике намежит искать не в вязкости. Яффе предположил, что причину 
sозникновения вихрей намежит искать в разрывах внешних сил или скоростей 

жидкости. В нашем случае на пластинке действительно существуют такие разрывы. 

В настоящей работе предпринята попытка вывести из рассмотрения разрывов 
величины и и l, или u/U и l/d (d - толщина пластинки). 

• Die aЬsoluten Dimensionen der Karmanschen WirЬelbewegung. - Zs. Phys., 1922, 23, 363-366. Перевод 
Ю. А.Данилова. 

I) Karma11 Тh. von. Gбttingen Nachr., 1911, 509; 1912, 547; Karman, Rubach. Zs. Phys., 1912, 13, 49. 
2> Karman Тh. vоп. Ор. cit. 
З) Oseen В. С. W. Ann. Phys., 1915, 46, 231; 46, 646. 
4) Jaffe. Zs. Phys., 1920, 21, 541. 
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Из всех известных в настоящее время случаев обтекания водой плоской 
пластинки скорость течения не обращается в бесконечность на краю пластинки 

только 5) в потенциальном течении Гельмгольца-Кирхгоффа б) (рис. 1). 
Неоднократно установленная практическая неосуществимость этого течения, 

которое вследствие его поверхностей разрыва надлежит считать вихревым тече

нием, обусловлена неустойчивостью возникающих вихревых слоев. Все же нельзя 

не высказать предположение о том, что разрывное потенциальное движение 

Гельмгольца-Кармана должно существовать по крайней мере в непосредственной 
близи от пластинки. 

И действительно, на всех фотографиях видно, что реальная картина течения 
в непосредственной близи от пластинки обладает необычайно сильным сходством 
с потенциальным течением Кирхгоффа. Это наводит на мысль принять относительно 

возникновения вихревой дорожки Кармана следующее предположение (см. рис. 1) 7). 

В непосредственной близи от пластинки сначала образуется разрывное потен
циальное течение. На некотором расстоянии от пластинки поверхности разрыва, 
или вихревые слои, этого потенциального течения вследствие неустойчивости за

кручиваются и при достаточном увеличении расстояния от пластинки приводят 

к возникновению вихревой дорожки Кармана. 

Принятое нами допущение представляет лишь приближение к действительности, 
так как возникающий на некотором расстоянии от пластинки вихрь не может 

не оказывать обратного воздействия на течение в непосредственной близости 

от пластинки. Кроме того, мы можем учитывать лишь переднюю сторону и края 
пластинки, так как в «мертвой» воде всякий раз возникает весьма хаотичное вихревое 

движение, не имеющее ничего общего с образованием правильной системы вихрей. 

Сколь ни просто и правдоподобно принятое нами допущение, против него, 

как любезно сообщил нам проф. Прандтль (см. дополнение в конце статьи), 
можно выдвинуть кое-какие возражения. Проф. Карман выразил их следующим 
образом: «Если принятое допущение применить к случаю Бобылева симметричного 

клина, то при всех углах раствора оно приводит к одному и тому же коэффициенту 

сопротивления (такому же, как и для плоской пластинки)». Таким образом, остается 
открытым вопрос, почему именно в нашем случае принятое нами допущение 

столь хорошо согласуется с действительностью. Приводимые ниже вычисления 
показывают, что в случае пластинки принятое нами допущение позволяет достичь 

весьма хорошего согласия с экспериментом. 

l 
Условие 11а скорость системы вихрей 

Для вычисления неизвестных и и l нетрудно вывести два уравнения. С одной 
стороны, из закона сохранения момента количества вихревого движения, который 

мы применим к двум закручивающимся вихревым слоям, следует, что момент коли

чества движения вихря, образующийся в единицу времени на каждом из двух краев 

пластинки, должен быть равен моменту количества движения вихря, уносимому 

в единицу времени системой вихрей с одним или другим направлением вращения. 

S) Проф. Яффе любезно обратил мое внимание на то, что это утверждение не вполне правильно: 
Ричардсон (Richardson А. R. Phil. Mag" 1919, 38, 433) привел другое математически очень интересное 
решение, хотя, насколько можно судить, оно и не имеет физического смысла. 

б) См., например, Ламб Г. Гидродинамика. М.: ГИТТЛ, 1947. Гл. 4, § 76. 
7) В картину течения на рис. 1 скорости ( w = u-iv) входят отчасти двояким образом: величины в скобках 
относятся к скоростям относительно пластинки, а величины без скобок - к скоростям относительно 
жидкости на бесконечности. 

28 Зак. 6 
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Нетрудно показать, что этот момент количества движения имеет величину 

( 
l(U - и), (1) 

где ( - момент количества движения одной вихревой нити. С другой стороны, чтобы 
вычислить момент количества движения вихря, образующийся на краю пластинки, 

заметим следующее. В разрывном потенциальном движении Гельмгольца скорость 
в «мертвой» воде за пластинкой (которая, по предположению, покоится) равна ну
лю, а на начинающейся на пластинке «свободной» поверхности скорость равна И. 
Следовательно, на поверхности разрыва скорость претерпевает скачок И (рис. 1). 
Разложим поверхность разрыва на элементы dj, которые будем рассматривать как 
вихревые нити, и рассмотрим интеграл от скорости по замкнутому контуру вокруг 

какой-нибудь вихревой нити dj (см. рис. 1). Мы обнаружим, что ее момент количе
ства движения составляет И dj. Заметим далее, что элемент dj отнюдь не покоится 
относительно пластинки, поскольку в противном случае скорость в мертвой зоне 

была бы равна -И /2, а вне ее была бы равна +И /2. Элемент dj удаляется от пла
стинки по поверхности разрыва со скоростью И /2. Отсюда мы заключаем: в единицу 
времени на краю пластинки возникает момент количества движения, равный 

и 
И·-2 · (2) 

Приравнивая величины (1) и (2), получаем 

И· ~ = f (И - и). (3) 

2 
Условие 1ra расстоя11ие между вихрями 

Второе уравнение следует из того, что существует определенное количество воды 

(см. рис. 2), переносимое между двумя цепочками вихрей. В то время как вне вихре
вой цепочки жидкость в среднем покоится (то есть частицы жидкости со временем 
не удаляются сколь угодно далеко от своего начального положения), внутри дорож

Рис. 2 

ки жидкость непрерывно течет вперед. 

Количество жидкости, переносимое этим 

течением, должно быть равно количеству 

жидкости, которое толкает вперед движу

щаяся пластинка, последнее же равно И d. 
Чтобы вычислить количество жидко-

сти, переносимое течением, запишем, 

следуя Карману, комплексный потенциал 

вихревого течения: 

i( sin (zo - z)j 
х= ~in ~' 

21r sin (zo + z)y 
(4) 

где z0 = ~ + !if- ( h - расстояние между 
двумя цепочками вихрей), z = х + iy 

(ось х направлена, как на рис. 1, параллельно цепочкам вихрей и делит пополам 
расстояние между ними). Чтобы получить количество воды, увлекаемое системой 
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вихрей, проинтегрируем по любому пути линейный элемент ds (и - вектор 
скорости, w =и - iv, Im -«мнимая часть от ... »): 

ь ь ь 

j Un ds = j Im (wdz) = j :~ dz = Imxl:. 
а а а 

Пределы а и Ь интеграла выбраны на линиях тока, ограничивающих переносимое 
количество жидкости (на рис. 2 эти линии покаэаны прерывистой линией), в осталь
ном положение точек а и Ь на линиях тока произвольно. В нашем случае граничные 
линии тока - единственные, уходящие в бесконечность (в направлении оси У, 
ортогональной оси Х). Поэтому интеграл можно взять от z = -ioo до z = +ioo. 
На рис. 2 путь интегрирования от -ioo огибает по прерывистой линии вихрь, затем 
пересекает русло течения и снова проходит по граничной линии тока до +ioo. Таким 
образом, количество жидкости, переносимое течением в единицу времени, равно 

Im (X+ioo - X-ioo)· 

Подставляя х из (4), получаем 

. _ i( ln ехр { if{l + ~ - а - f3i)} - ехр {-if(l + ~ - а - f3i)} 
Ха+.В• - 2 { · ir ( 1 hi R ") } { · 1Г ( 1 hi R •) } 

0 

7Г ехр i 1 4 + 2 +а+ 1.л - ехр -i1 4 + 2 +а+ 1.л 

Огсюда при fJ --+ оо, а = О (а не входит в мнимую часть х) находим 

i( ( { i7Г h } 3( i(h 
X+ioo = 27Г ln -ехр 2 - т7Г ) = - 4 - ll' 

i( ( {-i7Г h }) ( i(h 
X-ioo = 27Г ln - ехр -

2
- - l1Г = -4 + n· 

Итак, количество жидкости, переносимое течением в единицу времени, равно (энак 
мы отбрасываем, так как нас интересует только абсолютная величина) 

(h IIm (X+ioo - X-ioo) 1 = т· 

Огсюда мы получаем второе уравнение: 

и 

28* 

(h 
Ud=z· 

3 
Заключение 

Для численного решения уравнений (3) и (6) воспользуемся соотношениями 

( 
--=и 

lvГs 

h 
l = 0,283 ... ' 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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выведенными Карманом 8). Из уравнения (3) получаем: 

l 2 Гn 
-U = uv8(U - и), 
2 

1 = 2Vs~ (1 - ~) 
и и , 

и 

и= 0,299. (9) 

Другой корень u/U = 0,771 следует отбросить по причинам, которые сейчас станут 
ясными. 

Соотношения (7) и (8) позволяют преобразовать уравнение (6) к виду 

U d = uVsl · 0,283. 

Учитывая (9), получаем 

l 1 - = = 5 45 
d v'8. 0,283 . 0,229 ' ' 

h 
d = 1,54. (10) 

Другой корень u/U привел бы к гораздо меньшим значениям l/d и h/d. Но посколь
ку поверхности разрыва потенциального течения направлены во внешнюю сторону, 

то по вполне понятным причинам меньшие значения реализоваться не могут. 

Карман 9) приводит следующие эмпирические значения: 

u/U = 0,20; l/d = 5,5. 

Теоретические значения для u/U и l/d приводят к значению удельного коэффици
ента сопротивления 'Фw, задаваемого соотношением 

W = 'ФwLdU2p 

(L - длина пластинки в направлении, перпендикулярном плоскости чертежа; р -
плотность жидкости), равному 0,90. 

Это значение также великолепно согласуется с новейшими измерениямИ. 

Замечания Л. Прандтля по поводу предыдущей работы 

Гейзенберг упомянул о возражениях, высказанных мной по поводу некоторых 

пунктов его работы. Поскольку эти возражения могут оказаться небезынтересными 
для читателей, я кратко сформулирую их. 

1. Сопротивление пластинки примерно вдвое больше сопротивления, вычисля
емого по формуле Кирхгоффа. Скорости за пластинкой малы, а давление постоянно 
по объему вплоть до краев пластинки. Почти вдвое большему падению давления 
от середины передней стороны до края соответствует примерно вдвое большая 
величина U2 /2. Следовательно, вторичное образование вихрей необходимо принять 
равным aU2 /2, где коэффициент а для плоской пластинки равен примерно 2 
(точно учтено и влияние на образование вихрей движения на обратной стороне 
пластинки, но это влияние незначительно). 

2. Не исключено, что значительная часть положительного и отрицательного 
момента количества движения при перемешивании в турбулентной зоне позади 

пластинки взаимно уничтожается и поэтому отсутствует в уносимой с пластинки 

S) Karman Тh. von. Ор. cit. 
9) IЬid. 
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системе вихрей. Если /3 - доля, приходящаяся на взаимно уничтожающуюся часть 
момента количества движения, то уравнение (3) следовало бы заменить уравнением 

u2 ' (1 - f3)a- = -(И - и). 
2 l 

3. Ниоткуда не следует и заключение о том, что количество жидкости, дви
жущейся вперед между вихрями, равно И d. Вместе с пластинкой в жидкости, 
которую мы считаем покоящейся, движется вперед и граница вихревой области, 

которая также должна быть заполнена жидкостью. При включении вихревой области 
в определение цепочки вихрей может возникнуть противодействие, что приведет 

к появлению в уравнении (6) неопределенного коэффициента, который может быть 
как больше, так и меньше единицы. 

Весьма поучительные вычисления Гейзенберга пригодны по моему мнению 
лишь для того, чтобы вместе с экспериментальными данными служить своего рода 

ориентирами при оценке тех поправок, о которых я упоминал выше. 



ОБ УСТОЙЧИВОСТИ 
ЛАМИНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ* 

На протяжении довольно долгого времени устойчивость ламинарного течения 

была предметом бурных дискуссий. Ясности в существенных вопросах удалось 

достичь лишь недавно. В последнее время Линь I) и Толлмин 2) опубликовали два 
обзора по проблеме устойчивости ламинарного течения. Эти обзоры и содержащиеся 
в них расчеты в значительной мере прояснили проблему, что избавляет меня от необ
ходимости давать подробный обзор. Вместо этого я кратко остановлюсь на истории 
проблемы и сделаю несколько замечаний по поводу тех пунктов, которые, по моему 

мнению, нуждаются в дальнейшем уточнении. Вместе с тем, я хотел бы обсудить 

физическую интерпретацию математических результатов и сравнить их с физической 

интерпретацией статистической теории изотропной турбулентности. 

l 

Ограничимся, как обычно, двумерным течением между параллельными стенка

ми: из работы Сквайра известно, что переход к трехмерным возмущениям не вносит 

в проблему существенных изменений. Обозначим первоначальное распределение 
скорости через w(y), а возмущения скорости - через и и v, где 

а 

дф 
и=-, 

ду 

дф 
v=-

дх' 

ф(х, у) = <p(y)eia(z-ct). 

Тогда, как показали Орр з) и Зоммерфельд 4), справедливо уравнение 

( ) ( " 2 ) /1 i ( //// 2 2 /1 4 ) w - с <р - а <р - w <р = - aR <р - а <р + а <р • (1) 

Это дифференциальное уравнение описывает задачу на собственные значения, 
аналогичную тем задачам, с которыми мы встречаемся в квантовой механике. 

Естественно поэтому в обоих случаях воспользоваться аналогичными методами 

решения. В этой связи я хотел бы упомянуть, что асимптотический метод 5), 

*Оп the stabllity of laminar fiow. Proc. lntem. Congress of Mathematicians. Cambridge (Mass.), USA, 1950, 2, 
292-296. - Providence, Rhode lsland: Amer. Math. Soc., 1952. Перевод Ю.А.Данилова. 
J) Lin С.С. Quart. Appl. Math" 1946, 3, 117, 217-277. 
2> To/lmien W. Fiat Rewiew ofGerman Science 1939-1946. Vol.11. Hydro- and Aerodynamics. 1948. Р.21-53. 
З) Orr W. М. F. Proc. Roy. Irish Acad" 1906-1907, 27, 9-26, 69. 
4> Sommeтfe/d А. Atti del IV Congr. Intemaz. dei Matematici, Rome. 
5) Нeisenberg W. Ann. Phys" 1924, 74, 577. 
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давно применяемый для решения уравнения (1), по существу представляет собой 
не что иное, как метод, который впоследствии разработали в квантовой механике 
Вентцель, Крамерс и Бриллюэн. 

Если нас интересует устойчивость при очень больших числах Рейнольдса, то 
естественно положить правую часть уравнения Орра-Зоммерфельда равной нулю 
и отбросить оба граничных условия. Жидкость при этом получает возможность 
скользить по стенкам, и мы приходим к уравнению, которым пользовался Рэлей: 

( )( 
11 2 ) 11 w - с r.p - а r.p - w r.p = О. (2) 

Этого уравнения оказывается достаточно, чтобы установить неустойчивость во всех 
случаях, когда существуют затухающие или раскачивающиеся решения уравне

ния (2), так как уравнение (2) не имеет особой точки, в которой вязкость играла бы 
заметную роль. Следует также подчеркнуть (и в этом пункте я не могу полностью 
согласиться с математической формулировкой, предложенной Линем), что коль 
скоро существует затухающее решение уравнения (2), должно существовать и рас
качивающееся решение с той же длиной волны, так как уравнение (2) инвариантно 
относительно изменения знака параметра а. Физически это означает, что в любой 
механической задаче, в которой вязкость несущественна, знак времени можно 

изменить на противоположный. Несущественна вязкость и для затухающих или 
раскачивающихся решений, так как силы инерции (левая часть уравнения ( 1)) 
в каждой точке значительно превосходят вязкость (правую часть уравнения (1)). 
Следовательно, каждому затухающему решению можно поставить в соответствие 

раскачивающееся решение, и каждый профиль такого типа неустойчив при очень 

больших числах Рейнольдса. 
Тем не менее в действительности проблема все же возникает в связи с тем, что 

уравнение (2) допускает такие решеция лишь при профилях скоростей весьма спе
циального вида, а именно - при профилях о точкой перегиба (w 11 =О при у= Уо). 
В 1880 г. лорд Рэлей доказал, что для таких профилей существуют раскачивающиеся 
решения. Пределы неустойчивости при конечцых числах Рейнольдса, полученные 
из анализа полного уравнения (1), описываются кривой такого типа, как показано 
на рисунке из работы Толлмина б). 

2 

Некоторые из наиболее важных профилей не имеют точек перегиба. При 
таких профилях скоростей с самого начала необходимо обраiцаться к полному 
уравнению (1). Обращение к уравнению (1) необходимо в любом случае, когда 
приходится рассматривать нейтральные возмущения, так как при вещественных с 

уравнение (2) содержит особую точку w = с, в которой вязкость становится 
существенной. Простейший профиль этого типа - течение Куэтта w(y) = у, при 
котором уравнение (2) не имеет решения, а Мизес 7) и Хопф В) давно доказали, 
что уравнение (1) приводит только к затухающим колебаниям. Следовательно, 
устойчивость линейного профиля была известна давно. В этой связи необходимо 
подчеркнуть, что затухающее решение уравнения ( 1) в общем случае не переходит 
в решение уравнения (2) при R ~ оо, так как уравнение (2) в общем случае 
не имеет решений. Как показал Линь, между затухающими и раскачивающимися 

6) Toffmien W. NACA Technical Memoire, 1931, No 609; 1936, № 792; Tollmien W. Fiat Rewiew of Gennan 
Science 1939-1946. Vol.11. Hydro- and Aerodynarnics. 1948. Р.21-53. Lin С.С. Ор. cit .. 
7) Mises R. von. Heinrich Weber Festschrift, 1912, 252. 
8) Нор/ L. Ann. Phys" 1914, 44, 1. 
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решениями уравнения (1) в отличие от аналогичных решений уравнения (2) имеется 
глубокое различие. В общем случае следует ожидать, что в пределе при R --+ оо 

решение уравнения (1) не перейдет в решение уравнения (2), удовлетворяющее 
граничным условиям, но для каждого решения уравнения (2) существует решение 
уравнения (1), для которого решение уравнения (2) служит пределом при R--+ оо. 

Следующий простейший профиль - течение Пуазейля между параллельными 
стенками. 

w = 1 - у2 (стенки совпадают с прямыми у= ±1). 

При таком распределении скоростей уравнение (2) обладает решением, со
ответствующим несколько вырожденному нейтральному возмущению: ip(y) = w, 
а =с= О. Естественно попытаться выяснить, не перейдет ли при учете вязкости 
решение в раскачивающееся решение. При попытке решить эту задачу в 1924 г. 

методом асимптотического разложения 9> выяснилось, что действительно возникает 
неустойчивость. Выполненные недавно более точные расчеты Линя IO) подтверждают 
наш вывод. Область неустойчивости оказывается такой, как на рисунке из работы 

Линя 11
> Обе ветви нейтральной кривой при очень больших R стремятся к а --+ О, 

так как они имеют пределом решение ip(y) = w, а= с= О. (В работе 1924 г. лишь 
одна ветвь была вычислена, а другая лишь грубо оценена.) 

Итак, насколько можно судить, вычисления приводят к весьма естественному 
результату: если решение (2) вообще допускает какое-то решение (раскачивающе
еся, затухающее или нейтральное), то при достаточно больших числах Рейнольдса 
профиль становится неустойчивым. Однако следует заметить, что не все прове
денные в последнее время расчеты течения Пуазейля привели к такому выводу. 

Например, Пекерису 12>, по-видимому, удалось получить устойчивость по крайней 
мере при очень малых значениях а; вычисления стоило бы продолжить, включив 

не только начальные, но и высшие гармоники. 

Описанный результат, по-видимому, все сочли бы правдоподобным, если бы 

вскоре не появилась работа Нётера 13), в которой утверждалось, что кривая нейтраль
ного возмущения не может существовать при любом непрерывном распределении 

скоростей. В своей работе Нётер использовал более тонкие и мощные математи
ческие методы, чем его предшественники, и вся ситуация стала весьма неясной. 

Затем, в 1929 г. Толлмин 14> рассмотрел вопрос об устойчивости для профилей 
типа пограничного слоя. Ему удалось получить неустойчивость при таких профилях 

и вычислить граничную нейтральную кривую. Позднее, в 1944 г" Толлмин is), 

значительно улучшив математические методы, получил аналогичные результаты, 

а в 1947 г. Шубауэр и Скремстед 16) тщательными экспериментами доказали 
правильность расчетов неустойчивости, проведенных lоллмином. 

Таким образом, в статью Нётера, поставившую в свое время под сомнение 
всю теорию неустойчивости, вкралась какая-то ошибка, которую до сих пор так 

и не удалось обнаружить. 

9) Heisenberg W Ор. cit. 
IO) Lin С. С. Ор. cit. 
11) !Ьid. 
12

) Pekeris С. L. Phys. Rev., 1948, 74, 191. 
IЗ) Noether F. Zs. angew. Math. Mech., 1926, 6, 232, 339, 428, 497. 
14

) Tollmien W NACA Technical Memoire, 1931, no. 609; 1936, no. 792. 
IS) Tollmien W Fiat Rewiew of German Science 1939-1946. Vol. 11. Hydro- and Aerodynamics. 1948. Р. 21-53. 
lб) Schubauer G. В., Skramstad Н. К. 1. Aeron Sci., 1947, 14, li9. 
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Относительно экспериментальной стороны проблемы следует заметить, что 
в любом конкретном эксперименте предел устойчивости может сильно отличать
ся от теоретического, поскольку всякий эксперимент вводит новые источники 

неустойчивости, не учитываемые элементарной теорией. 

Например, как показал Тейлор 17>, неустойчивость может быть вызвана первич
ной турбулентностью аэродинамической трубы, в которой проводится эксперимент. 

Причиной возникновения неустойчивости может быть любое возмущение течения 
на входе в область измерения. Тем не менее элементарная теория остается в силе. 

3 

Итак, если принять, что неустойчивость возникает всегда даже в тех случаях, 
когда уравнение с нулевой вязкостью допускает только нейтральное течение, то 

возникает вопрос, каким образом вязкость может порождать неустойчивость: из эле

ментарных соображений можно было бы ожидать, что вязкость приводит скорее 
к затуханию, чем к раскачке колебаний. Не следует забывать, однако, что невязкая 
жидкость представляет собой систему с бесконечным числом степеней свободы, 

взаимодействующих обычно между собой таким образом, что энергия диссипирует 

по всем модам колебания. Лишь при весьма специальном выборе геометрии такое 
распределение энергии по всем степеням свободы не происходит. Следовательно, 
если в невязкой жидкости возможно нейтральное возмущение, то вязкость может 

легко изменить фазы энергии, приводящей к усилению (раскачке) колебаний. 
Итак, весьма вероятно (хотя мы и не можем утверждать этого со всей опре

деленностью), что усиление возмущения непосредственно приводит к полной 
турбулентности, т. е. к статистическому распределению энергии по всем степеням 

свободы. Наша оговорка связана с тем, что, как известно из работы Тейлора 18
) 

по течению Куэтта между цилиндрами, иногда могут развиваться такие моды колеба
ний, которые правильнее было бы назвать течениями в ячейках. Их возникновение 

не имеет ничего общего с истинной турбулентностью и, по-видимому, является 
одним из частных проявлений действия центробежных сил. В большинстве же 
случаев неустойчивость непосредственно приводит к турбулентности. Такая турбу
лентность не обязательно будет изотропной, так как стенки приводят к отклонениям 
от изотропии, но характеризуется статистическим распределением энергии по очень 

большому числу степеней свободы. 
Наконец, остается еще один вопрос: что произойдет с теми профилями 

скоростей, при которых уравнение с нулевой вязкостью (2) не имеет решения при 
очень больших числах Рейнольдса? Такие профили заведомо будут устойчивыми 
при очень больших числах Рейнольдса, если удастся исключить все внешние 

возмущения, например, на входе течения. Но при любом конечном возмущении 
следует ожидать, что найдется определенное число Рейнольдса, начиная с которого 
возмущения приведут к обмену энергией между различными степенями свободы 
и тем самым к возникновению турбулентности. Но доказать это математически 
пока никому не удалось. 

17> Taylor G. J. Proc. Roy. Soc. London, 1936, А 156, 307. 
18

) Taylor G. /. Proc. Roy. Soc. London, 1923, А 102, 541. 
27 Зак. 6 
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ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ* 

ВВЕДЕНИЕ 

Проблема турбулентности, которая составляет предмет излагаемого ниже иссле
дования, рассматривалась во множестве работ со столь различных точек зрения, что 
в наши намерения не входит давать во введении подробный обзор накопленных ре

зультатов. Вместо этого мы сошлемся на работу Нётера t) о современном состоянии 
проблемы турбулентности, в которой приведена обширная библиография. 

Для наших целей достаточно обрисовать современное состояние проблемы 
турбулентности в самых общих чертах. Все проведенные ранее исследования можно 
разделить на две части: одни из них посвящены изучению устойчивости какого

нибудь ламинарного движения, в других рассматривается сама турбулентность. 
Работы первого направления сначала приводили к отрицательному результату: 

все исследованные ламинарные движения оказались устойчивыми. Фон Мизес 2> 

и Хо пф з), исходя из результатов Зоммерфельда 4), доказали устойчивость линейного 
профиля скоростей в течение Куэтта, Блюменталю 5) удалось получить аналогичный 
результат для кубического профиля, предложенного в порядке обсуждения Нётером. 

Позднее Нётер 6> обнаружил неустойчивый профиль. Правда, этот профиль неустой
чив даже в случае невязкой жидкости и в действительности не реализуем ни при 

каком стационарном состоянии движения. Однако недавно Прандтль 7) доказал, что 
существует профиль скоростей, который становится неустойчивым лишь при учете 
вязкости. 

Другая группа работ, достигшая в последнее время крупных успехов благодаря 

трудам В) фон Кармана, Латцко и других, посвящена изучению самого турбулент
ного движения и проводится полуэмпирическим путем на основе законов подобия. 
Теоретическую основу всех этих работ составляет почти исключительно теория по
граничного слоя Прандтля. Наиболее важным результатом работ этого направления 

мы считаем так называемый закон у1 !7 турбулентного распределения скоростей, 
являющийся следствием эмпирического закона сопротивления Блазиуса ( ссьтку 
см. в работе Шиллера 9>). 

* Оьеr Stabllitiit und Turbulenz von Fliissigkeitsstrбmen. - Ann. Phys" 1924, 4. Folge, 74, 15, 577-627. Перевод 
Ю. А. Данилова. 

I) Noeter F. Zs. angew. Math. Mech. 1921, 1, 125. 
2) Mises R. von. Beitrag z. OszillationsproЫemen. Heinrich Weber - Festschrift: 1912. S. 252. 

З) Нор/ L. Ann. Phys" 1914, 44, 1. 
4J Sommerfe/d А. Atti del. IV congr. intem. del. Mathem" Rom, 1909. 
5) В!umentha/ О. SitzungsЬer. bayr. Akad. Wiss., 1913, 563. 

б) Noeter F. Nachr. Ges. Wiss. Gбttingen, 1917. 
7
) Prandtl L. Zs. Phys" 1922, 23, 19; Тietjens О. Dissert. Gбttingen, 1912. 

S) Zs. angew. Math. Mech" 1921, 1, 233. 
9) Schiller L. Rauhigkeit und kritische Zahl. Zs. Phys" 1920, 3, 412. 
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Основная цель работ первого направления (исследований устойчивости) состоит 
в определении критического числа Рейнольдса. Удовлетворительного метода, позво
ляющего находить это число расчетным пуrем, до сих пор не существует, поэтому во

прос о том, удастся ли определить критическое число Рейнольдса, анализируя устой

чивость, следует считать открытым. Попытки, предпринятые Эl{Маном 10>, Руксом 11> 
и Шиллером 12>, вместе с отрицательным результатом Хопера для линейного профи
ля скоростей наводят на мысль о том, что критическое число Рейнольдса указывает 
на ту точку, начиная с которой ламинарное движение становится неустойчивым, 

а момент, когда турбулентное движение впервые оказывается возможным как стаци

онарное состояние. Таким образом, с точки зрения теории необходимо в зависимости 
от условий найти два критических числа Рейнольдса, первое из которых соответ
ствует наступлению турбулентности, а второе - распаду ламинарного движения. 

Настоящее исследование также распадается на две части: на рассмотрение 

проблемы устойчивости, с одной стороны, и на анализ турбулентного движения, 
с другой стороны. 

Цель первой части состоит в том, чтобы с единой точки зрения дать кри
тический обзор всех имеющихся работ, т. е. установить как можно более общие 
условия неустойчивости или устойчивости профиля скоростей, разработать методы 

решения уравнения устойчивости при произвольном профиле скоростей и опре

деления критического числа Рейнольдса при неустойчивом профиле. Разумеется, 
применение приближенных методов позволяет находить критическое число Рей
нольдса лишь с некоторой погрешностью. Тем не менее мы надеемся, что расчеты 
помоrуr нам качественно уяснить существенные вопросы. Изучение произвольного 

профиля скоростей на первый взгляд может показаться лишенным физического 
смысла, поскольку в действительности встречаются лишь профили вполне опре

деленного типа. Однако поскольку произвольный профиль можно рассматривать 
как конечное возмущение другого профиля, как это делали, например, Нётер 
и другие исследователи, а в дальнейшем нам придется распространить результаты 

на априори неизвестный профиль скоростей турбулентного движения, то изучение 
произвольного профиля представляется нам весьма важным. 

В качестве применения методов будуr проведены вычисления для параболичес
кого профиля скоростей. 

Во второй части мы попытаемся при некоторых сильно идеализированных 

предположениях вывести дифференциальные уравнения для турбулентных движений 
и получить из них качественные выводы относительно тех или иных свойств 

турбулентного распределения скоростей. 

Часть 1 

УРАВНЕНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 

§1 
Постановка математической задачи 

Важнейшее ограничение, накладываемое на наши вычисления, состоит в том, 

что мы рассматриваем лишь IШоские ламинарные движения и, следовательно, 

лищь IШоские течения. Таким образом, при введении прямоугольной системы 

!О) Ekman V. Turbulent motion ofliquids. Arch. math. och fYsik, 1919, 6, 12. 
ll) Ruckes W. Dissert. - Wiirzburg, 1910. См. также доклад Вина: "о турбулентном движении• (Wien W. 
Zs. Phys., 1904, 8; Verhandl. deutsch. Phys. Ges., 1907, 9). 
12) Schi//er L. Rauhigk.eit und kritische Zabl. Zs. Phys., 1920, 3, 412. 

27* 



428 UвER SтлвштЛт uNo TURBULENZ voN FtussюкE!TSSTROMEN 

координат х, у, z мы исходим из допущения о том, что скорость в направлении 
оси z равна нулю, а все остальные величины не зависят от z. Кроме того, мы будем 
исследовать устойчивость только таких ламинарных движений, которые происходят 

между двумя прямыми параллельными стенками. При этом мы предполагаем, 
что стенки расположены параллельно оси х, в силу чего изучаемое ламинарное 

движение обладает ненулевой компонентой скорости только в направлении оси х. 

Эта составляющая скорости w в направлении оси х каким-то образом зависит 
от у. Относительно функции w = w(y) мы в дальнейшем введем некоторые 
предположения (будем считать ее непрерывной, симметричной и т.д.). Во всем 
остальном эта функция сначала будет совершенно произвольной. 

Если бы мы положили w =ау, то наш подход ничем не отличался бы от ме
тода, которым Хопф исследовал течение Куэтта. Вопроса о том, реализуется ли 
рассматриваемый профиль w = w(y) как стационарное движение, мы пока касаться 
не будем (см. с. 429). 

Прежде чем выводить уравнение устойчивости (установленное еще Зоммер
фельдом) из дифференциальных уравнений Стокса, введем, как обычно, безраз
мерные переменные. Пусть h - характерная длина (например, расстояние между 
стенками), И - характерная скорость выбранного профиля, µ - вязкость, р -
плотность, 7 = R -число Рейнольдса. Введем вместо х, у, и, v, t, р (под и, v 
мы понимаем скорость в направлении осей х и у, t означает время, р - давление) 
новые переменные х0 , у0 , и0 , v0 , t0 при помощи соотношений 

х 

Хо= h' 
у 

Уо = h' 
и 

ио= И' 
v 

vo= И' 
h 

Ро =р µИ· (1) 

Если опустить индекс О, то уравнения Стокса в новых переменных запишутся 

в виде 

Поскольку мы предполагаем, что жидкость несжимаема, то 

д-ф д-ф 
и=-, 

ду 
v=--. 

дх 

Исключая р, получаем, как известно, уравнение 

д 81/Jд 81/Jд 1 
-Д-ф + --Д-ф- --Д-ф = -ддф. 
дt дудх дхду R 

Под д мы понимаем здесь дифференциальный символ 

а2 а2 
-+
дх2 ду2 · 

(2) 

(3) 

(4) 

Уравнение (4) не содержит ничего, что имело бы отношение к интересующей нас 
частной задаче - исследованию устойчивости определенного ламинарного течения. 

Именно поэтому уравнение (4) положено в основу всех вычислений в части 11. 
Чтобы специализировать уравнение (4) и перейти к исследованию устойчивости, 
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разделим движение и тем самым векторный потенциал 'Ф на основное течение 

и наложенные на него малые возмущения, т. е. представим 'Ф в следующем виде: 

ф = Ф(у) + <p(y)ei(.бt-az), 
дФ 
- =w(y) =w. 
ду 

(5) 

(6) 

Подставляя (5) и (6) в уравнение (4) и отбрасывая все члены, не содержащие <р 
(поскольку мы считаем, что при <р =О уравнение (4) выполняется), и, кроме того, 
все члены, квадратичные по <р (поскольку возмущение <р предполагается малым), 
получаем для <р следующее дифференциальное уравнение: 

(<р" - 1i<p)(w - {За) - <pw11 = _j_(<p1111 - 2а2<р11 + а4<р). 
aR 

(7) 

Предположение о том, что уравнение (4) справедливо при <р =О, физически 
означает следующее: мы рассматриваем лишь такие основные течения w, которые 
либо действительно стационарны под действием внешних сил, либо претерпевают 
медленные по сравнению с малыми возмущениями изменения во времени. 

Уравнение (7) было выведено при указанных предположениях еще Нётером. 
Это - обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка для <р. 
Следоnательно, функция <р должна удовлетворять четырем граничным условиям: и 
и v, а поэтому <р и <р1 должны обращаться в нуль на обеих стенках. Если ввести 
параметр f3 /а = с, так что с будет по существу означать скорость распространения 
возмущений, то математическую задачу можно сформулировать следующим образом: 

требуется исследовать решения уравнения 

(7а) 

при дополiштельном условии: на ограничивающих стенках (например, при у = l 
и у = -1) <р и <р1 должны обращаться в нуль. Для каждой пары значений а 
и R необходимо вычислить соответствующие значения с и f3; параметр о: для 
простоты считается строго положительным. В зависимости от того, какова мнимая 
часть f3 - положительна, равна нулю или отрицательна - мы имеем дело 

с устойчивым, незатухающим или неустойчивым возмущением. Требуется найти 
условия на профиль w, при которых уравнение (7а) допускает только устойчивые 
или только неустойчивые возмущения. 

Прежде чем переходить к методам решения, необходимо отметить одно особое 
свойство уравнения (7а). В пределе невязкой жидкости R = оо уравнение (7а) 
вырождается в дифференциальное уравнение второго порядка для tp: 

(8) 

Соответственно, при R = оо решение должно удовлетворять лишь двум граничным 
условиям, которые означают, что нормальные компоненты скорости, то есть v 
или <р, должны обращаться в нуль на обеих стенках, условие на <р1 при R = оо 
не накладывается. 

Условия разрешимости уравнения (8) бьmи подробно исследованы еще Рэ-
леем tЗ). Для упрощения терминологии можно различать «возмущаемые» и «не
возмущаемые» основные течения в зависимости от того, обладает ли уравне
ние (8) решением с вещественным с, удовлетворяющим граничным условиям, или 

IЗ) Lord Rayleigh. Paper, 1, 361; 2, 575, 594; 4, 203. 
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не обладает 14
). Если существуют решения с комплексным с, то, как будет показано 

ниже, уравнение (8) позволяет решать вопрос об устойчивости возмущений даже 
при учете вязкости: возмущения в данном случае всегда неустойчивы. 

Исходя из этого, мы приходим к предположению, что под влиянием вязкости 

профиль w допускает неустойчивые или незатухающие возмущения тогда и только 
тогда, когда он соответствует возмущаемым основным течениям. 

В пользу принятого нами допущения свидетельствует то, что оно подтверждается 

-1а всех исследованных до сих пор профилях скоростей 15). Однако обоснование 
~,о нельзя усматривать в том, что уравнение (8) получается из уравнения (7а) 
пределе R = оо, поскольку предельный переход к R = оо в дифференциальных 
равнениях, как показано, например, в работах Озеена lб), во многих случаях при
одил к неверным результатам, в особенности, если говорить о граничных условиях 

дш1 невязкой жидкости. Поэтому этот предельный переход можно совершать лишь 

в интегралах уравнения (7а). Кроме того, характер изменений, вносимых введением 
вязкости в незатухающие возмущения из уравнения (8), априори непредсказуем: мы 
не можем заранее сказать, будут ли эти возмущения затухать или усиливаться. 

Ниже мы попытаемся обосновать принятое допущение, показав, что при 
переходе через определенное значение числа Рейнольдса возмущаемые системы 

становятся неустойчивыми, а все невозмущаемые системы - устойчивыми. 
Это утверждение позволяет значительно упростить проблему устойчивости 

профиля, поскольку при весьма малых значениях а решения уравнения (8), как 
известно, можно выписать в явном виде. 

§2 
Методы решения и общие свойства интегралов уравнения (7а) 

Важнейшее свойство уравнения (7а), на котором основано приближенное 
представление его решений, состоит в том, что число Рейнольдса R можно считать 
очень большим. Действительно, как будет показано, если граница устойчивости 
существует, то в общем случае она лежит при очень больших значениях R. С другой 
стороны, поскольку физически совершенно неверомно, чтобы неустойчивость 
соответствующего профиля наступала вторично при малых значениях R, то для 
наших целей достаточно считать R очень большим. 

Принятое нами допущение позволяет находить приближенные решения уравне
ния (7а) в виде разложений по отрицательным степеням R или, как будет показано, 
,;c;Ji. Кроме того, мы будем п~едполагать, что а мало, и разлагать решения в ряд 
по положительным степеням а . 

Два метода разложения (по степеням (a.R)- 112
) и по степеням а.2 ) кажутся 

противоречащими друг другу, поскольку в первом случае параметр a.R считается 
большим, а во втором параметр а.2 рассматривается как малый. Это противоречие 
устраняется тем, что число Рейнольдса R можно считать большим, а этого вполне 
достаточно для хорошей сходимости обоих разложений: например, при R = 2 ООО, 
а= 1/10, мы получаем aR = 200, а2 = 1/100. Тем не менее, сходимость разложений 
по (aR( 112 и по а2 заслуживает более подробного рассмотрения. Как показывает 
исследование, ряды по (aR( 112, как правило, расходятся, но носят характер асим
птотических рядов, т. е. их члены сначала убывают, а затем возрастают, и наилучшее 

14
) Заменять профиль скоростей ломаной из касательных недопустимо, поскольку результат был бы 

полностью искажен возможными возмущениями. 

IS) См. Prandtl L. Ор. cit. 
lб) См. например, Oseen В. С. W. Beitriige zur Hydrodyпamik. Аnп. Phys., 1915, 46, 231, 623. 



06 УСТОЙЧИВОСТИ И ТУРБУЛЕНТНОСТИ ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ 431 

приближение получается, если оборвать ряд на наименьшем члене. Итак, наши 
приближенные методы обладают такими же свойствами сходимости, как, например, 

ряды возмущений, используемые в астрономии, подробно исследованные Пуанкаре 

во втором томе «Новых методов небесной механики». 

Применение асимптотических рядов наталкивается на значительную трудность, 
состоящую в следующем. В окрестности некоторых точек асимптотические ряды 

расходятся, и решить, каким образом должны быть связаны между собой прибли
женные решения, построенные по разные стороны от особой точки, чтобы они 
стремились с двух сторон к одному и тому же решению уравнения (7а), далеко 
не просто. Этот вопрос мы подробно рассмотрим в§ 3. 

Разложение по а2 в общем случае, по-видимому, сходится. Для некоторых 
профилей специального вида (например, для линейного профиля) сходимость 
удается строго доказать. Вопрос о том, при каких условиях для профиля w 
разложение по степеням а2 сходится, пока не рассматривался. 

Начнем с вывода приближенных решений уравнения (7а): 

( 
11 2 )( ) 11 i ( //// 2 2 11 4 ) tp - а tp w - с - w tp = aR tp - а tp + а tp . 

Для этого мы прежде всего положим 

1 
9 = ../aii90 + 91 + г-;:;92 + · · · 

vaR 

Ограничимся двумя старшими членами разложения по ГаR. Тогда 

aR9~(w - с)+ ../aii(9~ + 2g091)(w - с)= iaRg~ + i../aii(49~91+6gJ9~). 

(9) 

Предполагается, что а2 и w 11 по порядку величины сравнимы с единицей или 
по крайней мере много меньше ГаR. После несложных преобразований получаем: 

9о = J-i(w- с), 59~ / 5 91 = ---, 91dy = -- In90. 
290 2 

Итак, мы нашли два частных решения уравнения (7а): 

у 

tp 1,2 = (w - с)-5/4 ехр { + j J-iaR(w - с) dy }· 

Уо 

(10) 

Точка у0 определяется тем, что при у= Уо должно выполняться равенство w =с. 
В некоторых случаях точка у0 может быть комплексной. Знак корня следует выбрать 
так, чтобы при 

w - с= -аеiы, -iaR(w - с)= аRаеi(ын/2) 

корень обращался в 
( aRa) t/2 еi(ы /2н /2). 

Заметим, что в обоих решениях величина а2 в рассматриваемом приближении 
не входит в tp (например, а встречается только в комбинации aR, которую, как 
следует из уравнения (7а), можно в определенном смысле считать эффективным 
числом Рейнольдса). 
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Оба найденных нами решения ( l l), как будет показано ниже, определяют пове
дение возмушения <р в пограничном слое. Отсутствие в ( 11) величины сх.2 физически 
означает, что мы рассматриваем только такие ·возмущения, длины волн которых 

велики по сравнению с толщиной пограничного слоя. В эмпирически наблюдаемых 
неустойчивых возмущениях длины волн заведомо удовлетворяют этому условию. 

Чтобы построить полную систему уравнений (7а), нам необходимо найти еще 
два решения. Выберем те решения, которые получаются из решений уравнения (8) 
при разложении по степеням ( o:R)- 1• 

Для этого разложим сначала уравнение (8) по степеням о:2 , т.е. взяв уравнение 

(<р" - o:2<p)(w - с) - <pw 11 =О, (11) 
подставим в него 

<р = <р(О) + 0:2<p(l) +а 4<р(2) + .... 

Собирая члены при одинаковых степенях а2 , получаем 

<p(o)"(w - с) - <p!0>w11 =О, 

<p<1>
11
(w - с) - <p(l)w" = <p(o)(w - с), 

<р(2)
11 

(w - с) - <p<2>w 11 = <p< 1>(w - с), 

Два недостающих решения находим методом вариации постоянных: 

<pз(R=oo)=(w-c)(l+a2 j (wa:.c)2 j dy(w-c)2 + ... ), 

/ 
dy ( 2 / 2 / dy ) <p4(R = оо) = (w - с) (w _ c)Z 1 +о: dy(w - с) (w _ с)2 + ". . 

(12) 

(13) 

Чтобы <рз и <р4 удовлетворяли уравнению (7а), необходимо ввести поправочные 

члены порядка (aR)-1• 

Не выписывая подробно соответствующее разложение, приведем лишь обе 
функции <р до величин порядка (aR)-1: 

<pз=(w-c)[l+a2 j (wa:.c) 2 / dy(w-c)
2
+a

4 
... + 

i ! dy d
3 

] 
+ aR (w - с) 2 dy3 (w - с)+"· ' 

<р4 = (w - с) j (w а:. с)2 [1 + а2 / dy(w - с)2 / (w а:. с)2 + а4 ... + 

(14) 

i d
3 j dy ] + aR dy3 (w - с) (w - с)2 + ·" · 

Объединяя (l l) и (14), получаем полную систему приближенных уравнений (7а). 
Прежде чем мы воспользуемся этими решениями, чтобы удовлетворить гра

ничным условиям, целесообразно выяснить физический смысл четырех реше

ний <р1, <pz, <рз, <р4 и предвосхитить кое-какие результаты, обоснованием которых мы 
займемся в дальнейшем. 

Решения tp1 и tp2 обладают тем свойством, что при интересующих нас больших 

значениях R изменяются весьма быстро - как экспоненты с показателем ./ёiй. 
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Например, если rp 1 принимает на стенке значения порядка 1, то на некотором 
расстоянии от стенки решение <р 1 экспоненциально убывает до нуля (оно могло бы 
и экс r юненциально возрастать, если бы этому не препятствовали граничные 

условия). Отсюда следует, что, если не считать узкого слоя, непосредственно 
примыкающего к стенкам, функция rp состоит только из rp3 и <р4 , т. е. возмущение <р 

ведет себя почти так же, как в невязкой жидкости. 

То, что а.2 не входит явно в ip1 и ip2 (см. (l l)), но фигурирует в разложениях ip3 

и 1р4, очевидно, имеет следующий физический смысл: если параметр а.2 не слиш
ком велик (а2 < ../Qii., см. уравнения (7а) и (9)), то длины волн можно считать 
бесконечно большими по сравнению с толщинами пограничных слоев, но не с ши
риной канала. Характерное различие между «Погранслойными» решениями 1()1, 1{12 

и «невязкими» решениями ip3, ip4 проявляется в наличии или отсутствии а2 . 
Что касается сходимости разложения по степеням а2 , то, по-видимому, скорость 

ее достаточно велика и при а2 порядка единицы, чтобы обеспечивать хорошее 
приближение, поскольку для линейного профиля ряды l{Jз и rp4 переходят в ряды 
типа степенных разложений по cos а, быстро сходящиеся в окрестности а = 1. 

Картина течения, которую следует ожидать, исходя из приведенных выше 
соображений, соответствует допущениям, принятым Прандтлем в его теории 
пограничного слоя: всюду, за исключением узкой области, примыкающей к стенкам, 

движение весьма точно следует дифференциальным уравнениям невязкой жидкости. 

К самим стенкам прилипает пограничный слой толщиной порядка ( aR)- 1 / 2• Внутри 
пограничного слоя скорость и быстро падает до нуля по направлению к стенке, 

в то время как v мало отличается от нуля вне пограничного слоя. 

§3 
Подстановки д,ля перехода через критическую точку 

Если мы захотим проследить за ходом решения уравнения (7а) от одной стенки 
до другой, то необходимо иметь в виду, что в точке у = у0 в канале w - с = О 
(или по крайней мере вещественная часть разности w - с обращается в нуль) 
и, следовательно, скорость распространения возмущений совпадает со скоростью 

основного течения. В этой точке приближенные формулы (11) и (14) решений 
уравнения (7а) становятся неприменимыми. 

Возникает необходимость построить подстановки для ip1, 1{12, l{Jз, !р4 , позво
ляющие совершать переход от Re (w - с) > О к Re (w - с) < О. Для этого мы 
разложим w и ip в окрестности критической точки по степеням (aR( 1l3 и положим 
у- Уо = q(aR)- 1!3_ Предположим, что мнимая часть числа Уо по порядку величины 
меньше (aR)-113

• Если мнимая часть от у0 по порядку величины больше (aR( 113, 

то подстановки, осуществляющие переход, тривиальны, так что во всей области 

вещественных у нет ни одной критической точки. Если мнимая часть от у0 
имеет тот же порядок, что и (aR)-1/3, то ход функций ip и w можно легко 
восстановить, интерполируя по двум перечисленным выше предельным случаям. 

Сначала мы можем положить даже Im у0 = О, поскольку в рассматриваемом нами 
случае Im Уо::::;; (aR)-1/ 3 функция ip допускает разложение по степеням Im Уо и нам 
понадобится лишь ход функции ip при lm Уо = О. 

Итак, полагая tp = tpo + etp1 + e2ip2, w - с= eaq + е2Ьq2 + ... , где е = (aR)-1/ 3 , 
получаем из (7а): 

1111 1111 • [( 11 11 ) 11ь 2 2 ь] l{Jo + El{J1 + ... = -i VJo + 1Р1 + ... aq + El{Jo 1/ - El{Jo + .... 
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Таким образом, в первом приближении должно выполняться уравнение 

1111 • " 
'Ро = -i<po'fJa, (15) 

а во втором приближении - уравнение 

1111 • [ /1 "ь 2 2 ь] 'Р1 = -i 'Р1 'Г/а + 'Ро 'fJ - - еро · (15а) 

Относительно решений ер 1 и rp2 из (11) мы заключаем из (15), что в критической 
области (где 'fJ по порядку величины сравнима с единицей) они ведут себя так 
же, как решения, найденные Хопфом при линейном профиле скоростей, т. е. как 
некоторые цилиндрические функции. Отсюда следует, что для r.p1 и r.p2 из (11) 
переходные подстановки с точностью до величин порядка (aR)-1/ 3 должны быть 
такими же, как при линейном профиле: подстановки 

(16) 

соответствуют переходу 

Re (w - с) < О -4 Re (w - с) > О. 

Для получения решений 1{)3, 1{)4 в окрестности у - Уо = О тех несложных 
вычислений, которыми мы оrраничивались до сих пор, оказывается недостаточно, 

поскольку в первом приближении (15) для ерз и ер4 должно было бы выполняться 
равенство 1{)

11 = О, в то время как l{J~ в пределе при R -4 оо логарифмически 
расходится в точке у - у0 =О. Таким образом, уравнения (15) и (15а) в том виде, 
как они записаны, непригодны для рассмотрения логарифмической особенности. 

Поступим теперь иначе: положим а = О и w,,, = О (т. е. оборвем разложение w 
на втором члене), а затем проинтеrрируем точно уравнение (7а). Заметим, что 
ер = w - с должно быть частным решением получившегося упрощенного уравне

ния, и представим l{J в виде, известном из теории линейных дифференциальных 
уравнений: 

ер= (w - с) j 'Ф dy. 

Так как 
1111 • R( 11( ) " ) ер = -ia rp w - с - w ер , 

то для 1fJ = (w - с) J 'Ф dy получаем уравнение 

'Ф,,,(w - с)+ 4ф"w' + 6ф'w" = -iaR(2w'(w - с)ф + (w - с) 2'Ф'), 

которое после еще одного интеrрирования переходит в уравнение 

1{J11(w - с)+ 31/J'w' + 31{Jw11 = -iaR((w - c)21{J- с), (17) 

где С - постоянная интеrрирования. Если снова ввести 

'fJ =(у- Yo)(aR) 113
, с= (aR)- 113

, w - с= са 'fJ + с2 Ьr/, 'Ф = 'Фо + e'l/J1 + ... , 

то в новых переменных получится система уравнений 

ф~а11 + 3-ф~а = -i(а2112 'Фо - С), 

'Ф;' а11 + 3ф; а + 'Ф~Ьq2 + 61/J~Ь'ГJ + 61/Job = -i ( 2ab'lflo"l + а2ТJ2Ф1). 
(17а) 
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Эти дифференциальные уравнения содержат все решения уравнения (7а). Поскольку 
мы ставили перед собой узкую задачу - исследовать функцию t,p4 ( t,p3 при а = О 
регулярна в точке у = у0 ), то нас интересует то решение уравнений (17а), ко
торое на расстоянии порядка (w - c)aR от точки Уо ведет себя как 1/(w-c)2: 

из разложений (14) видно, что в окрестности точки Уо функция t,p4 ведет себя как 

Из уравнений ( 17а) получаем: 

и 

/ 

dy 
(w-c) (w-c)2" 

с 
'Фо = 22 

а Т/ 

(18) 

Функция ф1 полностью определяется тем, что на бесконечности она ведет себя как 
-2ЬС/(а3ТJ). 

Говоря о переходных подстановках для ip4 и ip3, мы имеем в виду следующее. 

В асимптотические представления (14) решений входит интеграл J (w~~)2 ' теряющий 
смысл, если отрезок, по которому производится интегрирование, включает в себя 

точку у= Уо (w-c =О). Но в действительности в окрестности критической точки у0 
поведение функции ip4 определяет не (w~c)2, а функция 1/J. Таким образом, все зави
сит от того, как ведет себя в окрестности критической точки у0 (и в частности, ф1 ). 
Если это известно и, следовательно, мы знаем величину интеграла J 'Ф dy (взятого 
по отрезку, содержащему критическую точку), то тем самым известны и переходные 
подстановки для <р3 и <р4. 

Решение ф1 уравнения (18) с граничным условием на бесконечности имеет 
следующий вид: 

(19) 

Оно содержит цилиндрические функции Ганкеля с индексом 2/3 и аргумен
том 2/3( -iaoТJ )312

, где ао = а 1 
/
3

• Знак выражения ( -iaofJ )312 следует выбирать так, 
чтобы при Т/ = re1Гi/2 / а0 оно было положительным. Более подробное исследование 
показывает, что если а0 или а положительны, то на всей верхней полуплоскости 
и даже на части нижней полуплоскости, а именно при Т/ = rei{, где ~ заключено 
в пределах 

i'lr 1i7r 
-6 <~< 6' 

функция ф1 ведет себя на бесконечности как -2ЬС/(а3ТJ). Если параметр а 
отрицателен, то верхняя и нижняя полуплоскости меняются местами и 

.{ 2ЬС 
lim 1/11 (re') = --3-
r~oo а 1J 

(20) 

при 5~1Г < ~ < 13~11", а < О, или ~ < ~ < 1:i, а > О. 
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Отсюда следует важный вывод: 

00 
{ 2ЬС. -3-Z1Г, 1 "'·d~ ~ _·2~ i•, 

а> О; 
(21) 

а< О. 

Итак, переходные подстановки для ip3 и ip4 определены теперь с точностью до ве

личин порядка (o:R)- 1
/
3 и для конечных значений о:, поскольку теперь мы знаем 

(см. (21)), что следует понимать под интегралом J (w!c)2' взятым от w - с< О 
ДО W- с> 0. 

Формулы (16) можно вывести из (17) еще одним способом. Действительно, 
асимптотическим решениям (11) уравнения (7а) соответствуют решения 

~ H(l),(2) (~(-io: 'Г/)3/2) 
'Г/ 2/3 3 о (19а) 

однородного уравнения (18) (при С= О). Тем самым, задача о построении пере
ходных подстановок для асимптотических решений (11) и (14) решена с требуемой 
точностью (до величины порядка (o:R)- 113). 

§4 
Выпол11ение граничных условий и устойчивость колебаний, 

соответствующих системе рсше1mй 

Поскольку наше рассмотрение до сих пор совершенно не зависело от характера 
профиля скоростей (на профиль были наложены лишь ограничения, связанные 
с существованием особой точки), то, чтобы уменьшить чрезмерно большое число 
возможных вариантов, мы введем сейчас некоторые специальные предположения 

относительно природы основного течения. Следует заметить, что приводимые ни
же рассуждения справедливы при гораздо более широких предположениях. Итак, 
предположим, что ограничивающие стенки заданы уравнениями у = + 1 и у = -1, 
стенка у = + 1 движется относительно другой стенки в положительном напра
влении вдоль оси х со скоростью порядка w( + 1) - w( -1), ламинарное течение 
прилипает к стенкам (как это наблюдается в течении Куэтта) и, наконец, в обла
сти -1 < у < + 1, т. е. в канале, Re ( w - с) обращается в нуль один и только один раз. 
Кроме того, мы будем считать функцию w и ее производные непрерывными во всей 
области и, исходя из этого, предполагать, что w, w', w" и т.д. всегда имеют нор-
мальную величину, т.е. ни в одной точке не достигают величины порядка (o:R) 112

• 

Кроме того, в приводимых ниже вычислениях мы будем считать величину о: 
столь малой, а величину o:R столь большой, чтобы с достаточной точностью можно 
было положить 

у 

ip3 = w - с, ! dy 
tp4 = (w - с) (w - с)2. (14а) 

-1 

Фиксированный нижний предел интеграла в tp4 не уменьшает общности наших 
решений. Функцию ip4 мы задаем, требуя, чтобы линейная комбинация решений ip3 
и ip4 обращалась в нуль при у = -1. Если на стенке у = -1 должна обращаться 
в нуль и разность w - с, то вместо ip4 выступает функция tрз = w - с, которая будет 
принимать нулевое значение при у = -1. 
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Чтобы удовлетворить граничным условиям на стенке у = -1, составим 
из 'Pr, tp2, tрз, tp4, мя которых при у = -1 выполняются равенства ip = tp

1 = О, 
две комбинации !1 и f2: 

1 [ <р3 tp1 ] !1 -<р4+ - --
- g0(-l)[w(-l)- с) - ~w'(-1) w(-1)- с 1P1(-l) ' 

1 [ <р3 tp1 ] !1 -<р4- - --
- 90(-l)[w(-1)-c)+~w'(-l) w(-1)-c <p1(-l) · 

(22) 

Под 9о мы понимаем здесь и далее корень ..j-iaR(w - с), а не ..j-i(w - с), как 
в (10), что позволяет нам не выписывать каждый раз множитель ./iiR. 

Чтобы удовлетворить граничным условиям на другой стенке, необходимо найти 
такие две постоянные А и В, для которых 

А/1(+1) + В/2(+1) =О, 

AJ;(+l) + BJ~(+l) =О. 

Условие существования нетривиального решения этой системы линейных уравнений 
имеет вид 

(23) 

Если R и а заданы, то условие (23) фиксирует значение с и (3. Итак, необходимо 
разрешить соотношение (22) относительно с и определить знак мнимой части {З. 
Соотношение (23) представляет собой полный аналог уравнения турбулентности 
Зоммерфелъда для линейного профиля. 

Из (16) получаем: 

f ( l)- ( l) 1 [ <рз(+l) _ <p1(+l)+i1p2(+1)] 
1 + -<р4 + + 90(-l}[w(-l)-c]-~w'(-l) w(-1)-c 1P1(-l) ' 

J'(+I)- '(+l)+ 1 [ <p;(+l) _ ip~(+l)+i<p;(+l)] 
1 -<р4 90(-l)[w(-1)-c)-~w'(-l) w(-1)-c lfJ1(-l) ' 

(24) 
12(+l)=<p4(+l)- 1 [ <рз(+l) _ <p2(+l)]

1 9o(-l)[w(-l)-c] +~w'(-1) w(-1)-c <p2(-l) 

J~(+l)=<p~(+l)- 1 [ ip~(+l) - tp~(+l)]· 
90(-l)[w(-l)-c)- ~w'(-1) w(-1)-c <p2(-l) 

Эти значения f 1, f 2, /( и f~ подставим в (23), оценив предварительно величину 
отдельных членов, чтобы не усложнять вычисления выписыванием лишних членов. 

Заметим, что в общем случае выполняется либо неравенство <р2 (+1) ~ ip2(-l), 
либо неравенство ip2(+l) ~ <pi(-1). Какое из неравенств выполняется, зависит 
от множителя aR в экспоненте, входящей в решения l{J1 и lfJ2 в ( 11 ), за исключением 
случая, когда выполняется строгое равенство 

-1 +1 

Re j J-i(w-c)dy=Re / J-i(w-c)dy 1 

!/О Уо 

который мы не рассматриваем. 
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Решить априори, какое из двух неравенств реализуется, невозможно. Оба нера

венства имеют право на существование и порождают оба решения. Если профиль 
антисимметричен, то любое из неравенств порождает решения, симметричные 

тем, которые возникают при обратном неравенстве. В принципе, оба неравенства 
вполне аналогичны, поэтому достаточно рассмотреть лишь одно из них. Итак, 
предположим, что 

tp2(+l) ~ tp2(-l), 

т.е. (см. с. 431), что точка w =с расположена ближе к точке w = w(+l), чем к точке 
w=w(-l). 

Из нашего предположения следует, что значение ip 1 (-1) rv 'Pz(~ I) чрезвычайно 

мало, а 'Pi(~I) чрезвычайно велико. В / 1 и 1: в этом случае остаются лишь те члены, 
в которых ip1 входит в знаменатель. В /2 и /~ члены, содержащие ip2, выпадают. 

Учитывая эти оценки, получаем из (23): 

[ ( 1) i ( 1)] . [ 1 
( 1) - tp~( + 1) ] -

IPi + + IP2 + 1Р4 + (90(-l)[w(-1)-c]+~w'(-1)] [w(-1)-c] -

=[ер; (+1) +itp;(+l) J. [ip4(+ 1)- [9o(-l)[w(-1)- ~:I~(-1)] (w(-1)- с]]. (25) 

Даже в этом виде уравнение для с все еще весьма сложно. Дальнейшее упрощение 
уравнения (25) произойдет, если мы вычеркнем теперь не только величины 

порядка e-.;ati., но и величины порядка (aR)- 1!2• 

Для этого мы прежде всего устанавливаем, что 9o(+l) - величина поряд

ка (aR) 1/ 2 (и, следовательно, величина очень мала) и кроме того, что 

ip~(+ 1) + icp~(+l) = -~ w~}~~ с [ip1(+ 1) + i<p2(+ 1)] + 9о(+1) [1Р1(+ 1) - i<p2(+ 1)]. 

Итак, из членов уравнения (25) мы удерживаем лишь те, которые содержат 
множитель 90(+1). В итоге мы приходим к простому результату: 

(cp1(+l) - iip2(+1)]ip4(+I) =О, 

или 
y=+I +1 

lexp{2 j J-iaR(w-c)dy}-il · j (w~c)2 =0. (26) 
Уо -1 

Это уравнение обладает двумя совершенно различными системами решений: 

у=+! 

1) ехр { 2 j J-iaR(w - с) dy} = i, 
+1 

/ 

dy 
11) (w - с)2 =О. 

Уо -1 

Система I представляет собой полный аналог решений, полученных Хопфом 
для линейного профиля и подробно рассмотренных нами в § 4. Оказывается, что 
колебания, соответствующие системе 1, всегда устойчивы. Действительно, из 

y=+I 

ехр { 2 j J-iaR(w - с) dy} = i 

Уо 
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следует, что 

y=+I 

2 j J-iaR(w-c)dy=?Гi(~+2n), (27) 

!/о 

где п (см. с. 431) - целое положительное число. Нетрудно видеть, что это равенство 
выполняется лишь в том случае, если ас = /3 имеет положительную мнимую часть. 
Следовательно, колебания, описываемые равенством (27), затухают. Декремент 
затухания по порядку величины составляет w( + 1) = с и поэтому отнюдь не мал. 

§5 
Система решений 11 и условия 11еустойчивости 11рофиля 

Решения в системе П совпадают с решениями уравнения Рэлея (8) и удовлетво
ряют условию 

+1 

! dy 
(w - с)2 =О, 

-1 

(28) 

или (см. замечание по поводу соотношения (14) на с. 435) в совершенно общем 
виде 

у 

ip4=(w-c)/(w~c)2 =0 при y=+l и у=-1. 
Последняя форма записи отличается от первой в некоторых исключительных 
случаях, которые мы рассмотрим ниже. Кроме того, уравнение (28) дает лишь 
первое приближение (а= О). Что касается решений уравнения (28), то необходимо 
различать четыре случая. 

1. Уравнение (28) обладает решениями с комплексным с. Профиль скоростей 
в этом случае всегда неустойчив, поскольку существует также решение уравнения (28) 
с комплексно-сопряженным значением ё. 

2. Существуют решения уравнения (28) с вещественным с. Следуя Прандтлю, 
назовем такой профиль скоростей возмущаемым. Как видно из (21), возмущаемый 
профиль встречается только в том случае, если в точке w =с выполняется равен
ство w" = О, т. е. если профиль либо имеет точку перегиба, либо кусочно-линейный. 

3. Существуют вещественные значения с, обращающие в нуль по крайней мере 
вещественную часть интеграла 

+1 

! dy 

(w - с)2 • 
-1 

4. Если ни один из трех предьщущих случаев не реализуется, то уравнение (28) 
не имеет решений. В случаях 3 и 4 профиль называется невозмущаемым. Мы 
утверждаем, что профиль скоростей в случае 1 всегда неустойчив, в случаях 3 и 4 
всегда устойчив и в случае 2 обычно неустойчив. Для случаев l и 4 наше утверждение 
уже доказано. В случае 3 положим с = с,. + ie;, где с,. - вещественная часть того 
значения с, при котором обращается в нуль вещественная часть интеграла 

+1 

! dy 

(w - с) 2 " 
-\ 
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Тогда, как известно из § 3, при с; ~ О мнимая часть этого интеграла равна 1;~1 1f'i, 
а при с;~ l(aR( 1121 принимает значение - 1 ;~ 1 1f'i. Из соображений непрерывно
-- _ Профиль сти (см. § 3) мы заключаем, что существует точка 
------- _Приближающая ломаная с Ci >О, в которой мнимая часть интеграла (28) 

х - Точки, в которых 

с=Wизлом 

)( 

+оо 

it 
' ' ' 
' 
' 

)( )( )( 

+оо +оо +оо 

!t if +1 i1 
! t! J idy 
j l~e (nl- 2 
:о : -1 

-00-00 -оо -оо -00 -оо 

Рис.1 

обращается в нуль. Таким образом, в случае 3 
четыре решения уравнения (28) порождают ве
личину с с положительной мнимой частью, т. е. 

устойчивые колебания. 
Наконец, случай 2 требует несколько более 

подробных вычислений. Прежде чем приступить 

к ним, заметим, что в случае 2 имеются два типа 
решений уравнения (28), не представимых в виде 

+1 

/ 

dy 

(w - с)2 • 
-1 

Действительно, если w(+I) = w(-1), то реше
ние уравнения (28) имеет вид ip = w - w(+l), 
и ip =О при у=+ 1, у= -1. Кроме того, может 
случиться так, что при w = w(+l), например, w' 
обращается в бесконечность. Тогда 

у 

ip = (w - w(+l)) / dy 
2 

_
1 

[w - w(+l)] 

- решение уравнения (8), удовлетворяющее гра
ничным условиям. Мы останавливаться здесь 
на этом, поскольку все перечисленные случаи по

дробно рассмотрены в части II, не будем. Однако 
важно заметить, что различие между случаями 2 
и 3 весьма велико и, например, недостаточно ап
проксимировать криволинейный профиль ломаной, 

как это делал Рэлей. 
Это различие становится особенно наглядным, если построить график 

+1 

/ 

dy 
Re (J(c)) = Re (w _ с)2 

-1 

как функцию от с. На рис. 1 сплошной линией показана кривая, соответствующая 
криволинейному профилю, а пунктиром - кривая, соответствующая ломаной. 
Нетрудно видеть, что каждый излом аппроксимирующей ломаной порождает новый 
корень уравнения Re (J) =О, причем в окрестности точек с= Wи311ом функция J 
ведет себя как 1/(с - WиЗJJом). 

Это соответствует известной теореме Рэлея, согласно которой число нулей 
функции, описывающей возмущение, совпадает с числом изломов в профиле 
скоростей. Тем н:е менее криволинейному профилю соответствует возмущение, 
не имеющее ни одного нуля. После этого замечания вернемся к нашему утверждению 
о том, что при наличии вязкости возмущаемые профили, как правило, неустойчивы. 
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Для доказательства этой неустойчивости обратимся к уравнению (25) и к более 
точным решениям в системе П. Поскольку параметр с, как нам теперь известно, 

веществен вплоть до величин порядка (aR)-112
, то можем предположить, что 

<p2(+l) ~ 11'1(+1). 

Пренебрегая в (25) членами порядка (aR)-112
, получаем после несложных преобра-

зований 
+1 

! dy 1 l 

(w- с) 2 = go(-l)[w(-1) - с]2 - Yo(+l)[w(+l)- с]2" 
-1 

Пусть с= Со+ б, где Со - нуль функции J, б - малая величина порядка (aR)-112• 

Параметр а для простоты будем считать положительным. Тогда вместо с в правой 

части последнего уравнения можно подставить ео, а левую часть разложить в ряд 

Тейлора по б. Обрывая тейлоровское разложение на втором члене (по предположе
нию, нам достаточно этого приближения), получаем 

J(c) = J(eo) + б~~ lc=co' 
а поскольку из уравнения (25) следует, что 

J(eo) =О, 90 = .j-iaR(w - с) 
(относительно выбора знаков см. с. 431), то 

dJI ~ 1-i l+i 
б- v2aR= + . 

dc с=со [Со - щ(-1))512 [w(+l)- ео]512 

Так как Со - w( -1) > w( + 1) - Со (точка Со должна быть расположена ближе к w( + l), 
чем к w(-1)!), то мы заключаем отсюда, что мнимая часть б, а значит, и с, 

и /3, имеет такой же знак, как ~~ lc=co' и что возмущения, соответствующие 
отрицательным значениям ~~, неустойчивы. Итак, если наш кусочно-линейный 
профиль обладает тем свойством, что ~~ < О в точке w = с, то он неустойчив. 
Условие ~~ < О выполняется весьма часто, например, всякий раз, когда точка w = с 
лежит в окрестности одной стенки (например, у = + 1 ), а профиль изменяется 
линейно от точки w = с до границы. 

Итак, подведем некоторые итоги. 

Неустойчивость или устойчивость профиля во всех рассмотренных нами случаях 
удавалось определить по поведению профиля в невязкой жидкости. Профили, допус
кающие в случае невязкой жидкости незатухающие колебания с учетом вязкости 

при определенных предположениях становятся неустойчивыми. Как показано вы
ше, профили последнего типа должны обладать совершенно особыми свойствами, 
например, быть кусочно-линейными или иметь точку перегиба w" =О (см. выше). 

Эти профили второго рода вместе с тем являются единственными, которые 
могут представлять физический интерес, поскольку только они обладают устойчи

востью такого типа, который соответствует предположениям Рейнольдса. Как будет 
показано ниже, для этих профилей (за исключением кусочно-линейных) существует 
критическое число Рейнольдса. 
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§6 
Число Рейнольдса, соответствующее гра11ице устойчивости; 

чи('ленныс расчеты для параболического профиля 

Итак, если имеется профиль, допускающий в случае невязкой жидкости 
незатухающие колебания и теряющий устойчивость с появлением вязкости, то 

возникает вопрос: каково наименьшее число Рейнольдса, при котором наступает 

неустойчивость? Упрощенные уравнения (25), (26) и т. д. не позволяют ответить 
на этот вопрос. Чтобы получить ответ, необходимо вернуться к уравнению (23) 
и к решениям ip 1,ip2,ip3,ip4, записанным в виде (11) и (14). Разумеется, для 
произвольного профиля w невозможно задать критическое число Рейнольдса как 
функцию от w и интегралов от w. Наша задача состоит лишь в том, чтобы указать 
способ, позволяющий находить критическую скорость, и провести все вычисления 
для одного частного примера. 

Поскольку в наших последних расчетах па~аметры а и R входят лишь 
в комбинации aR (напомним, что параметр а по предположению мал), то 
эти вычисления в лучшем случае позволяют получить критическое значение 

параметра aR, а не самого числа Рейнольдса R. Поэтому прежде всего необходимо 
изучить поведение нулей уравнения (23) при возрастании а2 . При этом из всех 
корней уравнения (23) нас интересуют лишь те, которые в системе решений 11 
удовлетворяют уравнению ip4(+1) =О. 

Итак, вместо условия (28) необходимо рассмотреть модифицированное условие 

ip = (w - с)! (w ~ с)2 ( 1 + а2 ! dy(w - с)2 ! (w ~ с)2 + ... ) ' 

ip =О при у= -1, у=+ 1. 
(28а) 

Если профиль, как у Рэлея, состоит из линейных участков, то каждому изло

му (см. с. 440) соответствует один корень уравнения (28а), причем эти корни 

существуют при любом значении 0:2. Таким образом, кусочно-линейный про
филь не приводит к максимальному значению параметра а2 , и, следовательно, 
не позволяет определить критическое значение числа Рейнольдса 17

). 

Иная ситуация складывается, если (см. с. 439) решение уравнения (28) или 
(28а) с вещественным с возможно потому, что либо в какой-нибудь точке профиля 
w" =О, либо ip = w-w(+I) является решением уравнения (28) при w(-1) = w(+l). 
Решения последнего типа всегда приводят к решениям уравнения (28а) с впол-

не определенным значением а2 • При w( + 1) = w( -1) существует лишь решение 
уравнения (28а) с а2 = О. 

Можно ожидать, что решения уравнения (28) или (28а), характеризуемые 

в пределе R = оо одним вполне определенным значением параметра а2 , при включении 
вязкости а не могут далеко отклоняться от «СВОИХ» значений а2 • Вполне понятно 
поэтому, что для профилей этого типа существуют максимальные (минимальные 
в случае, если w" = О) значения параметра а. Таким образом, все возмущения, 
длины волн которых меньше критических длин волн, в подобных случаях затухают 
при всех значениях aR. 

После того, как установлена верхняя граница для а2 , попытаемся оценить 
хотя бы приближенно величину нижней границы для aR. Как показывает неслож
ный анализ уравнения (25), значительные изменения в мнимой части параметра с 

17
) Мы по-прежнему предполагаем, что R и aR велики и а« R. Критические числа Рейнольдса могут 

встречаться и в том случае, если эти предположения не выполняются. Но тогда критические значения 
чисел Рейнольдса R столь малы, что заведомо не имеют физического смысла. 
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наблюдаются в том случае, когда в приближенных формулах ( 11) показатель экс
поненты падает в rp 1(+1) и rp2(+1) до величины порядка единицы. Как только это 
происходит, мы тотчас же достигаем, как будет показано на числовом примере, 
критического значения, при переходе через которое мнимая часть параметра с 

перестает быть отрицательной и становится положительной. _.Предположим, что 
в интервале от w = ео (ео - вещественная часть параметра с) до w(+l) про
филь w с достаточной степенью точности можно считать линейным. Тогда оценка 
параметра aR снизу определяется соотношением 

(aR)lf2[w(+l)- Со)З/2 
---------- ,...., 1, 

w'(+l) 
(29) 

или 

'( 1)2/3 (аR)1/з,...., w + . 
w(+l) - ео 

(29а) 

Поскольку разность w(+l)- ео в интересующих нас случаях мала, то (29) позволяет 
приближенно оценить большие критические числа Рейнольдса. Заметим также, что 
одному значению R всегда соответствует не только максимальное, но и минимальное 
значение параметра а неустойчивых колебаний. Это следует из того, что мы нашли 
минимальное значение параметра aR (а не числа Рейнольдса R). 

В качестве численного примера приведенной выше схемы вычисления рассмо
трим параболический профиль, представляющий наибольший интерес с точки зре
ния физики. Он принадлежит к классу возмущаемых профилей типа w( + 1) = w(-1 ). , 

Ограничимся рассмотрением плоского движения, т. е. не течения Пуазейля 
в трубах, а течения между двумя параллельными покоящимися стенками (у = + 1, 
у = -1) под действием постоянного градиента давления. Итак, пусть 

2 w=l-y. (30) 

Из симметрии w и w - с мы заключаем, что возмущение rp должно быть четной 
функцией переменной у 18

). Таким образом, из множества решений уравнения (7а) 
мы выбираем два симметричных частных решения и пытаемся удовлетворить 

граничным условиям на какой-нибудь стенке, например, при у= -1. Граничные 
условия на другой стенке будут выполняться автоматически. В качестве одного 
симметричного решения можно взять rрз, в качестве другого - функцию 

'PI (у) + rp2(Y) 
rp1 (0) 'Р2(О). 

Как следует из оценки (29), с для нашего профиля в окрестности критической 
скорости - малая величина порядка (aR)- 113

, поэтому при вычислениях мы будем 
оставлять только члены первого порядка по с. Условимся также, что выполняется 

18) Если tp разложить на Четную и нечетную (по у) составляющую, то вследствие симметрии разности w-c 
и w каждая часть функции tp будет удовлетворять дифференциальному уравнению (7а) и краевым 

условиям. Поэтому при анализе устойчивости профиля 1 - у2 достаточно отдельно рассматретъ случаи 
«tp - четная функция от у• и «tp - нечетная функция от У• и только эти случаи. Нетрудно видеть, 
что предnоложение о симметричных возмущениях, т. е. о нечетной функции tp, не приводит ни какому 
решению уравнения (28) и, следовательно, не порождает неустойчивых возмущений. Таким образом, 
при рассмотрении устойчивых возмущений достаточно исходить из предположения о четной функции tp. 
Это замечание весьма важно, так как показывает, что все симметричные возмушения устойчивы, а все 
несимметричные возмущения неустойчивы. 
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неравенство rp2(0) ~ rp 1(0), вследствие чего в окрестности точек w = О и w = с 
вторая симметричная функция <р сводится просто к rp1 (у). Из ( 16) следует, что в этом 
случае мы можем удовлетворить граничным условиям при у = - l, имея в своем 
распоряжении два решения: <рз и <р1 - i<pz. Условие (23) перейдет в следующее: 

(31) 

Чтобы обеспечить симметрию функции <рз, в качестве нижнего предела в интегралах, 
входящих в rp3, следует выбирать у= О. Кроме того, <рз необходимо разложить лишь 

до величины порядка а4 , а разложение по степеням (aR)-1 оборвать на членах 
порядка (aR( 1

• Запишем условие (31) в виде 

<р; ( -1) - i<p~ ( - 1) <р; ( -1) 
<p1(-l) - irp2(-l) = <рз(-1)" 

Подставляя (11) в (14), получаем: 

ехр { 2 J1 J-iaR(w - с) dy} + i 
Уо ./iaRc = 

ехр { 2 Х J-iaR(w - с) dy }- i 

(32) 

9 ~ [ [1 dy(w - с)2 + а2 ... +а~".] 
= - 2с + -1 у (33) 

1 + а2 J (w~c)2 J dy(w - с)2 + ... + а4 ... +а~ ... 
о о 

Поскольку параметр с очень мал, то в первом приближении профиль w в интервале 
от О до с можно считать линейным: w"" 2(у + l). Тогда 

-1 

! ./с - W dy = -~c3f2 • 
J/O 

Полагая z = ~c312(2aR) 1 12 , получаем из (33) 

e-(t+i)z + i 3z(l + i) 
e-(l+i)z - i 2 

-1 

2 J dy(w - с)2 + ... 
9 а 0 = -- +--------
2 с 1+a2 f ... 

(34) 

(35) 

Это уравнение полностью аналогично уравнению (26). Нас прежде всего инте
ресует предельное значение R или z, при котором неустойчивые возмущения 
переходят в устойчивые, т. е. мнимая часть параметра с обращается в нуль. 

Предельное значение z, разумеется, зависит еще и от а. Поэтому мы будем 
считать параметр с вещественным и получим предельное значение z (или R) как 
функцию от а. Минимальное значение R функции R(a) можно назвать характе
ристическим числом Рейнольдса для параболического профиля. Как показывают 
вычисления, уравнение устойчивости в форме (35) содержит лишь верхнюю часть 
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кривой R = R(a) (см. рис. 2): из сказанного в § 6 следует ожидать, что ниж
нюю часть кривой R = R(a) мы сможем вычислить, выбрав для 1р 1 и 1р2 
приближения (см., например, (19а)), более точные, чем асимптотические раз
ложения (11). Критическое число Рейнольдса 
указывает именно ту область, в которой асим
птотические формулы становятся неприменимы
ми. Поскольку это обстоятельство привело бы 
к чрезмерному усложнению численных расчетов 

и мы не придаем сколько-нибудь существенного 
физического смысла рассматриваемому здесь ти

пу неустойчивости, то для вычисления нижней 

части кривой R = R(a) (на рис. 2 она показана 
штриховой линией) достаточно воспользоваться 
грубыми оценками, не претендующими на ко

личественное согласие с экспериментом. Что же 
касается качественных особенностей хода кри
вой, то они переданы достаточно верно. Кривая, 

изображенная на рис. 2, позволяет сделать сле-
дующие выводы. 
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Рис. 2 

1. Существует максимальное значение параметра а (и минимальное значение 
числа Рейнольдса R), при переходе через которое в сторону больших (меньших) 
значений неустойчивость сменяется устойчивостью. 

2. При заданном значении числа Рейнольдса R существуют как максимальное, 
так и минимальное значения параметра а. При а, заключенных между минималь
ным и максимальным значениями, наблюдается неустойчивость; при значениях а, 
меньших минимального или больших максимального, наблюдается устойчивость. 

3. Максимальное значение параметра а составляет около 0,7 (а2 = 1/2). 
Максимальное значение числа Рейнольдса R достигает величины порядка 103

. 

Определить более точно это значение на рис. 2 невозможно. 

§7 
Физическая интерпретация результатов части 1 

Изложим подробно еще раз все результаты, полученные нами при решении 
проблемы устойчивости. Прежде всего в ходе вычислений было показано, что 
вопрос об устойчивости профиля для невязкой жидкости, как правило, удается 
решить по Рэлею, т. е. анализируя предельный случай невязкой жидкости (уравне
ние (8)). Профили, неустойчивые при R = оо, как и следовало ожидать, остаются 
неустойчивыми и при достаточно больших конечных числах Рейнольдса R (§4). 
Профили, невозмущаемые в невязком случае, устойчивы (§4). Профили, допуска
ющие (если их устойчивость исследовать при помощи уравнения (8)) незатухающие 
колебания, как правило, неустойчивы. Последний случай - единственный, дающий 
нечто новое с точки зрения физики по сравнению с гидродинамикой невязкой 

жидкости. Тем не менее необходимо подчеркнуть, что вопреки выводам, которые 
можно бьmо бы сделать из работ Рэлея, этот случай является не общим, а ис-
1СЛючительным. Если не считать соотношений w(+l) = w(-1), W~аница = оо (§5), 
то необходимое условие возникновения исключительного случая состоит в том, 
что в какой-то точке между стенками должно выполняться равенство w" = О. 
К числу исключительных профилей принадлежат, в частности, введенные Рэлеем 
ломаные, кусочно-линейные профили. Из этого, однако, можно сделать лишь один 

вывод: для исследования устойчивости плоских криволинейных профилей метод 
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Рэлея аппроксимации гладкого профиля ломаной непригоден (с. 440). Впрочем, как 
показывает исследование всюду искривленных (w 11 f:. О) профилей при помощи 
дифференциальных уравнений с учетом вязкости (§ 5), могут возникнуть возму
щения, затухающие при любом значении параметра aR, но их вклад в декремент 
затухания в пределе при R ~ оо стремится к нулю как (aR)-312

, вследствие 
чего в том же пределе при R ~ оо они переходят в незатухающие возмущения. 
При анализе устойчивости при помощи упрощенного дифференциального уравне
ния (8), не учитывающего вязких членов, мы теряем корни этих возмущений. Таким 
образом, данный случай не представляет собой исключения из правила, согласно 
которому, если уравнение (8), не учитывающее вязкость, допускает незатухающие 
возмущения, то при включении вязкости происходит возбуждение возмущений. 
Однако, как уже говорилось, возникновение незатухающих колебаний для урав
нения (8) следует рассматривать как исключительный случай. Параболический 
профиль принадлежит к числу исключительных (§ 6). Если, исследуя неустойчивые 
профили, мы спросим, в каком диапазоне чисел Рейнольдса R наблюдается эта 
неустойчивость, то окажется, что к критическим числам Рейнольдса обычно приво
дят лишь профШlи последнего типа, т. е. профили, допускающие в случае невязкой 
жидкости незатухающие колебания. Однако для ломаных профилей Рэлея критиче
ские числа Рейнольдса не существуют (см. примечание 17 на с. 442): дело в том, 
что хотя для кусочно-линейных профилей минимальное значение параметра aR 
существует, мы не можем указать максимальное значение параметра а и, следо

вательно, минимальное значение числа Рейнольдса R для неустойчивости (§ 6). 
Максимальное значение а и минимальное значение aR (а следовательно, и минимальное 
число Рейнольдса R) существует лишь для тех профилей рассматриваемого класса, 
для которых в случае невязкой жидкости к незатухающим колебаниям приводит лишь 
определенное значение а (таковы, например, профили типа w" = О при w = с), 
w( + 1) = w( -1). Таким образом, при определенном числе Рейнольдса R для этих 
профилей неустойчивым колебаниям соответствуют значения а от некоторого 

минимального до максимального. Все эти результаты согласуются с имеющимися 

в литературе исследованиями по устойчивости гидродинамических профилей 19>. 
Возникает вопрос, каким экспериментально наблюдаемым фактам соответствуют 
перечисленные выше математические результаты. Представляется весьма странным, 

что в экспериментально наблюдаемых течениях устойчивые профили (например, 

в течении Куэтта 20>) и неустойчивые профили (например, в течении Пуазейля) 
ведут себя совершенно одинаково. При сильных возмущениях, если числа Рей
нольдса превышают некоторый предел, то возникает турбулентность. Если внешние 

возмущения поддерживать на как можно более низком уровне, то ламинарный 
профиль сохраняется при сколь угодно больших числах Рейнол~са. Последнее 
утверждение, подтвержденное для параболического профиля Экманом, кажется 
противоречащим теории для неустойчивых профилей. Однако, как нетрудно по

нять, в действительности никакого противоречия не возникает 21 >. Действительно, 
чем меньше внешние возмущения, тем больше времени требуется, чтобы они 

оказали заметное воздействие на течение (в особенности, при больших числах 
Рейнольдса, так как порог устойчивости (§ 5) по порядку величины составляет 

19) См. работы, указанные во введении. 
20> См. также интересные исследования течения Куэпа при трехмерных возмущениях ( Tay/or G. /. Stabllity 
ofa viscous liquid contained Ьetween two rotating cylinders. Phil. Trans. Roy. Soc. London, 1922, 223, 289-343). 
21> На возможную интерпретацию эксперимента Экмана как влияния условий входа течения в трубу, 
мне указал проф. Прандтль. Пользуясь случаем, я хотел бы выразить ему искреннюю признательность 
за это замечание и мноrие другие ценные указания. 
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(aR(112). Следовательно, при течении в трубах этот момент всегда столь отда
лен, что количество жидкости, устойчивостью которого мы интересуемся, успевает 

покинуть трубу задолго до того, как наступает неустойчивость. Таким образом, 
найденное нами из теоретических соображений число Рейнольдса подлежит экспе
риментальной проверке только на замкнутых трубах, по которым течет одно и то же 

количество жидкости 22>. С другой стороны, эксперименты Шиллера, показавше
го, что при числах Рейнольдса ниже критического возможно только ламинарное 

течение, вообще не укладываются в рамки исследований устойчивости, поскольку 

в этих экспериментах ламинарное течение не выбиралось в качестве исходного, 
а речь шла лишь о существовании или несуществовании турбулентной формы 
течения. Во всяком случае приведенные выше соображения заставляют нас придти 
к выводу о том, что проблему турбулентности не удастся решить, рассматривая 
только устойчивость течений. 

Тем не менее, проведенные исследования позволяют получить важные каче
ственные результаты, относящиеся к главной цели нашей работы - расчету турбу
лентного движения. Рассматривая турбулентное движение как некоторое основное 
течение с наложенными на него незатухающими колебаниями, мы можем, опираясь 
на результаты наших расчетов, заключить, что минимальное число Рейнольдса R, 
при котором возможно турбулентное движение, по-видимому, также составляет 
около 103

, длины волн незатухающих колебаний (при а порядка единицы) прибли
женно равны 21Гh/2 и при заданном числе Рейнольдса R параметр а изменяется 
в весьма узких пределах. Кроме того, эти колебания, как следует из малости 
разности w( + 1) - с, сосредоточены в основном у стенок. Наши общие заключения 
носят качественный характер и совершенно не зависят от конкретного вида основ

ного течения. Однако все проведенные до сих пор расчеты не выводят за рамки 

описанной выше качественной картины течения и ни на шаг не приближают нас 

к подлинному решению проблемы турбулентности. 

Часть П 

ТУРБУЛЕНТНОЕ ТЕЧЕНИЕ 

§1 
Постановка математической задачи 

Числа Рейнольдса, которые обычно принято называть критическими, изме

ряемые, например, в экспериментах Шиллера и указывающие на возникновение 
при достаточно больших возмущениях турбулентности, не имеют прямого отно
шения к вопросам устойчивости и ламинарному течению. Эти числа являют
ся характеристическими константами лишь турбулентного течения. Аналогичным 
образом, закон сопротивления Блазиуса и вытекающее из него известное следствие 
(скорость турбулентного течения у стенки возрастает как расстояние от стен
ки в степени 1/7) отчетливо показывают, что турбулентное движение обладает 
своими специфическими, четко выраженными закономерностями и представляет 

собой вторую возможную форму движения вязких жидкостей. Таким образом, 
для решения проблемы турбулентности необходимо попытаться устранить не

определенность, присущую турбулентному движению, и упростить его настолько, 

22> Нарушения устойчивости, которые Руке наблюдал при очень малых числах Рейнольдса, по
В1щ11мому, обусловлены неустойчивостью, механизм которой рассмотрен в § 7. Это предположение 
вполне правдоподобно, если критическое число Рейнольдса (см. часть 11) лежит ниже того значения, 
при котором впервые становится возможной турбулентность (см. часть П). 



448 UвER SтлвштА.т UND TuRвuLENZ voN FLUSSIGKEПSSTROMEN 

чтобы для анализа турбулентного движения мож110 бьшо применить уравнения 

Стокса. 

Проблема турбулентности в гидродинамике - проблема энергетической, а не ди
намической устойчивости. Существуют две различные формы движения вязкой 

жидкости, каждая из которых обладает своим определенным диапазоном чисел 

Рейнольдса и может осуществляться в его пределах. Ламинарное течение возможно 
от R = О до R = оо, однако при определенных условиях, когда число Рейнольд
са превышает некоторый предел, ламинарное течение динамически неустойчиво. 

Наоборот, турбулентное движение существует, лишь начиная с определенного кри
тического значения R, но энергетически всегда более устойчиво, чем ламинарное 
движение 23>. Поэтому при тех значениях R, при которых возможны обе формы 
движения, жидкость при помощи достаточно больших возмущений всегда можно 
перевести из ламинарного состояния в турбулентное состояние. 

Чтобы приближенное математическое описание турбулентного движения стало 
возможным, рассмотрим снова течение между двумя параллельными стенками 

и примем следующие допущения 24>: а) течение симметрично относительно оси а: 
(для этого ограничивающие течение стенки должны покоиться); б) течение пе

риодично вдоль оси а: с периодом 27Г /а 25>; в) течение периодично по времени 
с периодом 27Г/{З; г) все возмущения распространяются со скоростью {З/а относи
тельно оси а:, т. е. при разложении движения в ряд Фурье в показатели экспоненты 

должны входить только величины, кратные i({Зt - ах) 26
). 

Разложение в ряд Фурье функции тока имеет следующий вид: 

ф = tpo(Y) + l{JJ (y)ei(/31-az) + IPI (y)e-i(/31-az) + <p2(y)e2i(/31-az) +... (36) 

Математическая задача состоит в вычислении нечетных (см. предположение а) 
функций <ро, '{)1, <р2, <рз, ..• ( ~1 , ~2 , ••• - функции, комплексно-сопряженные функ
циям <р 1 , rp2, ••• ). Относительно сходимости ряда (36) априори ничего не известно. 
Вопрос о сходимости может быть решен лишь после того, как будут вычисле

ны функции <ро, <р 1 , .••• Если для достижения требуемой точности необходимо 
дойти до п-го приближения, т. е. вычислить <р0 , <р1, .•. , lfJn, то получается си
стема из п + 1 дифференциальных уравнений относительно п + 1 неизвестных 
функций ipo, '{J1, ••• , 'Pn· В последующем мы будем ограничиваться первым и вто
рым приближением. Итак, мы подставляем разложение (36) в уравнение (4), 
сравниваем коэффициенты при периодических функциях и обрываем разложение 

на члене e2i(/3l-az), т. е. на tp2 , <р~. Функцию tp~ обозначим через w (аналогичное 
обозначение бьшо введено в (6) для Ф'). Мы получаем систему из трех дифференци
альных уравнений (систему из трех комплексно-сопряженных дифференциальных 

23) См. Noether F. Zs. angew. Math. Mech. 1921, 1, 125; Nachr. Ges. Wiss. Gбttingen, 1917. 
24) Эти предположения, представляющие собой простое обобщение условий устойчивости Зоммерфельда, 
были применены к исследованию турбулентного течения Ф. Нётером, однако сколько-нибудь важные 
следствия из них извлечены не были (Noether F. Zur Theorie der Turbulenz, Jahresber. deutsch. Mathem. 
Vereins. 1914, 23, 138). 
25) Предполаrая, что а имеет определенное значение, мы исходим из результата, приведенного 
в части 1: допустимые значения а заключены в определенных пределах, особенно узких в окрестности 
минимального числа Рейнольдса R. 
26) Вряд ли нужно подчеркивать, что истинное движение несравненно сложнее. Тем не менее, можно 
ожидать, что и принятые нами допущения позволят высказать относительно турбулентности некие 

утверждения качественного характера. 
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уравнений, которая возникает одновременно, выписывать не обязательно): 

d2 i 
dy2 ( (ч>'11Р1 - 1Р'1ч>1)+2(ч>~1Р2 -1Р~ч>2)) = aR w", 

( 11 2 )( {З) 11 '(" 2-) 2 (-'" 2-1) <р 1 -а ч>1 w- ~ -!p1W -ч>2 <р 1 -а <р 1 - <р2 <р 1 -а <р 1 + 

_, ( 11 2 ) - ( ,,, 4 2 / ) i ( 1111 2 2 /1 4 ) +2<р 1 ч>2 -4а <р2 +<р 1 <р2 - а <р2 = - <р 1 - а <р 1 +а <р 1 , 
aR 

(37) 

( 
/1 2 ) ( f3) /1 1 ( / /1 "') i ( //// 2 /1 4 ) <р2-4а<р2 w-~ -w<p2+2 <р1<р1-<р1<р1 =

2
aR<p1 -8а<р1+16а<р2. 

Первое из этих уравнений допускает двукратное интегрирование и переходит 

в уравнение 

(37а) 

где С и С1 - произвольные постоянные интегрирования. 
По предположению а) левая часть уравнения (37а) и w нечетны по у, поэтому 

в нашем случае постоянная С должна быть равна нулю. 
Если от второго приближения мы вернемся к первому приближению, то наша си

стема уравнений сведется к системе двух дифференциальных уравнений для w и <р 1 : 

1 - _, i / 
So1<p1 - <р1<р1 = aR(w - С1у), 

( 
/1 2 ) ( f3 ) /1 i ( 1111 2 2 /1 4 ) <р1 - а <р1 w - - - w ч>1 = - <р1 - - а So1 + а <р1 . 

а aR 

(38) 

Выясним попутно, какие уравнения получаются вместо системы (38), если мы 
рассмотрим не течение, симметричное относительно оси х (требование а), т. е. 
не течение жидкости под действием перепада давления между двумя неподвижными 

стенками, а течение антисимметричное относительно оси х, т. е. течение без 

градиента давления между двумя стенками, движушимися относительно друг друга, 

как в случае течения Куэтта. Требования б) и в) в этом случае остаются в силе. 
Представление функции тока в виде ряда Фурье (36) становится недостаточным, 
поскольку <р1, <р2 и т.д. при произвольном отношении {З/а уже не являются 
четными функциями. Чтобы сохранить нечетность всей картины течения в целом, 

необходимо включить в ряд Фурье для ф симметричные колебания вида ei(-fit-az>, 
т. е. разложение для ф должно начинаться с членов 

<ро + 'Pi(y)ei(-fjt-az) + 'Pi(-y)e-i(-fjt+az) + <pi(y)e-i(-fjt-az) + .... 

Следовательно, в разложении функции тока ф должны входить все члены 

ei(mfjt-naz) (требование г) отпадает). 
В результате мы получаем вместо (38) следующую систему уравнений: 

So1(y)<p1(Y)1 
- <р1(у)'<р1(У) + <р1(-у)<р1(-у)' - <р1(-у)'<р1(-у) = a~(w' - С), 

( 
/1 2 ) ( f3 ) /1 i ( 1111 2 /1 4 ) So1 - а <р1 w - - - w <р1 = - <р 1 - 2а <р 1 + а ч>1 . 

а aR 
30 Зак. 6 

вида 

(39) 
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Оба уравнения систем (38) и (39) имеют простой и наглядный смысл. 
Второе уравнение представляет собой не что иное, как рассмотренное нами 

ранее уравнение устойчивости (7), которое определяет амплитуду w колебания, 
наложенного на основное течение, и послужило основой наших исследований 

в части 1. Что же касается первого уравнения, то оно выражает закон сохранения 
импульса. Левая часть этого уравнения по суrnеству задает импульс, переносимый 

в среднем турбулентными вихрями 21>, член с w' в правой части описывает 
ламинарный перенос импульса, постоянные С и С1 у соответствуют постоянным 
в законе сохранения импульса. 

На стенках вследствие граничных условий выполняются равенства <р 1 = <р~ = О. 
Это означает, что величина w' на стенках совпадает либо с С, либо с С1Устенка· 
Таким образом, на стенках ламинарный перенос импульса значительно превышает 
турбулентный перенос w~тенка (см. следующие параграфы). Но в центральной части 
канала, т. е. во всем канале за исключением узких областей, примыкающих к его 

стенкам, w' имеет величину порядка 1, и следовательно, очень мала по сравнению 
с С или С1 у. Это означает, что вдали от стенок турбулентный перенос импульса 
полностью подавляет ламинарный перенос. 

Структура системы уравнений (38) и (39) позволяет сразу же выписать их 
тривиальное решение 

<р 1 =О, w' =С (или w' = С1 у), 

возвращающее нас к ламинарному течению. 

Наша цель состоит теперь в том, чтобы изучить нетривиальные решения систем 
дифференциальных уравнений (38) и (39). 

§2 
Турбулентное движение у стенок и аакон сопротивления 

Важнейший результат относительно поведения w в непосредственной близости 
от стенки принадлежит Карману, который, исходя из соображений размерности, 

вывел из закона сопротивления Блазиуса, что в окрестности стенки w возрастает 
как 111!7 ('Г/ - расстояние от стенки). Мы кратко воспроизведем ход рассуж
дений Кармана, чтобы дать общее представление о том, чего следует ожидать 

от поведения w вблизи стенок, даже если закон Блазиуса неизвестен. 
Касательное напряжение на стенке (т. е. сопротивление), как нетрудно видеть 

из соображений размерности, представимо в виде 

и 
т = xµhj(R), 

где х - некоторая безразмерная постоянная. 

В частности, если принять степенной закон, то 

(40) 

27) Под этим мы понимаем средний импульс в направлении оси х, переносимый в нашей задаче вдоль 
оси у. Импульс в направлении оси х по сушеству равен и; скорость частиц, осушествляющих перенос 

импульса вдоль оси у, равна v. Следовательно, в единицу времени они переносят импульс и· v, 
а в среднем - импульс U:V, что в случае (36) оказывается равным 

U:-V = -ia(~1 1P; - ~1Р1). 
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Решая (40) относительно U, получаем 

[т (h) 1-{ - ] 1/(Щ) 
U=-- Р' 

х µ 

Следовательно, распределение скоростей вблизи стенки должно описываться выра-
жением вида 

-
1 [ -(h)l-{]1/(1+{) (1/) 

W- - Тр { - j -
и µ h 

(w здесь снова (см. (1) и (6)) выбрано безразмерным и поэтому содержит U 
в знаменателе, 1J означает расстояние от стенки). 

Предположим, что в первом приближении закон распределения скоростей имеет 
степенной характер (и - безразмерная постоянная): 

О' [ - (h)l-{]1/(1+{)(1/)' w = - тр { - -
и µ h 

Если потребовать, чтобы в непосредственной близости от стенки распределение 

скоростей зависело только от т, р, µи не зависело от h (физически такое допуmение 
весьма правдоподобно), то 

1-{ 
--=е. 
1+{ 

(41) 

При { = ~ мы получаем е = ~, что соответствует закону Блазиуса. 
Чтобы пояснить физический смысл этого результата, заметим следующее. Закон 

w,..., 1]117 означает, что w' = dw/d1J на стенке обращается в бесконечность, т.е. w 
бесконечно «прижимается» к стенке. Вместе с тем ясно, что в действительности w' 
не может обращаться в бесконечность на стенке, поскольку именно производная w' 
по существу имеет смысл касательного напряжения на стенке и поэтому в силу 

соотношения (40) ее с точностью до численного множителя, не зависящего от R, 
можно положить равной я': 

, я' 
W стенка "' • (42) 

Таким образом, при интересующих нас числах Рейнольдса R производная на стенке 
очень велика. Распределение скоростей w ,..., 1/1/ 7, как следует из соображений, 
использованных при его выводе, строго выполняется лишь в предельном случае при 

бесконечно большом расстоянии от стенки или для невязкой жидкости (R = оо ). 
Суть дела станет яснее, если зависимость w ,..., 1/1/ 7 представить в виде 1J = w7

• 

Поскольку касательное напряжение на стенке бесконечно, мы заключаем, что 
разложение функции rJ(w) в степенной ряд должно начинаться с члена вида 1 1w. 
Но этот член очень мал: по существу он равен величине, обратной w', т.е. имеет 
порядок я-{ (см. (42)). 

Таким образом, выведенную зависимость w ,..., 1/1/7 надлежит понимать следу
ющим образом: разложение функции rJ( w) в степенной ряд должно начинаться 
с членов 

(43) 

причем коэффициент 'Yl очень мал и поэтому при достаточно больших значениях w 
первым членом 11w можно пренебречь по сравнению со вторым 17w7

• 
30* 
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Итак, учитывая приведенные выше соображения, независимо от того, выпол

няется ли закон 1/7 или не выполняется, следует ожидать, что при турбулентном 
течении основное течение в середине канала обладает профилем скоростей с малыми 
кривизнами, а вблизи стенок приближается к границе. 

Результаты, полученные в части 1, к такому профилю непосредственно не при
менимы, поскольку в части 1 предполагалось, что производные w', w" и т. д. 
конечны. Тем не менее, все методь1, изложенные в части 1, допускают обобщение 
на случай профилей рассматриваемого нами теперь типа (см. § 5). В частности, 
удается весьма просто решить «укороченное» уравнение (8) (в пределе при R = оо) 
и удовлетворить граничным условиям. Профиль интересующего нас типа принадле
жит (см. § 5) к числу возмуmаемых профилей, и суmествует решение уравнения (28) 
с вещественным параметром с. Это необычайно важно и свидетельствует о том, что 
турбулентный профиль скоростей всегда неустойчив (см. § 5), или, иначе говоря, 
именно несоответствие между соотношением (42) и ламинарным законом сопроти
вления делает возможным возникновение неустойчивого профиля и, следовательно, 
турбулентности. 

Решение уравнения (28) при а= О имеет вид 

у 

1 dy 
1Р = (w-w(+l)] (w - w(+1)]2' (44) 

-] 

Обращения в нуль функции ip при у = -1 мы добились, выбрав нижний предел 
интеграла равным - l. Выбрав с = w( + 1), мы обеспечили обращение ip в нуль 
и при у= +1. В этом нетрудно убедиться, преобразовав ip к следующему виду: 

w 

1 dw 
1Р = [w -w(+l)] (w -w(+l)]2w1 • 

w(-1) 

Действительно, интеграл в правой части имеет в точке w = w( + 1) особенность более 
низкого порядка, чем 1/(w-w(+l)), так как в этой точке производная w' (в пределе 
при R = оо) обращается в бесконечность. Итак, при у = + 1 выполняется 
равенство ip1 = О. Таким образом, в пределе, для невязкой жидкости, амплитуду 
турбулентных колебаний мы представили в виде (44) и нашли значение fЗ/а 
из граничных условий (оно оказалось равным {3/а = w(+l)). Ясно, что решение 

у 

1 dy 
ip= [w-w(-1)] (w-w(+l)]2' (44а) 

+1 

симметричное решению (44), также удовлетворяет граничным условиям. На этот раз 
с= w(-1). Для течения Куэтта мы заключаем из (44) и (44а), что суmествуют две 
симметричные друг другу системы колебаний, в которых скорости волн совпадают 
со скоростями стенок w(+l) и w(-1). 

Наоборот, для симметричного течения между двумя покоящимися стенками мы 

получаем w(+l) = w(-1) =О. Из (44) и (44а) следует, что в этом случае любой 
интеграл вида 

1Р = w 1 dy 
w2 
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удовлетворяет граничным условиям. Однако из требования а) (функция rp должна 
быть нечетной) мы заключаем, что в качестве нижнего предела интеграла J ~ 
необходимо выбрать у = О, т. е. положить 

11 

rp= wj dy. 
w2 

о 

Для отношения fЗ /а в случае симметричного решения получаем: 

/З w( + 1) = UJ( -1) = - = О. 
а 

(44б) 

(44в) 

Что касается турбулентного основного течения, то нас пока больше всего 
интересует характер особенности на стенках, или, если положить w "' 11•, вели
чина показателя е. Мы хотим попытаться доказать, что из дифференциальных 
уравнений (38) или, соответственно, (39) в пределе R = оо в непосредственной 
близости от стенки действительно следует степенной закон изменения профиля 

скорости с показателем е = 1/7. Правда, установить область сходимости использу
емых степенных рядов не удается, поэтому и все наши заключения относительно 

того, как ведет себя профиль скоростей на некотором расстоянии от стенки, нельзя 

считать строго доказанными. Мы разлагаем rp1 и w в окрестности 1f =О по целым 
и положительным степеням 1f (такое разложение возможно для любой функции, 
не обращающейся при 1f = О в бесконечность), а 1f -по целым степеням w, 
и в результате приходим к формуле (43) для fJ(w). 

Мы утверждаем (и это - наиболее важный результат, который понадобится нам 
. в дальнейшем), что в первом приближении функция rp 1 представима в виде ряда 

2 5 8 
1/)1 = 0:21f + О:5'Гf + O:g'Гf + ... , 

где а2 , а8 , ... - вещественные, а5, 0:11, ... - чисто мнимые коэффициенты и, 
кроме того, функция w представима в виде ряда 

7 
w = /311] + /311/ + .... (45) 

Это утверждение можно доказать, подставляя в дифференциальные уравнения (38) 
разложения для rp1 и w с неопределенными коэффициентами, если члены с ко
эффициентами а0 , а 1 , а1, аз, и /Зо, /31 заданы. Итак, попытаемся прежде всего 
найти эти члены. Заметим, что в силу граничных условий rp 1 и rp~ при 1f = О 
должны быть равны нулю, поэтому степенное разложение для rp 1 начинается 

с члена a 21f2 (а0 = а 1 =О). Нетрудно проверить также, что следующий член a 3q3 

выпадает, т. е. что он пренебрежимо мал по сравнению с остальными членами. Для 
этого путем однократного приближенного интегрирования второго уравнения (38) 
докажем, что а3 имеет величину порядка aR. При а2 = О уравнение (38) имеет вид 

11 ( /З) // i 1111 (/)1 W - - - (/)JW = -rpl , 
а aR 

откуда 

, ( /З) , i ,,, А (/)1 W - - - '{J1W = -rpl + . 
а aR 

(46) 

Постоянная А имеет здесь тот же порядок величины, что и левая часть урав
нения (46) в середине канала, т. е. не выше единицы (см. ч. 1, § 2). Отсюда мы 
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заключаем, что tp~11 в пристеночной области в силу граничных условий имеет 
порядок aR. Аналогичное заключение справедливо и относительно а3. 

Итак, условимся пока считать коэффициент аз малым и попытаемся в даль
нейшем обосновать наше допущение. Относительно констант {30, !31 заметим, что 
по условию а) (§ 1) первая из них (!Зо) равна нулю. 

Постоянные а2 и {31 сначала произвольны 28), и определить их из дифферен
циальных уравнений (38) и (39) в окрестности стенки оказывается невозможно. 
Определить постоянные а2 и {31 мы сумели бы лишь в том случае, если бы 
нам удалось аналитически продолжить решение ( 45) до другой стенки. Однако 
эта задача математически чрезвычайно сложная хотя бы потому, что, как будет 
показано, упрощенные уравнения (38) и (39) не позволяют вычислить tp1 и w 
в середине канала. Это заставляет нас отказаться от решения задачи об аналитиче
ском продолжении решения (45). Тем не менее, разложение tp1 и w в окрестности 
одной стенки с неопределенными коэффициентами az, !31 позволяет получить такие 
качественные особенности функций tp1 и w, которые, как показывает эксперимент, 
совершенно не зависят от поведения жидкости в середине канала (к силу таких 

свойств относится, например, закон w "'Т/ 1 17 ). 
Итак, подставим в уравнение (38) разложения 

2 4 5 
!р1 = а2Т/ + а4ТJ + asТJ + ... , 

2 3 
w = /31ТJ + !32ТJ + !ЗзТJ + .. ·, 

а второе уравнение заменим уравнением (46). Тем самым мы снова предположили, 
что параметр а очень мал. В данном случае (см. часть 1, § 2) это означает лишь, 
что длины волн колебаний· велики по сравнению с толщиной пограничного слоя. 
Кроме того, мы воспользовались соотношением (44в) и положили 

!!_=о. 
а 

Первое уравнение (38) запишем в виде 

-iaR(1p;~1 - ~11'1) = 2aR(1p'1;1/'1r - 1P1i1P;r) = w' - С1У· 

Здесь tp1r означает вещественную, а <р1; - мнимую часть функции <р1. 
Из (46) и (47) мы получаем рекуррентные соотношения 

n-2 

п(п - l)(n - 2)an = -iaR .L.:<п - 2s)an-1-sf3s-1, 
1=2 

n-2 

nf3n = 2aR .L.:<п - 2s)a~-sf3:; 
s=2 

f31 = С1Устенка1 
2/32 =с •. 

(47) 

(48) 

(49) 

Здесь а~ и а~ означают, соответственно, вещественную и мнимую часть коэффи
циента а5 • 

28) Коэффициент аз будем считать вещественным. Это предположение не накладывает никаких 
ограничений на общность, так как функция 1Р1 определена лишь с точностью до множителя вида eix, 
поскольку в разложении (36) начало отсчета времени можно выбирать произвольно. 
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Из соотношения (48) прежде всего следует, что 

а4 =О. 

Из (49) получаем: 
fJз = fJ4 = fJs :::: fJб = О. 

Коэффициент /32 можно также считать равным нулю. 
Действительно, из (49) мы получаем, что 
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Следовательно, при малых значениях параметра 1/ член /321/2 пренебрежимо мал 
по сравнению с первым членом (J11/· При больших значениях 1/ ведущими становятся 
старшие члены /311/7 и т. д. 

Итак, предположим, что /32 = О и вычислим старшие члены степенных 
разложений для /31 и w. 

Имеем: 

. a2f31 2 а2/3~ 
as = -iaR 

3
. 
4

. 
5

; аб = а1 =О; as = -(aR) 
3

. 
4

. 
5

. 
6

. 
7

. 
8

; а9 = а10 =О; 

r.11 = -(аR)з ( ajfJ2 - a2f3i ) . 
... 2·7·9·10·11 3·5·6·8·9·10·11' ai2 =aiз=O; 

( )
2 a~(J1 

fJ1 = - aR 70; /Зs = {39 = /310:::: /311 = /312 =О; 

/313 = (aR)4 ( а~JЗ: - а~,в1 ) • 
5. 5. 6. 8. 11. 13. 14 7. 10. 11. 13 

Тем самым разложение (45), предложенное для w, обосновано. Нетрудно доказать, 
что из коэффициентов /3 при старших членах лишь каждый шестой отличен от нуля. 

где 

Разложение 1/ в рЯд по степеням w получаем отсюда в виде 

7 13 
1/:::: 'Y1W1 + 'Y1W + 'Y13W + · · ·, 

2 
2 а2 

'У1 = fJi, 11 = (aR) ?О,д{, 

4 ( а~ · 3 · 3 · 17 а~ ) 
'У13 = (aR) 13 - 14 · 

7· 10· 10· ll · 13(JI 5·5·6·8· 11·13· 14/31 

Коэффициенты от 'У2 до 'Уб, от 'Ys до 'У12, от 714 и т. д. равны нулю 29>. 

(50) 

Разложение (50) в действительности полностью совпадает с разложением (43), 
и, даже не зная постоянных а2 и (J 1, мы получаем закон 1/,..., w7, выведенный Кар
маном из полуэмпирических соображений. Однако вычислить коэффициенты 7 1 
и 77 не удается. Наоборот, из имеющихся эмпирических данных относительно 

29> Разумеется, разложение 17(w) в степенной ряд можно было бы вывести непосредственно из уравне
ний (46) и (47), не прибегая к обращению ряда ддя w(17), если ввести w как независимую переменную. 
Однако прямой вывод приводит к несколько более сложным вычислениям. 
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коэффициентов {31 и а2 , по-видимому, можно заключить, что 11 имеет порядок 1, 
а 11 - порядок (aR)-3!4

, вследствие чего а2 rv (aR) 13
/
8

• Таким образом, мы полу
чаем дополнительное обоснование принятого ранее допущения, согласно которому 

а311 ~ а2 • Если мы попытаемся оценить по порядку величины значения w, при 
которых третий член в разложении (50) мал по сравнению со вторым и, следова-
тельно, реализуется профиль w 7, то получим w rv {3~ 1 16 , т.е. w rv я- 118 . Резюмируя, 
можно сказать, что в целом дифференциальные уравнения (38) позволяют сделать 
лишь качественный вывод о существовании профиля w rv 11 1/7. Наши вычисления 
не позволяют утверждать что-либо относительно того, что «профиль 1/7» наблю
дается почти до середины канала. Впрочем, ничего иного нельзя было и ожидать, 

поскольку все остальные постоянные, входящие в закон, зависят от поведения 

жидкости вблизи рассматриваемой стенки. 

Итак, попытаемся еще раз кратко перечислить все допущения, принятые 

нами при выводе разложения (50) из рекуррентных соотношений (48) и (49), 
и установить, сколь велика точность тех умозаключений, к которым мы пришли, 

исходя из разложения (50). Прежде всего вместо системы (37) мы воспользовались 
системой (38), т. е. пренебрегли величинами порядка ip2/w. Затем мы положили 
аз = О, f3 /а ::::: О, {32 = О и тем самым пренебрегли величинами порядка 

' aw 

Точность произведенных нами расчетов определяется величиной наибольшего 

из отброшенных членов. Простые оценки порядка величин, которые мы будем 

проводить здесь, позволяют считать наибольшим член ip2/w, однако при R--+ оо 
и он стремится к нулю. Таким образом, выбирая достаточно большие числа 

Рейнольдса R, мы можем доводить результаты, полученные из (48), (49) и (50), 
до сколь угодной высокой точности. 

Что касается закона сопротивления Блазиуса, то его, разумеется, можно 

вывести, обратив приведенный выше ход рассуждений, при помощи соображений 

размерности из закона 1/ rv w7
, если предположить, что поведение w вблизи стенки 

не зависит от ширины канала. Однако вопрос о том, следует ли это физически 
весьма правдоподобное допущение из дифференциальных уравнений (38), (39), 
мы в силу названных выше причин (невозможности аналитического продолжения) 
вынуждены оставить без ответа. 

Тем не менее, оценивая различные члены уравнений (38) и (39) по порядку ве
личины, мы можем прийти к заслуживающему внимания заключению относительно 

закона сопротивления. Во всем канале, за исключением узкого пристеночного 

слоя и точки у = О (см. ниже формулу ( 66)), мы можем, учитывая величину 
постоянной С1 (см. с. 449), использовать не первое из уравнений (38), а уравнение 

(51) 

Поскольку амплитуда ip 1 не возрастает неограниченно при R --+ оо (обраще
ние ip 1 в бесконечность лишило бы физического смысла все наши расчеты), то С1 
по порядку величины не превышает aR, в силу чего показатель ~ в соотноше

нии (40) должен быть меньше единицы (что в некотором смысле подтверждается 
соотношением (41)). Отсюда следует (ер. соотношения (42) и (40)), что закон 

сопротивления т = const · U 2
, обычно принимаемый в гидравлике, является верхней 

гранью для всех мыслимых законов сопротивления при турбулентном движении, 

не зависящий от свойств стенки. В качестве гипотезы можно принять, что закон 
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сопротицления справедлив лишь для гладких стенок, и что для шероховатых стенок 

закон со11ротщщения ближе к квадратичному 30). При шероховатых стенках ампли
туда tp 1 не зависит от R и по порядку величины сравнима с характерным размером 
щероховатостей. Кроме того, если стенки шероховаты, то из граничных условий уже 
не слмует, что амплитуда <р1 в первом приближении должна быть вещественной, 
f<Щ< это б~.що в случае решения (44). 

Результаты этого параграфа остаются в силе, если уравнения (38) заменить 
ураЩitЩИЯМИ (39), 

§3 
Турбулентн~ движение вне слоя, 

11ешюреl",ствtш11О примыкающего к стенкам 

Для двщкения в сс;~редине канала существенно, что амплитуда rp1 составлена 
из двух реще1щй урапнения (7а), встречающихся и в случае невязкой жидкости, 
кofдli вwrщлняется урапнение (8) (см. часть 1, § 2). Важнейшее свойство амплитуды 
ip1, ~Ql'QfЩe следует из этого замечания, состоит в том, что с точностью до величин 

1щрмtо\ '.р~ и (aR)-1 выполняется условие 

1 - -1 
ср 1 <р 1 - <p 1ip1 ~ const. (52) 

Оно следует из теоремы Абеля в силу того, что 1P1r и 1Pli (т. е. вещественная 
и .мнцмщ~ част~. пмплитуды <р 1 ) с точностью до величин порядка rp2 и (aR)-1 

flцдяются рощениями дифференциального уравнения (8). 
Отсщца мы ~амючаем, что уравнения (38) или (39) не дают полного описания 

д1щже1-1п11 по всей ширине канала и что необходимо снова обратиться к уравне-
1щщ (37) и к соответствующей ему системе уравнений в случае течения Куэтта. 

Таf<ой вывод приводит, вообще говоря, к усложнению математической задачи. 
Решить ее удается сравнительно легко лишь для течения Куэтта, поскольку в этом 
случае nерпtю. уравнение (39) с точностью до величин порядка w' /С и, следователь-
щ:~, (aR(314 и ~~ (см. (37)) совпадает с уравнением (52). Таким образом, в то время 
как ypaiщeнJte (52) в cJtлy самого вывода его из теоремы Абеля выполняется с тoч
tfQCTf>IO до величин пормка ip2, в случае течения Куэтта должно выполняться еще 

С TUЧИP<iTf>IO до ip~ уравнение (39). Этому требованию мы удовлетворим, положив 

rp,::;; о. (53) 

Это выр!\ЖС.1iПQ ШU1Лl)}IЩТ рассматривать как рещение нашего основного диффе

f)QtЩПМЬИШ'О урццпения для течения Куэтта. 
Ес,~щ учестµ (53), то из уравнений (37) для rp1 следовало бы, что 

(54) 

мнако для течения Куэтта Bf?!f!QJIIНteтщ1 не система уравнений (37), а более сложная 
система, приводt,1Тf> которую эдесь мы не будем. Заметим лишь, что эта система 
так же, ка~ система урапнений (37) при rp2 = О, приводит к уравпению (54) и, 
1щ1ЩQЩП<.шьно! к решению 

(55) 

зо) См~-Gолее точные теоретические исследования Кармана и экспериментальные исследования Шиллера 
(Zs. Phys" 1923, 3, 2). 
29 Зак_ 6 
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где а, Ь, 7 - произвольные комплексные постоянные. Это позволяет получить для w 
из второго уравнения (39) или его редуцированного варианта - уравнения (8) -
выражение вида 

w - с= а 1 е72У + Ь 1 е7'У. (56) 

Поскольку разность w - с на одной стенке должна обращаться в нуль (в противном 
случае профиль w бьт бы нечетным относительно у= О), то профиль w должен 
выродиться в линейный за счет обращения в нуль показателя 7 1 и подходящего 
увеличения коэффициентов а1 и Ь 1 • 

Итак, мы пришли к важному выводу о том, что для течения Куэтта основной 
профиль w турбулентного движения по всей ширине канала изменяется по существу 
линейно (хотя значительно отличается от ламинарного профиля: по сравнению 
с ламинарным турбулентный профиль более уплощен), а (см. часть 11, § 2) 
на границе стремится к стенкам как 'f/ 1/ 7 . 

Перейдем теперь к более сложному случаю течения между двумя покоящимися 
стенками, т. е. к системе (37). Разумеется, в качестве решения нам придется доволь
ствоваться грубыми приближениями. Прежде всего мы можем вычеркнуть правые 
части всех трех уравнений (37), а именно вязкие члены. Эта операция полностью 
обоснована в части 1, §2. Кроме того, положим fЗ/а =О (см. условие (44в)). 

В результате мы получим для ip 1 вместо второго уравнения (37) следующее 
уравнение: 

11 11 2 1 (-'' 2-) (-'" 2-1) rp1w - w l{J1 - а wrp1 - rp2 rp1 - а rp1 - 2rp2 rp1 - а rp1 + 
-'( /1 4 2 ) - ( /11 4 2 ') о + 2ip1 1Р2 - а 11'2 + 11'1 11'2 - а 1Р2 = · (57) 

Если амплитуду rp1 разложить как решение уравнения (57) по степеням а2 и rp2, 
учесть, что tp1 нечетна (см. условие (446)) и положить rp1 = rp10 + rp 11 , то удерживая 
только линейные члены, получим: 

у 

1 dy 
tp10 = aw w2 , (58) 

о 

у у 

1 dy / ( 2 / /1 111 1 11 111) 11'11 = aw w2 dy а wip10 +. 1Р21Р10 + 2rp2tp10 - 2rp101f2 - 1Р101Р2 . (59) 
о о 

Амплитуда rp1 определена здесь лишь с точностью до постоянного множителя а, 
который мы, не ограничивая общности, можем считать вещественным. 

Подставив полученное выражение для rp 1 в упрощенное первое уравнение (37), 
'l именно в уравнение 

rp1if5'i' - ij51rp'{ = const, 

получим ( 1P2i - мнимая часть амплитуды ip2) 

у 

( /// 2 111 2"' 111 )jdy 1P2ilP10 + 1P2i11'10 - IP2i1P10 - IP2i1P10 w2 = const. 
о 

(60) 

(61) 

Как следует из третьего уравнения (37) и вещественности ip1 в первом приближении, 
амплитуда rp2 удовлетворяет уравнению 

(62) 
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откуда 

у 

<{J2i = bw ! ~ = C<fJJO· (63) 
о 

Если это выражение для rp2; подставить в (61) и учесть, что при у = О левая 
часть уравнения (61) и, следовательно, постоянная в его правой части обращается 
в нуль (для постоянной в правой части уравнения (60) это означает лишь, что она 
равна нулю в пе~вом приближении, т. е. имеет такой же порядок малости, как 

величины rp1rp~, а <p1rp2 или 1irp1), то получится уравнение 

<p10tp~~ - <p
1
to1P

1
10 =О, 

полностью совпадающее с уравнением (54). 

(64) 

Необходимо заметить, однако, что в окрестности точки у= О уравнение (64) так 
же, как и уравнение (54), тривиально: поскольку <р - нечетная функция от у, то 
в указанной окрестности уравнение (64) выполняется тождественно. Следователь
но, уравнение ( 64) не позволяет определить в этой окрестности профиль w. Для 
симметричного профиля w это обстоятельство приводит к характерному разрыву 
в точке у = О. (Дифференциальные уравнения не позволяют установить существо
вание аналогичного разрыва для нечетного профиля). Действительно, как показано 
выше при интегрировании уравнения (37а), мы получаем (после однократного 
интегрирования) уравнение 

2 R[ -11 11- 2(--J/ //-) ] 11 с 
а lfJ1 lfJ1 - lfJ1 <fJ1 + lfJ21P2 - lfJ21fJ2 + · · · = w - • (65) 

(где С (см. с. 449), если выполняется закон Блазиуса, имеет величину порядка 
(aR)314

, т.е. весьма велико). В точке у= О правая часть уравнения (65) обращается 
в нуль вместе с ip1 и ip2 (обе амплитуды - нечетные функции от у). Следовательно, 
в точке у = О выполняется соотношение 

// 
Wy=O =С, (66) 

и значение производной w~"'o очень велико (rv (aR)314
), т.е. что профиль w пре

терпевает в точке у= О резкий излом 31 ) (радиус кривизны rv (aR)-314). На малом 
расстоянии от этой точки профиль w, как следует из уравнения (64), изменяется 
по существу линейно. 

Итак, мы приходим к следующему выводу. 

В случае течения между двумя неподвижными стенками 
(так же, как и в случае течения в трубе) профиль по всей 
ширине канала в достаточно хорошем приближении можно 
считать линейным, но в середине он претерпевает резкий 

излом (и «прилипает» к стенкам по закону у 1 17 ) (см. рис. 3). 
Физическая причина резкого излома состоит в том, 

что, как следует из соображений симметрии, градиент 
турбулентного переноса импульса при у= О обращается у=-1 
в нуль, а поскольку градиент переноса полного импульса 

постоянен по всей ширине канала, то градиент ламинар-

ного переноса импульса, т. е. w" в точке у = О должен 
быть очень большим. 

Излом 

у=О y=+l 

Рис. 3 

Зl) На существование этого излома мне любезно указал проф. Прандтль, исходивший из эксперимен
тальных данных. Насколько можно судить, экспериментально наблюдаемый излом не столь резок, как 
это следует из вычислений. Это, несомненно, свидетельствует о том, что предположение (а) (с. 448) 
относительно симметрии вихря и возмущений не вполне соответствует действительности. 

29' 
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§4 
Заключитель11ые замечания и обзор физических результатов 

В проведенных нами исследованиях имеются два существенных пробела: во

первых, они не позволяют получить переход от профиля ,,.,117 к линейному профилю 
в средней части канала; во-вторых, они ограничены лишь большими числами 

Рейнольдса R и поэтому не дают минимального числа R (если оно существует), 
при котором еще возможно турбулентное движение. Особенно трудно восполнить 

первый из этих пробелов (см. с. 454). Мы не располагаем никакими методами, 
которые позволили бы получить удовлетворительное решение поставленной задачи. 
Можно попытаться сшить приближения, описывающие профиль скоростей в при
стеночной области и в середине канала. Для этого необходимо потребовать, чтобы 

в соответствующей точке <р 1 , <р~, <р7, <р'{', w и w' были непрерывны. Сходимости раз
ложений (45) и (50) вряд ли достаточно для того, чтобы гарантировать существование 
такого неоднозначного заданного приближения: конечный результат (профиль w) 
сильно зависит от характера сшивки пристеночного и центрального участков. Кроме 

того, весьма сомнительно, чтобы неукоснительное выполнение предложенной нами 

процедуры (см. с. 448) привело к существенно новым физическим результатам, 
находящимся в согласии с экспериментом, поскольку все исходные допущения 

являются весьма сильной идеализацией того, что происходит в действительности. 

Наоборот, восполнение второго пробела в принципе не вызывает каких-либо 
затруднений - все необходимые для этого вспомогательные средства содержатся 

в части I. Если профиль w полностью известен, то изложенные в части 1 методы 
позволяют вычислять, как это сделано в части I, § 6, минимальное число Рейнольд
са R, при котором возможно турбулентное движение. Например, критическое число 
Рейнольдса можно вычислить для профиля, полученного упомянутым выше методом 
при сшивке двух приближений или взять за основу экспериментально наблюдаемый 

профиль и, следовательно, найти число Рейнольдса полуэмпирическим методом. 
И в том и в другом случае мы придем к числам Рейнольдса одного порядка, а имен

но R "' 103 (правдоподобность такого утверждения подтверждается исследованиями, 
проведенными в части I, и прямыми расчетами, которые мы здесь не приводим). Точ
ное значение критического числа Рейнольдса весьма сильно зависит от того, каким 
способом бьш получен профиль. В этом нетрудно убедиться, сравнивая теоретиче

ские профили с экспериментально наблюдаемыми. Именно поэтому мы и не стали 
приводить здесь соответствующих вычислений критического числа Рейнольдса. 

В заключение перечислим кратко, какие физические результаты следуют из про

веденных нами исследований по проблеме турбулентности. В части 1 мы показали, 
что ламинарное движение и его устойчивость не имеют особого значения для 

проблемы турбулентности и существует критическое число Рейнольдса. В части 11 
мы рассмотрели собственно турбулентное движение, что позволяет нам высказать 
некоторые утверждения относительно турбулентного состояния движения. В общем 

случае распределение скоростей по всему каналу носит простейший характер: в за

висимости от условий эксперимента оно постоянно или линейно (§ 3). В случае 
(симметричного) течения между двумя неподвижными стенками распределение 
скоростей обладает резким изломом. В непосредственной близости от стенок оно 

переходит в профиль ,,.,117 (§ 2). Проведенные расчеты не позволяют прийти к каким
либо выводам относительно того, сколь далеко простирается внутрь канала область 

применимости профиля ,,.,111
. В случае течения Куэтта колебания во внутренней 

части канала происходят почти гармонически (§ 3, уравнение (53)). Вблизи стенок 
возникают все обертоны. Скорость волн совпадает со скоростью стенок (§ 2, фор
мулы (44)-(44в)). В случае течения Куэтта существуют две группы турбулентных 
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колебаний. Скорость распространения колебаний одной группы совпадает со ско
ростью одной стенки, колебания другой группы распространяются со скоростью 

другой стенки. Следовательно, турбулентные возмущения внешне обладают харак
тером возмущений, вносимых стенками. Необходимо, однако, подчеркнуть, что 

эти возмущения не зависят от шероховатости стенок и могут вызываться такими 

воздействиями, как свободные колебания. Амплитуда турбулентных волн по мере 

приближения к стенкам сильно возрастает (см. формулу (44) из § 2) и лишь 
в непосредственной близости от стенки стремится к нулю. 

По порядку величины длин волн возникающие колебания (часть 1, § 8) сравнимы 
с шириной канала, хотя и несколько больше ее. Минимальное значение числа 

Рейнольдса (часть 1, § 8), при котором еще возможна турбулентность, по порядку 
величины достигает 103

• Что касается закона сопротивления (§ 2, соотношение ( 50)), 
то для гладких стенок профиль r/17 при определенных предположениях приводит 
к закону Блазиуса т rv u714

. Для шероховатых стенок закон сопротивления, по
видимому (§ 2), приближается к принятому в гидравлике закону т rv и2 • Цель 
настоящей работы состояла не столько в установлении всех этих в основном 
известных закономерностей, сколько в попытке показать, что все полученные ранее 

отчасти противоречивые результаты допускают единое математическое описание 

в рамках простых предположений. 

Я хотел бы выразить искреннюю признательность моему высокочтимому учителю 

профессору Зоммерфельду, побудившему меня заняться этой работой и во многом 

способствовавшему ее успешному завершению. 



ЗАМЕЧАНИЯ ПО ПОВОДУ 

ПРОБЛЕМЫ ТУРБУЛЕНТНОСТИ* 

Статья посвящена сравнению и критическому обсуждению различных физи

Ческих представлений, лежащих в основе прежних исследований по устойчивости 
ламинарных течений, и новой статистической теории турбулентности. 

В двадцатые и тридцатые годы Зоммерфельд нередко обсуждал со своими 
учениками проблему турбулентности, считавшуюся на протяжении долгого времени 

нерешенной проблемой новой гидродинамики, имеющей первостепенное значение. 
С тех пор статистическая теория турбулентности, основы которой были заложены 

около 1 О лет назад Тейлором I) и Карманом 2>, позволила достичь столь решительных 
успехов, что физическое ядро теории турбулентности в настоящее время можно 
считать вполне сформировавшимся. В настоящей статье мы излагаем различные фи
зические представления, которые различные авторы использовали в свое время для 

решения проблемы турбулентности, и еще раз подвергаем их критическому разбору. 

Около 14 лет назад Зоммерфельд 3) поставил вопрос: почему некоторые ла
минарные течения, описываемые при любых скоростях решениями уравнений 
гидродинамики, по достижении определенных значений числа Рейнольдса стано

вятся неустойчивыми? Такая постановка вопроса исходит из представления о том, 
что в невязкой жидкости могут существовать любые ламинарные течения, известные 
из классической гидродинамики, и лишь вязкость при определенных условиях ли

шает эти течения устойчивости. Предположение о том, что переход от ламинарного 
течения к турбулентному возникает лишь под действием вязкости, обосновывалось 

ссылкой на теорему Гельмгольца о вихре. Действительно, турбулентное течение -
это такое течение, при котором в жидкости повсюду распределены большие и малые 

вихри. Такое течение не может возникнуть в невязкой жидкости, если в ней с самого 
начала в достаточно больших областях нет вихрей. 

Однако, как показали исследования устойчивости ламинарных течений, про

веденные в последующие годы 4), в действительности для определенных клас
сов ламинарных течений при достаточно больших числах Рейнольдса наступает 

неустойчивость 5). Позднее Бюргере б) на упрощенной математической модели 

* Bemerkungen zum TurbulenzproЫem. - Zs. Naturforsch., 1948, За, Н.8-11, 434-437. Перевод Ю.А.Дани
лова. 

I) Taylor G.J. Proc. Roy. Soc. London, 1935, А 151, 421. 
2> Karman Тh. von, Howarth L. Proc. Roy. Soc. London, 1938. 
З) Sommeifeld А. Atti JV Congr. Intem. Mat., Rome, 1908, 116-124. 
4

) Hopf L. Ann. Phys., 1914, 43, 1; Noether F. Zs. angew. Math. Mech., 1926, 6, 232; Sexl Тh. Ann. Phys., 
1927' 83, 835; 1927' 84, 807; 1928, 87' 570. 
S) НeisenЬerg W. Ann. Phys., 1924, 74, 577; Tollmien W. Nachr. GeseJI. Wiss. Gбttingen, math.-phys. Кlasse, 
1929; Schlichting N. Ann. Phys., 1932, 14, 905. Недавно проблема устойчивости была вновь подвергнута 
всестороннему анализу в работе Lin С. С. Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 1944, 30, 316; Quart. J. Appl. Math., 
1945-1946, 3, 117, 218, 277. 
б) Burgers J. М. Verh. Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam, 1939, 17, 1. 
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исследовал, каким образом при увеличении числа Рейнольдса появляются новые 
типы решений и тем самым утрачивает устойчивость первоначальное решение. 

Новая статистическая теория турбулентности исходит из совсем иной постанов

ки вопроса. Она интересуется развитой турбулентностью и рассматривает жидкость 
как механическую систему с чрезвычайно большим числом степеней свободы. 
Поскольку априори более вероятно, что энергия каким-то образом распределится 

по всем степеням свободы, чем возникнет какое-либо определенное ламинарное 
течение, то, как и статистическая механика, новая теория изучает прежде всего 

общие свойства распределения энергии по степеням свободы. Априори ясно, что 
при рассмотрении системы с очень большим числом степеней свободы бессмы
сленно интересоваться мелкими деталями состояния течения, так как это состояние 

непрестанно изменяется и мгновенные характеристики его практически не имеют 

значения. Необходимо поэтому заранее установить, какие именно свойства тур
булентного течения заслуживают внимания. Здесь по существу мы сталкиваемся 
с тем же вопросом, что и в оптике непрерывных спектров. Подобно тому, как 
в случае электромагнитных волн с непрерывным спектром мы, как правило, ин

тересуемся не фазовыми соотношениями, а распределением энергии по длинам 

волн, так и при рассмотрении турбулентного течения скорость как функцию точки 

можно считать разложенной в ряд Фурье и обозначить, например, через pF(k) dk 
энергию (р - плотность массы), приходящуюся в единице объема на интервал 
волновых чисел от k до k + dk. Таким образом, задача сводится к определению 
вида распределения F(k), т.е. «спектра» турбулентности, в то время как всеми 
сведениями о непрерывно изменяющихся фазовых соотношениях мы пренебрегаем. 
Статистические корреляции между скоростями в двух различных точках внутри 

жидкости по существу определяются спектром. 

Так же, как и в оптике, существует определенное распределение, возникающее 

в состоянии термодинамического равновесия, а именно - распределение Планка, 
вследствие чего должно существовать также и определенное равновесное распреде

ление энергии по вихрям различных размеров. Практически такого равновесного 

распределения можно достичь, например, если в течение продолжительного вре

мени перемешивать жидкость. Правда, распределение энергии по самым крупным 

вихрям не будет статистическим, так как форма и скорость крупных вихрей зависит 

от того, как именно перемешивается жидкость. Но крупные вихри порождают 
вихри меньших размеров или распадаются на них, и в области меньших длин волн 

быстро устанавливается стационарный режим, при котором энергия переносится 

от больших вихрей к меньшим и в конце концов из-за трения превращается в тепло. 

Спектр равновесного распределения в пределе при очень больших числах Рей

нольдса вывели независимо Колмогоров 7), Онзагер S) и Вайцзеккер 9>. В работе 
Прандтля io) также содержатся соображения подобия, из которых исходили на
званные нами авторы. В своих предыдущих работах l I) автор настоящей статьи 
рассчитал продолжение спектра в область самых мелких вихрей (соответствующие 
таким вихрям числа Рейнольдса уже нельзя считать большими). 

Наши расчеты основывались на предположении о равновесии. Формально 
и с точки зрения физики такое предположение можно считать аналогом больц

мановскоrо предположения о числе соударений. Действительно, мы хотим найти 

7> Колмогоров А. Н. ДАН СССР, 1941, 30, 301; 32, 16. 
8) Onsager L. Phys. Rev., 1945, 68, 286. 
9) Waiz.racker С. F. von. Zs. Phys., 1942, 124, 614. 
lO) Prandtl L. Nachr. Gesell. Wiss. Gбttingen, math.-phys. Юasse, 1945. S. 6. 
l l) См. Heisenberg W. Zs. Phys., 1948, 124, 628. 
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количество энергии Sk, поступающей в единицу времени в интервал волновых 
чисел от О до k из области больших волновых чисел (т. е. от меньших вихрей). 
Перенос энергии осуществляется за счет трения. При этом наряду с обычной 
вязкостью жидкости возникает дополнительная турбулентная вязкость, т. е. перенос 

импульса мелкими турбулентными вихревыми движениями. Эти мелкие хаотические 

движения при наличии средних градиентов скорости переносят импульс так же, как 

молекулярные движения, и поэтому также порождают своего рода вязкость. Эта 
турбулентная вязкость по порядку величины достигает plkvk, где lk - введенная 
Прандтлем длина перемешивания, vk - скорость рассматриваемого вихря с волно
вым числом k. Если турбулентную вязкость выразить через спектр F(k) для всех 
волновых чисел от k до оо, то из соображений размерности получим простейшее 
выражение для турбулентной вязкости: 

1
00 

(F(i;) dk' 
ц Vki3 , 

k 

(1) 

где х - безразмерный коэффициент, равный по экспериментальным данным:::::: 0,8. 
Если µ - молекулярная вязкость, то из известных формул гидродинамики получаем 

k 

F~~') dk') / 2F(k") k112 dk11
• 

о 

(2) 

В стационарном режиме Sk при больших волновых числах не должна зависеть 
от k, если подвод энергии происходит при малых значениях k (т. е. осуществляется 

большими вихрями). Из этого условия следует, что спектр имеет вид F(k) ""k-5!3 

для вихрей с большими числами Рейнольдса и F(k) ,...., k-7 для вихрей с малыми 
числами Рейнольдса, т. е. для коротковолнового конца спектра 12>. Если речь идет 
о развитом турбулентном течении, то выражение (2) позволяет рассматривать и не
стационарные явления, например, затухание турбулентного течения со временем. 

Если энергия не подводится извне, то из (2) непосредственно следует, что 

k . 00 

:t [р / F(k') dk'] = -(µ +хр / 
о k 

(3) 

Это уравнение позволяет рассчитывать для затухающего турбулентного течения 
вид спектра и характер затухания 13

). 

Итак, статистическая теория турбулентности исходит из основополагающего 
допущения, согласно которому течение даже невязкой жидкости «В общем случае» 

турбулентно, поскольку невязкая жидкость представляет собой систему с большим 
числом степеней свободы. Ламинарное течение - событие столь же маловероятное, 

как и направленное движение молекул в газе. Благоприятные условия для возникно

вения ламинарных течений создаются лишь при достаточно большой вязкости, так 

как при малых числах Рейнольдса вязкость подавляет образование вихрей, вслед

ствие чего течение по крайней мере в области малых длин волн сглаживается. В то 

время как при исследовании устойчивости ламинарных течений вязкость выступает 

12
> Heisenberg W. Zs. Phys., 1948, 124, 628. 

13> IЬid. 
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как сила, делающая эти течения неустойчивыми и nриводящая к возникновению 

турбулентности, в статистической турбулентности вязtщсть выступает как сила, по
давляющая возникновение вихрей и стремящаяся превратить течение в ламинарное. 

Противоречие между этими двумя утверждениями лишь кажущееся. Действи
тельно, в первом случае речь идет не о состоянии равновесия, а о скорости, с которой 

некий неравновесный процесс приближается к состоянию равновесия (на языке 
химии - о скорости реакции), а во втором случае требуется найти равновесное рас
пределение скоростей. Хотя в невязкой жидкости ламинарное течение nредставляет 
собой маловероятный частный случай движения, все же скорость nерехода в тур
булентное состояние равновесия сначала исчезающе мала. Она стала бы заметно 
отличной от нуля в том случае, если бы в жидкости заранее существовало множество 
мелких вихрей, т. е. если бы возникла создаваемая турбулентностью «турбулентная 
вязкостм. Отсюда следует, что принципиально не может существовать течение, при 

котором жидкость прилипала бы к стенкам и при нулевой вязкости утрачива:лась бы 
устойчивость, так как вязкость с успехом допускает замену турбулентной вязкостью, 
обусловленной малыми вихрями. Такого рода неустойчивость невозможно полу
чить обычными методами малых колебаний, так как время, за которое колебание 
нарастает, зависит от амплитуды колебаний малых вихрей и при амплитудах, стре

мящихся к нулю, становится бесконечно большим. Чтобы неустойчивость следовала 
из вычислений, необходимо учесть в колебаниях нелинейные члены. К сожалению, 
при этом нам пришлось бы пожертвовать относительной математической простотой 
метода малых колебаний. Отсюда следует, что метод малых колебаний принципи
ально не применим к проблемам гидродинамической неустойчивости, чем отчасти 

и объясняются несколько противоречивые результаты прежних исследований в этой 
области. 

Наоборот, в состоянии равновесия вязкость подавляет малые вихри и сгла
живает течение. Она сдвигает равновесие в сторону, благоприятную для мелких 
турбулентных движений. Если развитое турбулентное течение в этом смысле рас
сматривать как равновесный процесс и сравнить, например, с распределением 

скоростей Максвелла, то необходимо иметь в виду, что такое сравнение в одном 
пункте неудовлетворительно. В то время как термодинамическое равновесие, если 

только подождать достаточно долго, в замкнутой системе устанавливается всегда, 

для установления турбулентного равновесного течения необходим непрестанный 
подвод энергии, так как вязкость непрестанно превращает энергию в тепло и тем 

самым отводит ее. Учитывая эти соображения, спектр турбулентного течения мож
но разделить по крайней мере на три физически различные области длин волн. 
В области длинных волн энергия в общем случае передается жидкости, например, 
от движущегося относительно жидкости тела. Ясно, что в длинноволновой области 

не существует никакого равновесия, вид и частота возникающих вихрей зависит 

от конкретного способа переноса энергии, и расчет течения заведомо не является 

чисто статистической задачей. Затем идет область меньших вихрей, порождаемых 
более крупными вихрями и в свою очередь передающих энергию еще меньшим 
вихрям. В этой области реализуется в хорошем приближении идеальный случай 

рассмотренного Колмогоровым 14), Онзагером IS) и Вайцзеккером 16) статистичес
кого равновесия (F(k) "' k- 513 ). Наконец, к области коротких волн примыкает 
третья равновесная область 17

), в которой энергия вихрей расходуется в основном 
на нагревание за счет трения (F(k) "'k-7 ). 

14) Колмогоров А. Н. Указ. соч. 
15> Onsager L. Ор. cit. 
lб) Wai~iicker С. F. von. Ор. cit. 
17

) Heisenberg W. Zs. Phys" 1948, 124, 628. 
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Разумеется, во многих случаях до возникновения равновесия не доходит. Не

редко первая область примыкает непосредственно к третьей, так как энергия 

превращается в тепло сразу же без того, чтобы значительная доля ее распределилась 
по всем степеням свободы. Распределение энергии между областями с различными 
длинами волн всегда обусловлено нелинейными, инерционными членами диф
ференциальных уравнений гидродинамики. Следовательно, чтобы инерция стала 
играть сколько-нибудь значительную роль и энергия могла переходить из одной 

области длин волн в другую, скорости должны достичь некоторой пороговой ве

личины. Математический анализ промежуточных случаев турбулентного течения, 

в которых равновесие так и не устанавливается, сопряжено с особыми трудностями, 

как и в кинетической теории газов. Простое математическое описание допускает 
лишь два предельных случая: сильно упорядоченное (ламинарное) и полностью 
неупорядоченное (статистически турбулентное) течение. Турбулентное течение над
лежит считать правилом, а ламинарное - исключением. Эго следует просто из того, 
что жидкость обладает очень большим числом степеней свободы. 



К СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ* 

Посвящается Рихарду Бекеру 
по случаю его 60-летия 

На основе обычноrо разложения в ряд Фурье рассмотрены математические 
основы подхода к теории турбулентности, предложенноrо в предыдущей работе 
Вайцзеккера. Спектр турбулентноrо движения прослежен до самых малых длин 
волн, т. е. до ламинарной области, вычислены средние флуктуации давления 

и корреляционные функции. В заключение предпринята попытка вывести из урав

нений rидродинамики характеристическую постоянную для диссипации энергии 

в статистическом турбулентном движении. 

В развитой Тейлором I) и Карманом 2> статистической теории турбулентности 
хаотическое турбулентное движение жидкости описывается определенными харак

теристическими функциями, между которыми существуют простые математические 
соотношения: «спектральное» распределение энергии по волнам различной длины, 

корреляции между скоростями в точках, разделенных заданными пространствен

ными или временными интервалами. Обширные эмпирические и теоретические 
данные об этих функциях приведены в работах Тейлора. 

В работе Вайцзеккера з) дан вывод важнейшей из характеристических функций -
спектральноrо распределения энерrии - из соображений подобия в предельном 
случае больших чисел Рейнольдса. В настоящей работе соображения, развитые 
Вайцзеккером, сначала переводятся на обычный язык разложения Фурье, а затем 
полученный «перевод» используется для изучения обрыва спектра при высоких 

частотах из-за молекулярной вязкости. Попутно мы получаем ряд следствий 

относительно корреляционных функций и флуктуаций давления, а в заключении 
делаем попытку вывести основную постоянную, характеризующую диссипацию 

энергии. 

• Zur statistischen Theorie der TurЬulenz. - Zs. Phys., 1948, 124, 628-651. Перевод Ю.А.Данилова. 
1> Taylor G. J. Proc. Roy. Soc., 1935, А 151, 421; 1936, А 156, 307; 1938, А 164, 15; 1938, А 164, 476. 
2> Karman Th. von. J. Aero. Sci., 1937, 4, 131. 
З) Работа Вайцзеккера и настоящая работа явились результатом нашеrо сотрудничества во время 
совместного пребывания в Англии в 1945 г. Лишь после того, как обе работы были закончены, 
Тэфлор (в начале 1946 г.) любезно сообщил нам, что их основные ~щеи были сформулированы 
и опубликованы Колмогоровым (Колмогоров А. Н. ДАН СССР, 1941, 30, 299-303; 31, 538-541; 32, 19-21) 
и Онзаrером (Onsager L. Phys. Rev., 1945, 68, 286) (см. обзор Бэтчелора на VI Межцународном конгрессе 
по прикладной механике в Париже, 1946 r.). Примерно в то же время нам стало известно о работе 
Прандтля и Виrхардта, содержащей те же идеи (Prandtl L., Wieghardt К. Nachr. Akad. Wiss. Gбttingen, 
math.-phys. Юasse, 1945, 6). Нашу работу можно рассматривать как дополнение и дальнейшее развитие 
этих более ранних работ. 
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1 
Перевод соображе11ий Вайцзеккера 11а язык ком11011е11т Фурье 

При достаточно больших числах Рейнольдса диссипация энергии происходит 
при турбулентном движении так, что крупномасштабные элементы турбулентно

сти теряют энергию: перенос энергии и импульса мелкомасштабными элементами 

турбулентности действует на крупномасштабные элементы как своего рода до

полнительная вязкость (см., например, работу Прандтля 4>). В стационарной экс
периментальной установке энергия непрестанно переходит от крупномасштабных 

к мелкомасштабным элементам турбулентности, при этом в определенной обла
сти спектра убыль энергии при больших длинах волн соответствует приращению 
энергии при меньших длинах волн. Для поддержания такого равновесия необхо
димо определенное распределение энергии, которое, как показал Вайцзеккер, если 

пренебречь молекулярным трением, удовлетворяет закону 

-2 -2 ! V Vo 
р- = р- = р F(k) dk, 

2 2 
F(k),..., k-s/з (1) 

(здесь k = 21Г/Л - волновое число (>.. - длина волны), v0 = v1ift - величина 
средней скорости 5>). Спектр F(k) ,..., k-5!3 ограничен с двух сторон. При малых 
волновых числах, т. е. при больших длинах волн, течение как бы перестает быть 

изотропным турбулентным течением. Действительно, самые крупные элементы 
турбулентности определяются геометрией экспериментальной установки, порожда
ющей турбулентность. Следовательно, конец спектра при малых k вообще не может 
быть предметом чисто статистической теории. При больших k спектр ограничен 
молекулярной вязкостью. Это означает, что при возрастании k молекулярная вяз
кость в конечном счете становится больше наблюдаемой турбулентной вязкости, 
и спектр очень быстро спадает. 

При вычислениях мы будем придерживаться следующих обозначений. Разложим 
скорость v в объеме V, на который производится нормировка, в ряд Фурье 

( k" = ~: n", ... ; n", ny, nz - целые числа). (2) 

При этом vk = v~k, и число собственных колебаний в интервале от k до k + Лk 
равно Ф1rk2ЛkV/(2?r)3 б) Тогда 

v2 
1 1 j v j - = - 2: \v~\ = - Ф11"k2 dk -( )З \v~\ = F(k) dk 

2 2 k 2 21Г 
(3) 

и, следовательно, 

(4) 

4
) Prandt/ L. Strбmungslehre. Braunschweig: Vieweg, 1942. 3, Aufl. S. 105. 

S) Наша величина v0 отличается от величины vo, приведенной в работе Вайцзеккера, на численный 
множитель порядка единицы. 

б) Такое разложение несколько уступает в наглядности традИционному разложению по синусам и ко
синусам, но более удобно для различноrо рода преобразований. Формально оно следует из краевых 

условий, согласно которым v, ~, ... в противоположных точках поверхности, оrраничивающей объем V, 
принимают разные зяачения. 
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Так как div v =О, то 
(5) 

Коэффициент молекулярной вязкости обозначим µ. Поскольку divv = О, 
то средние потери энергии на трение в предположении, что ограничивающая 

поверхность покоится, составляют 

--2 
S = µ(rotv) = 

= µ ~ \[vkk]2
\ = µ ! F(k}2k2 

dk. 
k 

(6) 

(7) 

Если в некоторой достаточно протяженной области спектр изменяется по за· 

кону F(k)"' k-5/3 , то полuая энергия определяется самыми крупными элементами 
турбулентности. Можно предположить, например, что закон k-5/ 3 выполняется 
вплоть до некоторого наименьшего k0 , после чего при меньших k сменяется 
законом F(k) =О. Тогда 

00 00 

2 ! ! С -S/3 v0 = 2 F(k) dk = 2 ks/з dk = 3Ck0 • (8) 

о 1to 

Следовательно, 

и 

(9) 

(10) 

Вайцзеккер рассмотрел потери энергии s" части спектра с врднnпымп чпствми 
меньше k. Для соответствующих элементов турбулентности дейстпие э.neмCJHТQJJ 
турбулентности с меньшими длинами волн ( < 2I) ана.поrична дQЩJJJHИ~./IJ>ff{)Й 
вязкости. Следовательно, s" в общем случае можно предстапить п ПИде 

711 

S" = (µ + 1111) / F(k')2k'7 
dk', 

о 

(Н) 

где Т/k - дополнительная турбулентная вязJСость, создапl\емц совместным д;ей~пп@м 
всех элементоп турбулентности с длицами по1ш мeиJime ii, Пg размерности 
величица 1111, как показал Пранлтль, nрмстамяет сабай щщизJJед;~liИ~ mJt}'Пf Peтн, 
пути перемешивания и скорости, причем путь nеремешимнир щ> 1щрлдJ<У м.1тчинн1 

сравним с диаметром соотпетстпующеrо элемент& тур&утштнРсти, п gJ<Qpocть 

элемента турбулентности задается ~sыражепиом flo::::: (ki!/k)113
, ПР~Т9Мf мы1 lmtЩYJJ 

работе Вайцзеккера, положим 

00 

f/lf ;::;;;: ир1; J dJi 

" 
где х - числовой коэффициент. 
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Подынтегральное выражение по существу определяется из соображений размер

ности. Разумеется, можно было бы считать, что волны с k', мало отличающимся 
от k, входят в интеграл с несколько иными весами, чем волны с большими 

волновыми числами, т. е. что подынтегральное выражение зависит от безразмерного 

параметра k' /k. Однако вследствие единой формы спектра F(k) rv k-5!3 всеми не
определенностями в числовом множителе х можно пренебречь и записать интеграл 

в виде (12). Там, где выполняется закон k-5/ 3 , формула (12) для дополнительной 
турбулентной вязкости безукоризненно точна, но на концах области применимости 

этого закона - там, где геометрия или молекулярное трение искажают спектр, 

формула (12) носит лишь приближенный характер. Впрочем, и на границе области 
применимости закона k-5/ 3 формула (12) дает хорошее приближение, позволяющее 
по крайней мере качественно правильно учитывать вязкость. 

Значение постоянной х в формуле (12) должно быть однозначно выведено 
из уравнений гидродинамики. Во всех случаях, когда имеет смысл говорить о ста

тистически изотропной турбулентности, постоянная х принимает одно и то же 
значение и отнюдь не зависит от геометрии теченИ:я. Попытка получить значение 
этой важной постоянной из теоретических соображений предпринята в разделе 5. 
Там же показано, что турбулентную диссипацию энергии можно описать двойным 

k 00 

интегралом вида J dk' . . . J dk" . . . с подынтегральным выражением, имеющим 
о k 

смысл энергии, которая переходит в единицу времени от волнового числа k' к волно
вому числу k (формула (89)). Этот интеграл сложнее упрощенного выражения (13), 
вытекающего из соотношений (II) и (12), но в дальнейшем эти соотношения 
вполне допустимо рассматривать как достаточно хорошее приближение. Итак, Sk 
можно представить в виде 

k 

F~~;') ) / F(k')2k'2 dk'. 

о 

(13) 

Решающий шаг в работе Вайцзеккера состоит в утверждении о том, что при 
k ~ ko выражение (13) не должно зависеть от k: 

Sk = S = const (при k ~ ko) (14) 

(поскольку значительная доля полной энергии сосредоточена в длинноволновой 
области спектра, то энергия должна определяться «сквозным выражением», не за
висящим от k). 

Выражение (13) можно рассматривать как формулу, задающую спектр турбулент
ности F(k). Из этой формулы при больших числах Рейнольдса должен следовать 
закон k-5/3, а при дальнейшем возрастании k - отклонения от закона k-5

/
3

, 

обусловленные молекулярной вязкостью. 

2 
Вид спектра в области самых мелких элементов турбулентности 

Положим ; = v и, продифференцировав (13) по k, получим: 

(15) 
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Затем введем новые переменные х и w: 

k 
х = ln -, F(k) = F(ko)e-w, w = w(x). 

ko 

Соотношение (15) перейдет при этом в 

,(7•-•)/2 ( '[; [i + j е -(•+•)/2 dz) 
z 

00 

= ! e3z-w dx. 

о 
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(16) 

(17) 

Постоянная ~{i = "~~:З (см. (9)) по существу представляет собой не что 
иное, как величину, обратную числу Рейнольдса полного течения, и поэтому всегда 

очень мала. Если бы само число Рейнольдса было мало, то течение не могло бы 
стать турбулентным. Продифференцировав выражение (17) еще раз, получим 

(~ - ~ dw) (~ jko + !оо e-(w+z)/2 dx) = 2e-(w+z)/2. 
2 2dx xVFo 

z 

(18) 

00 

Интеграл J dx-(w+z)/2 в (18) можно вычислить приближенно, разложив w(x) 
z 

в окрестности х (w(x1) = w(x) + (х 1 - х)~= + ... )и оборвав разложение на втором 
члене. Так как экспонента убывает быстро, то приближение получается достаточно 
хорошим: 

00 

! 
e-(w+z)/2 

dx е -(w+z)/2 ::::1 2--
I + dw 

0 dz 

Подставляя в (18), подучаем окончательно 

( 7 _ dw) (.!!.._ fkoe-(w+z)/2 + _1 ) = 2_ 
dx 2xV"Fo 1+~; 

(19) 

(20) 

Соотношение (20) позволяет тотчас же установить общий ход спектра. При 
не слишком больших х и w первым членом в сумме можно пренебречь, после 
чего (20) упростится и примет следующий вид 

dw 5 
или 

dx = J' 

откуда в полном соответствии с теоремой Вайцзеккера 

( 
k )-5/3 

F(k) = Fo ko 

При больших х и w, наоборот, ведущим является первый член, поэтому 

dw 
- = 7, F "'const · k-7

• 
dx 

(21) 

(22) 
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Таким обр~:~зом, в области самых малых элементов турбулентности спектр убывает 
рчень бь~стро, а име»но ~ как 1::едьмая степень волнового чисщ1. 

Для реiщщия уравнещщ (io) вычисщщия нербходимы Т()Лько в переходной 
области от (21) к (22). Так ка~<: при мал1:~1.11: х, т. е. в области 

3 2х~0 l~x~-ln- -, 
4 v ko 

(23) 

мож:»о положить w:::::: ~х (при этом не только (18), но и (17) будет выполняться 
сдРстаточной точностью), то соотношение (20) позволяет по известному значению w 

х--
4 6 вычислять значение производной ~~ 

О 2 и тем самым шаг за щаrом получать но
вые значещн1 w при бмьщих значещ"
ях х. При этом вычисления достаточно 
рроизводить цри каком-нибудь опреде

ленном значении цостшfнной, щщри-

мер, при ~jfi,:::::: а. Значение w f!Pli 

5 любом другом значении Ь постоянной 

'ЦJ 

i 
можно получить затем при помощи пре

образования rюдобия 

( 
3 а) ) а 

wь(х) = Wa х + - ln - . -: -. ln - (24) 4 Ь 4 Ь' · · · 

в чем нетрудно убедиться, подна!'!

ляя (24) в (20) tl (23}. 
На рис. 1 представлены результа

ты вычислени~ значений w(x) прц 

~ ~ = t ООО. Чис.ценнщ: интеrрирщщ
ние показывает, что при этом значещш 

постоянной х > ) и 

w(x) ~ 7х - 21,85. (~5} 

Следователвtщ, в этой области примещt~р~ти закщfа ~-7 фУRIЩИ:.\1w(x)1I~едст~1щма 
в в11де 

т.е. 

w(x) = 7х т 3,0 - 41µ (~ ~), р у-;;; 

F{~) = 0,049~ ~ ( ~) 
4 

( 7) 1 

(27) 

Полезн~~ Щ-JТерполяцищшая форМУ.l{а, ПPИГPJJfHW В ~jiQИ)j: ПР\ЩеJ]ЬНЫ~ СЛfЧЩIХ 
и дающая в fJef3fЩ>.li;tf!:~f1 оfiлщ::ти fie слиµц<:0м qрльшую оµщg~, ~~@Н вщ~ 

( 
ko) 5/3 [ ( k ) 8/3 ]-2 

F(k) = Fo - 1 + -
k k, 
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Если L 0 = fo определить как «диаметр самых крупных элементов турбулентно
сти» и в качестве числа Рейнольдса всего течения ввести 

Ro pvoLo 
=-µ-, (29) 

то из (9), (27) и (29) получим 

k. = 0,16 ko(Rox)314
• (30) 

Величину L. = f. можно определить как «диаметр самых мелких элементов 
турбулентности». Тогда 

(31) 

Соотношения (9), (28) и (30) описывают вид спектра при любых k. Правда, 
в реальных течениях ход спектра при малых k (k rv k0 ) должен быть другим, 
так как там играет роль геометрия эксперимента, т. е. вид решетки, при помощи 

которой создается турбулентность. Разумного согласия с экспериментом удается 

достичь введением величины ko, выбранной так, чтобы в области применимости 
закона k-5!3 (следовательно, при k, ~ k ~ ko) бьша справ~длива формула 

F(k) = v~ (ko)5/3 (32) 
3ko k 

Определенная таким образом величина k0 в этом случае уже не содержит непосред
ственно каких-либо сведений о ходе спектра при самых малых значениях k. Тем 
не менее в общем случае при k,..., ko спектр сильно отличается от закона k-5!3

• 

При k ~ k8 спектр сохраняет вид k-7 не при любых k: как показывают 
известные эксперименты Бюргерса 7), весьма правдоподобно, что при достаточно 
малых числах Рейнольдса турбулентные движения вообще не возникают. С другой 
стороны, закон k-7 спадает столь быстро, что область k ~ k 5 практически не играет 
никакой роли. Несколько большая ошибка, особенно в переходной области, 
возникает из-за приближенного характера формулы (13), но применять сейчас 
гораздо более сложные соотношения из раздела 5 для решения поставленной задачи 
было бы преждевременным. Заметим лишь, что точные соотношения привели бы 
к другим числовым коэффициентам в (27), (30). 

Для сравнения с экспериментом необходимо распределение энергии по вол

новым числам в некотором направлении, например, по kx, так как Симмонс s) 

и Драйден 9> измерили спектры по временнЬ1м флуктуациям скорости в потоке 
воздуха, продувавшегося с постоянной относительно v0 скорости И в точке изме
рения. Такой спектр имеет различный вид в зависимости от того, рассматриваем ли 
мы разложение Фурье для v" или vy. Для сравнения с экспериментом нам пока 
необходим спектр для v". Однако мы намереваемся вывести и спектр для vy, так 
как он понадобится нам в дальнейшем при вычислении корреляционных функций. 
Так как (vkk) =О (см. (5)), то 

-2 vk х 2 ( k2) 
Vkx = l 1 - k2 . 

7> Burgers J. М. Verh. Кgl. Nied. Akad. Wiss" 1939, 17, No 2, 1; 1940, 18, № 1, 1. 
S) Simmons L. F. G" Salter С. Proc. Roy. Soc" 1938, А 165, 73. 
9
) Dryden Н. L" Schubauer G. В.. Mock W С" Skramstad Н. К. Nat. Adv. Comm. 

Dryden Н. L. Proc. V Intem. Congr. Appl. Mech. Cambridge (Mass.), 1938. Р. 362. 

(33) 

Aeron" 1938, № 581; 
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Обозначим спектр величины v:z по k:z через F:z(k:z). Тогда 

Аналогичным образом спектр для v11 можно представить в виде 

+~ 2 00 

{ { dk11 dkz 1 ( k11 ) 1 ! dk ( 2 2) 
F11 (k:z) = } } 41Гk2 2 1 - k2 F(k) = g kз k + kж F(k). 

-~ k. 

Из (34) и (35) получаем: 

а) при ko ~ k ~ ks 

(
k )5/3 

F(k) = Fo : , 

следовательно, • 

9Fo ( ko) 
513 

6Fo ( ko) 
5
/
3 

F:z(k:z) = Uo kж И Fy(k:z) = 55 kж ; 

б) при k ~ k 8 

(35) 

(36) 

В качестве полезных интерполяционных формул (дающих в переходной области 
несколько большую точность, чем (28)) можно воспользоваться выражениями 

9Fo ( ko) 
5
/3 [ ( k:z ) 

8
/
3 
]-

2 

Fж(kж) = Uo k:z 1 + kffЖ ' (38) 

где 

(39) 

и 

6Fo ( ko ) 5 [ ( kж ) 8
1

3 
]-

2 

Fy(kz) = 55 kж 3 l + k~:z ' (40) 

где 

(41) 

Прежде чем переходить к подробному сравнению с экспериментом, необходимо 
выяснить, при каких критических числах Рейнольдса происходит переход от за

кона k-5/ 3 к закону k-7
, или, если угодно, переход от собственно турбулентного 

движения к ламинарному движению. Критическим числом Рейнольдса в этом 
случае можно считать, например, выражение 

R - PVsLs 
s- ' µ 

(42) 
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где, как и в работе Вайцзеккера, v, = v0 ( ~) 
113

• Тогда из (29), (30) и (31) мы 
получаем 

10,2 
R, = --. 

х 
(43) 

К обсуждению численного значения постоянной н мы еще вернемся. Пока же 
отметим, что, как и следовало ожидать из общих соображений подобия, переход 

происходит при определенном значении числа Рейнольдса. 

101--~~~-+-~~-i-~-l=--++-~~~+-~--1 

lg( :; ) 

о 1 

Рис. 2 

о 

10 20 
-1 

см 

На рис. 2 представлены результаты сравнения измерений спектра F:i:(k,:), про
изведенных Симмонсом 10>, с теорией. Речь идет об измерениях интенсивно
сти воздушного потока, продувавшегося со скоростями U= 456 см/с (кружки), 
608 см/с (крестики) и 1 060 см/с (квадраты) в точке измерения. Турбулентность 
создавалась при помощи решетки с шагом 7 ,6 см. Измерения производились 
на расстоянии 2, 1 см за решеткой. Результаты отдельных измерений Симмонса 
нанесены на график только в правой части рис. 2, а на левой половине верти
кальными отрезками указаны лишь ошибки соответствующих измерений. По оси 
абсцисс отложены (в логарифмическом масштабе) волновые числа k в см- 1 , по оси 

IO) Simmons L. F. G., Salter С. Ор. cit. 
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ординат (также в логарифмическом масштабе) - значения Fx(kx) в произвольных 
единицах. Если предположить, что !L во всех трех сериях экспериментов принимает 

llo 

одно и то же значение, как это бьто установлено измерениями Тейлора, то при 

надлежащем выборе отношения !L получаются три кривые, изображенные на рис. 2. 
llo 

Качественно эти кривые дают хорошее согласие с экспериментальными точками 
Симмонса, в частности, довольно точно передают ход результатов измерений 
в коротковолновой части спектра. Тем не менее у отдельных точек отклонения 

от кривых довольно значительны. Из рис. 2 видно, что область применимости 

закона k-5!3 настолько мала, что надежная проверка не представляется возмож
ной. Объясняется это малостью числа Рейнольдса Ro. При k = l см- 1 диаметр 
элементов турбулентности составляет 3 см, т. е. примерно половину шага решетки. 
В этой области турбулентность еще не полностью изотропна, и поэтому закон 

k-5!3 не может выполняться. Но уже при k = 4 см- 1 становится заметно влияние 
молекулярной вязкости, интенсивность сильно падает. Аналогичные измерения 

Драйдена 11), охватывающие обширную область спектра, также проведены при столь 
малых числах Рейнольдса, что это не позволяет проверить, выполняется ли закон 

k-5!3
• Бьmо бы желательно поэтому провести такие же измерения при гораздо 

больших числах Рейнольдса. Хорошее согласие теоретических кривых с экспери

ментальными точками позволяет оценить величину отношения !L. Оно оказывается 
llo 

равным !L = 53х, если за L 0 принять шаг решетки. Это значение хорошо согласу-11. 

ется с измерениями отношения !L в аналогичных экспериментах 12>, если положить 
llo 

х ~o,s. 

Другой более точный способ определения постоянной х - исследование 
затухания турбулентности со временем, которое чисто теоретически бьmо проана

лизировано Тейлором 13>. Для полных потерь энергии S на l см3 за 1 с из (9), (13) 
и (14) получаем 

(44) 

Следовательно, затухание величины v0 со временем должно удовлетворять 
уравнению 

которому удовлетворяет решение 14> 

vo(t) = ;о(О) . 
1 + -f xkovo(O)t 

l I) Dryden Н. L., Schиbaиer G. В., Mock W. С., Skramstad Н. К. Ор. cit.; Dryden Н. L. Ор. cit. 
12) TaylorG.J. Proc. Roy. Soc., 1938, А 164, 486. 
/3) Tay/or G. J. Proc. Roy. Soc., 1938, А 164, 486. 

(45) 

(46) 

14
) Примечание при корректуре. Эта зависимость основана на предположении ko = const, что заведомо 

неверно при больших временах. Проблема затухания исследована более подробно в работе Нeisenherg W. 
Proc. Roy. Soc., 1948, А 195, 402-406. 
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В работе Тейлора 15>, который по существу вывел то же уравнение, сообщается 
об измерениях Симмонса, обнаружившего, что v~t) - функция от t = Ь (х -
расстояние от точки, в которой производится измерение до решетки). Из (46) 
следует, что 

и и v'3 х и х -- = -- + -Х7Г- = -- + 0 68х-. 
vo(t) v0(0) 8 Lo vo(O) ' Lo 

(47) 

Если положить v0 = и'./3 (по Тейлору и' = ~) и отождествить L 0 с шагом 
решетки, то из измерений Тейлора мы получим х = 0,85, а из соответствующих из
мерений Драйдена - несколько меньшее значение. Однако из-за неопределенности 
значения Lo значение х также содержит примерно 50-процентную неопределен
ность. 

3 

Корреляционные функции 

Тейлор 16> и Карман 17> исследовали корреляции между скоростями в двух 
точках, находящихся на заданном расстоянии друг от друга. Две корреляционные 
функции R 1(x) и R2(x), играющие главную роль, определены следующим образом: 

где точка Р2 отстоит от точки Р1 на расстоянии х в направлении оси х. 
Тейлор показал, что эти функции весьма просто связаны со спектрами: 

00 

J dkжFж(kж) COS kжХ 

R1(x) = -0--00----

J dkжFж(kж) 
о 

00 

J dkжFy(kж) COS kжХ 

R2(x) = -
0

-
00
-----

J dk"Fy(kж) 
о 

Соотношения (34) и (35) позволяют преобразовать (49) к виду 

00 

3 J dkF(k)(sin kx - kx cos kx)k-3x-3 

R1(x) = о 
00 

f dkF(k) 
о 

00 

J dkF(k)(k2x2 sin kx + kx cos kx - sin kx)k-3x-3 

3 о 
R2(x) = - оо 

2 f dkжF(k) 
о 

15) Taylor G. J. Proc. Roy. Soc., 1938, А 164, 486. 
16) Taylor G. J. Proc. Roy. Soc., 1935, А 151, 421; 1936, А 156, 307; 1938, А 164, 15; 1938, А 164, 476. 
17) Каrтап 111. von. Ор. cit. 

(48) 

(49) 

(50) 
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Из этих выражений непосредственно следует правильность соотношения Кар-

мана 

(51) 

В обоих предельных случаях (при х « i; и i; « х « ~) формулы (50) 

позволяют приближенно вычислить R1(x) и R2(x). При х « i; подынтегральные 
выражения целесообразно разложить по степеням х. Первые члены разложения 
приводят к величине 

00 

f dkF(k)k2 

·;(,2=_о ___ _ 
00 

f dkF(k) 
о 

которую нетрудно вычислить из соотношений (13), (44) и (29): 

В результате при х « 1с; мы получаем 

Тейлор задал длину Л соотношением 

2 5 
л = -2 

k 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

-2 
и принял ее за масштаб самых мелких элементов турбулентности. Подставляя k 
из (53), приходим к 

Lo ( )1/4 Л = 2,71 f'iГ'::: = 0,434L, Rox . 
vRox 

(56') 

Следует подчеркнуть, что Л не совпадает с величиной L 8 (см. (31)), принятой 
нами за диаметр самых мелких элементов турбулентности, и Л зависит от L 0 
и v0 иначе, чем L,. Сравнение формул (31) и (56) показывает, что характерные 
масштабы удовлетворяют неравенству L, « Л. 

Противоположный предельный случай f, « х « ~ получается из (50): 

R1(x) = 1 - 0,643(k0x)2
/
3 + ... , 

R2(x) = 1 - 0,858(k0x)2/3 + ... . 
(57) 

Первые члены этих разложений не зависят от конкретного вида спектра в окрестно

сти k 0 . Вид спектра в окрестности ko становится существенным лишь при х "' fo , 
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но при этих значениях х задачу уже невозможно решить чисто статистическими 

методами. Итак, формулы (54) и (57) дают полное описание корреляций до тех пор, 
пока они следуют из статистически изотропной турбулентности. 

Формулы (54) и (57) отчетливо показывают также, что не во всех течениях вид 
корреляционной функции остается неизменным и что при изменениях параметров 
внутренняя и внешняя часть функции подвергается различным преобразованиям 

подобия. На это обращал особое внимание Тейлор 18
), nолемизируя с допущением 

иного рода, принятым Карманом 19). 

1,0 

0,8 

0,6 

~ 
~ 

0,2 

о 

-0,2 

\ 

~ 
\ 

о 

~) 

1~ ~ ~ 
~ 

Ri(x) 

2 3 4 5 6 
х-

Рис. 3 

Для сравнения с экспериментом на рис. 3 представлены эксперименталь

ные R1(x) и R2(x), полученные Симмонсом (соответственно, кружки и точки), 
и теоретические кривые, вычисленные по точной формуле (50). Величина Lo ото
ждествлена при этом с шагом решетки, а Л вычислена по спектру при U = 1 060 см/с. 
При малых значениях х экспериментальные точки весьма точно согласуются с тео
ретическими кривыми, по существу точнее, чем можно было бы ожидать, учитывая 

неопределенность в выборе L0 • Начиная с xk0 "" 1, отклонение экспериментальных 
точек от теоретических становится заметным, как и следовало ожидать, исходя 

из способа, которым бьши выведены кривые. Действительно, вид кривых при 

больших значениях х зависит от того, как ведет себя спектр в окрестности ko, 
в то время как наши формулы не передают и не могут передавать особенности 

поведения спектра вблизи ko, но сами по себе отклонения от теоретических кривых 
при больших значениях х малы. 

18
) TaylorG.J. J.Aeron. Sci., 1937, 4, 311. 

19) Karman Тh. von. Ор. cit. 
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4 
Флуктуации давления 

Исследуя диффузию в турбулентном потоке воздуха, Тейлор 20) установил зави
симость между корреляционной функцией, определяющей диффузию, и средним 
квадратичным градиента давления. Поэтому мы хотим проанализировать среднее 
квадратичное флуктуаций давления в рамках предлагаемой нами теории. 

По аналогии с (2) давление можно разложить в ряд Фурье 

~ ikr * 
р = L...JPke , P-k = Pk, (58) 

k 

при этом основное уравнение гидродинамики 

l µ v = -(vV)v- -Vp + -Лv 
р р 

переходит в уравнение 

(59) 

Так как (vkk) =О, то 

vk = - l: i(vk1k) [vk-k' - : 2 (vk-k'k) - !!:_ k
2
vk]. 

~ р 
(60) 

Pk = - р2 l:<vk1k)(vk-k•k). 
k k' 

Для средних квадратичных давления и градиента давления получаем: 

(61) 

Рассмотрим сначала более подробно второе из этих средних: 

(62) 

Черта сверху - знак усреднения - означает в данном случае просто среднее 

по времени. При вычислении ср1щних типа (62) необходимо в той или иной 
форме принять «Гипотезу о беспорядке» в турбулентном движении. Например, 

можно исходить из того, что амплитуды Vk со временем претерпевают флуктуации 
вокруг значений, задаваемых соотношениями (10) или (28), так, что среднее 
по времени vkv-k определяется просто спектром (28). Фазы величин vk со временем 
принимают все возможные значения, причем все значения встречаются одинаково 

lO) TaylorG.J. J.Aeron. Sci., 1937, 4, Зll. 
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часто. Если считать, что при различных волновых числах фазы статистически 

полностью независимы, то при усреднении произведения четырех множителей 

Vk 1 Vk2 Vk3 Vk4 

останутся члены с попарно равными по абсолютной величине, но противополож
ными по знаку волновыми числами, т. е. члены вида 

а их средние можно заменить произведением средних квадратов амплитуд: 

(63) 

Однако в действительности между фазами с различными волновыми числами 
существуют статистические корреляции, так как волны взаимодействуют между 

собой. В разделе 5 мы попытаемся оценить эти корреляции для одного простого 
случая, а пока, несмотря на их существование, предположим, что в сумму вида (62) 
наибольший вклад вносят члены вида (63), так как их среднее уже в первом 
приближении, без какого бы то ни было предположения относительно поведения 
волн во времени, отлично от нуля, а средние других членов получаются отличными 

от нуля лишь при учете более тонкого взаимодействия различных волн. Итак, 
мы считаем, что разумное приближение можно получить, удерживая в (62) только 
члены вида (63). Имеем: 

--2- _ 2 " (v1c1k")(v_1c•k")(v1c11k1)(v_k"k') 
gгad р - 2р L..J (k' - k")2 . 

k',k" ' 

(64) 

При усреднении по направлениям векторов V1c (мы предполагаем, что все 
направления, перпендикулярные волновому вектору k, равновероятны для v,~) 
удобно воспользоваться соотношением 

(65) 

В результате усреднения получаем 

-- р2 [k'2kll2 - (k'k")2]2 
grad 

2р = 2 ~ lv~· llv~" 1 (k' _ k")2 
k',k" 

(66) 

Подстановка (k'k") = k'k"( позволяет произвести интегрирование по ( и полу-
чить 

(67) 

где 

( 
1) 1 [ 11 2 11 4· 6 ( 1 - s

2
)
4 

1 + s ] 
'l{J(s) = 'Ф ~ = 16s2 - 1 + 3 8 + 3 8 

-
8 + 2s ln 11 - s\ · (68) 

При О ::::; s ::::; 1 можно воспользоваться следующим приближением: 

8s ( 3 2 s
4

) 1/J(s) ~ - 1 - -s + - . 
15 7 21 

(69) 

32 Зак. 6 
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Преобразуя суммы в интегралы и подставляя в (67) спектр (28), получаем 

00 1 00 // ( k') 
rad2 - ~ 2v4k4/З J dk J !!:__ ф k" ( ) 

g Р- 9Р о о k'2/3 k"2/з [ (К)s/з]2[ (~)8/3]2· 7о 
ko ko l + k, l + k, 

Из (70) видно, что при малых значениях k интегралы сходятся и, следовательно, 
при k = О интегрирование можно выполнить без сколько-нибудь значительных 
погрешностей. Это свидетельствует о том, что grad 2р действительно определяется 
характером спектра при больших k, т. е. самыми мелкими элементами турбулент

ности. Вычислив р2 , мы пришли бы к противоположному выводу - о том, что 
интеграл при малых значениях k расходится и, следовательно, полностью опреде
ляется самыми крупными элементами турбулентности. Таким образом, значение р2 

вообще не может быть вычислено предлагаемым нами методом, поскольку, во-пер
вых, при маль1х k вид спектра зависит от геометрии эксперимента, и, во-вторых, 
при рассмотрении самых крупных элементов турбулентности нет оснований учиты

вать только средние типа (63), так как геометрия системы самых крупных вихрей 
заведомо оказывает определенное влияние на соотношения фаз. 

Преобразуем теперь (70) к следующему виду: 

00 00 

--2- - 2 2 4 4/3 2/3 ! d( ! d'f/ 
grad Р - 9Р Voko ks (2/3 

11
2/3 

о о 
[ l + (8/3] 2 [ l + 1/8/3] 2 . 

(71) 

Вычисление двойного интеграла в правой части графическим методом дает его 
приближенное значение 0,763. Следовательно, (71) можно записать в виде 

grad 2p = O,l7p2vcikci13k;t3 = (72) 

= 0,05p2v~k~JR;;X. (73) 

Тейлор 21 > высказал предположение о том, что grad 2р и p2vH ~:) 2 должны 
быть величинами одного порядка, а именно p2vcik~13k;tз. Однако из (72) видно, 
что grad 2р в действительности должен быть значительно меньше - тем меньше, 
чем больше отношение ~. Поэтому введенная Тейлором характерная длина >.'1, 
задаваемая соотношением 

( др) 2 - 2 ( v~) 2 

ду - 2р )..~ , 

--- 2 2vri 
grad 2p = -р -3 )..2, 

'1 

(74) 

(75) 

при больших числах Рейнольдса должна быть значительно больше характерной 
длины >.,,задаваемой соотношением (55). Из (75), (73) и (56) получаем 

)..'1 = ).. . 0,42 {Гя;;. (76) 

Этот резу.Льтат Плохо соrласуется с ЭксперИментал'ьными данными. Так, Тей
лор на основании эксперимента, проведеш~оrо Симмонсом вслед за аналогичным 

21 ) Tay/or G. J. J.Aeron. Sci., 1937, 4, 3J1.', 
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экспериментом Шубауера 22>, приводит значение ~ = 0,5, причем из условий 
эксперимента следует, что {.l1foX ~ 3,9. Естественно возникает вопрос, не следу
ет ли искать причину расхождения зависимости (72) с экспериментом в том, что 
при усреднении бьши учтены только члены вида (63). Нетрудно видеть, что хотя 
учет других членов может сказаться на величине числового коэффициента в (72), 
на зависимости Л11 от ko и ks, т. е. на зависимости Л11 от Rox, пренебрежение 
всеми членами, кроме членов типа (63), никак не сказывается. Действительно, 
как показывает соотношение (10), в правую часть формулы (62) должен входить 

нормирующий множитель v3k~13 . При усреднении этот множитель дополняет мно
житель размерности k213 , который, очевидно, по порядку величины не превышает 
k;;з и также непременно входит в правую часть, так как соответствующий интеграл 
по k расходился бы именно как k2

/
3

, если бы при k ,...., ks спадание спектра 
не происходило бы по закону k-7

• Остается еще одна возможность. Она состоит 
в том, что учет одних лишь членов типа (63) приводит к занижению численного 
коэффициента в (72). Однако трудно представить, чтобы правильное выраже
ние давало бы более чем десятикратное увеличение значений, без чего было бы 
невозможно интерпретировать экспериментальные данные. 

Возможно, что возникающее противоречие удастся разрешить следующим обра

зом. Главный вклад в grad 2р вносят волновые числа порядка ks, т. е. элементы 
турбулентности, диаметр которых меньше миллиметра. В эксперименте Симмонса 

поток воздуха подогревался раскаленной проволочкой длиной 20 см, натянутой 
поперек канала, и распределение нагретого воздуха измерялось на некотором 

расстоянии от проволочки. Для определения Л11 необходимы именно малые рассто
яния (от 5 до 15 см). Напрашивается предположение, что раскаленная проволочка 
создавала в потоке воздуха небольшие вихревые дорожки и дополнительную 

турбулентность, причем диаметр элементов турбулентности составлял несколько 
миллиметров. Иначе говоря, проволочка повышала интенсивность турбулентности 

именно в той области спектра, на которую grad 2р оказывает наиболее сильное вли
яние. В непосредственной близости от проволочки дополнительная турбулентность 

должна быть гораздо больше первоначальной турбулентности в той же области дли!-' 

волн. Однако дополнительная турбулентность быстро затухает, и поэтому оценить, 

объясняет ли она расхождение между (76) и экспериментальными значениями Л11 , 
довольно трудно. 

5 
Диссипация :щергии при 11ормальной иаотропной турбулентности 

Изложенные в предыдуших разделах исследования тесно связаны с основной 
проблемой статистической теории турбулентности - определением диссипации 
энергии при нормальном распределении энергии, т. е. определением постоянной х 

в (12). ·При решении этой Проблемы молеК'улярным трением можно полностью 
пренебречь. Тоща уравнения гидродинамики примут следующий вид: 

. . . . . . . 1 · v = .:...(vV)v - -V'p, Vv =О. " . р. 

В ~Ч~<;Т}J.(; HOPM~RQBOЧHOFO ~бъема ~Ыб~ре,м л§wсрiщdЩй', <?бъем 'в ЖИДКОСТИ, 
,который перемеµщется в~есте, с ~щщсч19, trarч:н1~~p~ сР скоростью, средней 

22) S~hubauer G. в. T~ch~. Rep., Nat. Ad~. Comrri: Aero., 'Wash:; '1935. No 524. · 
32* . . . 
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по объему. Итак, мы предполагаем, что объем движется со скоростью и. Тогда (60) 
переходит в 

Vk = -i ~)vk'k) [vk-k' - ~(vk-k'k)] + i(uk)vk. 
k' kz 

(77) 

Чтобы вычислить диссипацию энергии, необходимо знать, как изменяется 

со временем интенсивность \v~ \ собственных колебаний с определенным волновым 
числом (или, точнее, суммы таких квадратов амплитуд по достаточно узкой области 

k+Лk 

спектра Лk : L: \v~\). Из (77) видно, что для этого в свою очередь необходимо 
k 

знать средние по времени произведений типа 

(78) 

где k3 = -k1 - k2 • Вследствие статистически однородного распределения фаз эти 
средние обратились бы в нуль, если бы не статистические корреляции между фазами 
с различными k, обусловленные взаимодействием волн, о чем уже говорилось 

в разделе 4. Для получения этих корреляций необходимо каким-то образом учесть 
в уравнениях влияние, оказываемое на волну с заданным k волнами с другими k, 
например, представить одну из трех амплитуд в (78) в виде интеграла по времени 
от vk, а vk в свою очередь представить в виде суммы двух других vk из уравнения (77). 
В результате мы получим произведение четырех амплитуд vk, которые, однако, 

следует брать при различных значениях t. Соображения, изложенные в разделе 4, 
применимы к таким произведениям. Следовательно, первое приближение мы 
получим, если учтем только произведения типа (63). Разумеется, использованный 
нами прием можно обобщить и попытаться вычислять средние от произведений 
четырех сомножителей, сводя их к произведениям шести сомножителей, и т. д. 

Однако такие вычисления были бы слишком громоздкими, к тому же старшие 

члены дают малый вклад, и мы ограничимся лишь первым шагом. 

Для вычислений нам понадобятся средние типа 

поэтому мы введем величину 

k+дk 

L: vk(t + Лv-k(t - ~) 
k R(t, т) = ___ k_+_Л_k ----- (79) 

L: VkV-k 
k 

Суммирование в определении Rk(t, т) производится по узкой области Лk 
спектра, поэтому величина нормировочного объема не входит непосредственно 

в Rk(t, т) и усреднение производится по всем направлениям k одинаково. Вместе 
с тем область Лk спектра выбирается достаточно широкой, чтобы вмещать 
много собственных колебаний нормировочного объема (т. е. чтобы выполнялось 

неравенство k2 Лk V ~ 1), но весьма малой по сравнению с самим k. Для 
элементов турбулентности, сравнимых по порядку величины с V, эти требования 
несовместимы, но к элементам такого масштаба статистические методы и без того 
неприменимы. Следовательно, предлагаемый нами метод реализуем лишь в том 

случае, если самые крупные элементы турбулентности практически не дают вклада 

в интересующие нас средние. 
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Чтобы извлечь из уравнений гидродинамики какие-либо утверждения относи

тельно величин R1c(t, т), рассмотрим следующее выражение 

v1c== (t+~) v_1c (t- ~) = 

==-i~ ( V1c• (t+i)k) ( v1c-1c1 (t+i)v-k (t- ~)) +i(uk)v1c (~+i)v-k (t- ~). 
(80) 

Член V1c• ( t + I) в этом выражении можно заменить интегралом по времени 
от Vk' ( t + I) : 

t+т/2 

( 'Т) ! . 1 1 V1c1 t + 2 = Vk•(t) dt + V1c•(-T) = (81) 

-т 

Если Т выбрать достаточно большим, то корреляция между v_k(t) и V1c•(T) исче
зает. Поэтому после подстановки (81) в (80) целесообразно выполнить предельный 
переход Т---> оо. Усреднив затем по направлениям (при усреднении выпадает член 
С и), МЫ ПОЛучИМ ИЗ (80) И (81) 

~\k (t + ~)v-k (t- ~) = 

k+Лk 00 

= - ~ ~ '{; j dт' ( v1c" ( t + ~ - т') k') [ v1c'-k" ( t + ~ - т') k -
о 

_ (kk')( v1c'-k" ~,: I - т') k')] ( V1c-1c.( t + i) v_k ( t _ ~)). (82) 

Учитывая, как это было сделано в разделе 4, только члены типа (63), под
ставляя k' вместо k - k' и интегрируя по косинусу угла между k и k', приходим 
к следующему выражению: 

1с~1с v1c (t+ ~)v-1c(t- ~) = 

k~ j dk'k'\2:)3 ~jdт'lv~l/iЛ1 IR1c(t- ~,т-т')л1с(t+ т~r'"т') х 
о 

Х k-
3
k'-

3 
(k

2 
- k'2) [ 2kk

1 
( k

4 + k14 
- ~k2k'2) - (k2 + k'2) (k - k

2
) ln 

1
: ~ ::,]. (83) 

dRk(t т) dRk(t т) 
Это соотношение позволяет выразить производные по времени dt' и dт' 

через R1c. Кроме того, если величины Rk известны, то из (83) можно вычислить 
диссипацию энергии, положив т = О. При этом предполагается, что турбулентность 
в целом либо стационарна, либо затухает очень медленно, и времена, за которые 
интенсивность lv~ 1 заметно изменяется, очень велики по сравнению с периодами 
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флуктуаций vk. Величина \v~ 1 означает тогда среднее по интервалу времени, очень 
большому по сравнению с периодами флуктуаций, но все же малому по сравнению 

со временем затухания. 

Выражение для dR~~,r) задает меру флуктуаций величин Rk(t, r) относительно 
их временного среднего 

(84) 

как функцию времени. Можно предположить, что эти флуктуации малы в области 
малых r, определены мелкомасштабными элементами турбулентности и возрастают 
с ростом r. Позднее мы рассмотрим все эти вопросы подробнее. 

Прежде чем приступать к вычислениям, необходимо заранее условиться, каким 
образом выбирать частичный объем V и его скорость и. Можно было бы попы
таться положить и = О и отождествить V с полным объемом, но при этом мы 
получили бы ложное представление о наиболее важных соотношениях. Убывание 

со временем r корреляционной функции Rk(t, r) = Rk(r) в этой системе коор
динат определялось бы самыми крупномасштабными элементами турбулентности 

и поэтому происходило бы очень быстро. Можно показать, что в этой системе 
координат корреляционная функция в достаточно хорошем приближении задается 

выражением 

(kvoт)/M 

! 3:2 
dx · е . 

о 

Мы не будем подробно останавливаться на вычислениях, к которым оно при

водит, так как само выражение не понадобится нам в дальнейшем. Физический 
смысл поясняют следующие соображения. Задаваемая им функция Rk(r) убывает 
за некоторое время на величину порядка 2

" . За это время вследствие большой 
Vo 

скорости самых крупномасштабных элементов турбулентности через точку наблю-

дения проходит ровно один вихрь с длиной волны 2
; • Таким образом, убывание 

корреляционной функции за это время означает просто, что скорость самых круп

ных элементов турбулентности по порядку величины равна v0 , но статистически 

совершает флуктуации вокруг этого значения. Процесс, о котором идет речь, 

не имеет никакого отношения к образованию вихрей с длиной волны 2
; • Более 

того, из развитых Вайцзеккером соображений подобия следует ожидать, что при 

законе F(k) ~ k- 5!3 образование вихрей происходит лишь по прошествии времен 
порядка 27Гv0 1 k-213 k~ 113 . С другой стороны, диссипация энергии связана именно 
с образованием вихрей, а не с движением в целом. Если желательно учесть в урав

нениях образование вихрей, то необходимо воспользоваться системой координат, 

движущейся вместе с жидкостью. Частичный объем V необходимо выбрать так, 

чтобы его линейные размеры были порядка 2
; , но не намного больше 2

; , и двигать 
его со скоростью среднего движения в нем. В качестве подобного предположения 
будем считать, что каждому волновому числу k можно поставить в соответствие 
объем V, для которого величина Vk3 не зависит от k, и для выбранных та
ким образом движущихся элементов объема корреляционная функция R(t, т), как 
следовало бы ожидать из соображений подобия Вайцзеккера, представляет собой 

универсальную функцию переменной v0k213 k~13 t (или, соответственно, v0k213 k~/3r). 
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Покажем, что наше предположение позволяет удовлетворить соотношениям для 

Rk(t, т), вытекающим из (83), если Fk распределены по закону k-5!3
• 

Действительно, если положить R(t, т)::: g((, 71), где 

_ Vo k2/3kl/3 
11- 6 о т, 

k 
k' =у, (85) 

ТО ИЗ (83) получим: 

(86) 
где 

1 - у
2 

[ ( 2 2 4) ( 2) ( 4) 1 + у ] /(у)= у14/З 2у 1 - 3У +у - 1 - у 1 - у ln 11 - YI . (87) 

Постоянные ko, vo в уравнения (86) и (87) не входят. Это позволяет надеяться 
на то, что интеграл по у сходится как при малых, так и при больших у (/(у) 
достаточно быстро стремится к нулю как при у~ О, так и при у~ оо), поэтому 
нижний предел интеграла по k' без сколько-нибудь значительной погрешности 
можно выбрать равным не k0 , а просто О. Кроме того, сходимость интеграла при 
больших значениях k показывает, что в рассматриваемой проблеме молекулярное 
трение не играет роли. Поведение спектра в области самых малых элементов 

турбулентности при средних значениях k несущественно для корреляционных 
функций R(t, т) и диссипации энергии. 

Прежде чем мы приступим к анализу численного решения уравнения (86), вос
пользуемся еще раз соотношением (83), чтобы вычислить в требуемом приближении 
диссипацию энергии. Положим для этого т = О и проинтегрируем соотношение (83) 
по k в произвольных пределах от К1 до К2: 

Подынтегральное выражение правой части - антисимметричная функция по k 
и k'. Следовательно, при вычислении изменения со временем полной энергии 
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(К1 = О, К2 = оо) мы получим нуль, поскольку интеграл в правой части 
вообще сходится, т. е. полная энергия постоянна во времени. Постоянство полной 
энергии следует требовать, так как молекулярным трением мы пренебрегаем. 
ЕслИ необходимо найти, как изменяется со временем энергия, заключенная 
в интервале спектра от К1 до К2 , то интеграл в правой части можно преобразовать 

к следующему виду (антисимметричное подынтегральное выражение для простоты 
обозначим просто J): 

К2 
2 

К2 оо К2 К, К2 оо 

:t = j 41Гk2 dkl v; 1 = j dk j dk'J = j dk j dk'J - j dk j dk'(-J). (89) 

К1 К1 О К1 О К1 К2 

В первом из интегралов в правой части последнего равенства J, а во втором ( -J) 
всегда положительны. Из (89) следует, что первый интеграл можно интерпретировать 
как энергию, поступающую в единицу времени из области с меньшими волновыми 

числами (k' < К1 ) в область спектра с волновыми числами от К1 до К2 , 
а второй интеграл - как энергию, уходящую в область с большими волновыми 

числами (k' > К2 ). В частности, если положить К1 = О и К2 ~ k0 , то второй 
интеграл будет представлять полную диссипацию энергии. При нормальном спектре 

((F(k) ""k-5/ 3) она должна зависеть от К2 • Итак, из (83), (86) и (89) мы получаем 
следующее выражение для диссипации энергии: 

оо K2/k
11 

1/ 

S = ~ vбko j d:,:' j dy /(у) j d17 g ( ( - ~' 17) g ( ( ( - ~) у213 , 17у213 ) 
К2 О О 

1 00 

= ~vбho j dy(-lny)f(y) j d17g((- ~,11)9( ((- ~)y2f3,17y213 ). (90) 
о о 

Это выражение, как и должно быть, не зависит от К2 • Поскольку полная дисси

пация энергии определяется также выражением рх V: vбko (см. соотношение ( 44)), 
ТО 

Если функция g((, 77) известна, то (91) позволяет численно получить значение 
постоянной ". 

Переходим теперь к рассмотрению системы уравнений (86). Эта система 
значительно проще исходного уравнения (77), так как не содержит размерных 

величин и выведена непосредственно из равновесного спектра k-5/ 3 • С другой 
стороны, уравнения (86) содержат сведения о флуктуациях величины g((, 77) как 
функции от ( и поэтому еще слишком сложны, чтобы их можно бьmо решить 
точно. Поэтому в первом приближении можно было бы попытаться полностью 

пренебречь флуктуациями и вычислить лишь средние знания, но, к сожалению, 
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вклад флуктуаций в некоторых областях слишком велик, чтобы им можно бьmо 

пренебречь. В этом можно убедиться, если рассмотреть второе из уравнений (86). 
Действительно, если положить 

9((, 1/) = 9(() + д9((, 1/), 

где 9(() - среднее от 9((, 1/) по (: 

9(1/) =9((,1/), 

то, усреднив по времени второе из уравнений (86), получим: 

00 00 

~ ! dy J(y) ! 1/'[9(1/' - 1/) + 9(1/' + "1)]9('f/'Y2/3) = 
о о 

00 00 

=-~/ dyf(y) j d17'[л9 ((-;, 171 -,,,)л9 (((+ "'~"'
1

)y2f3, 111y213) + 
о о 

+ Д9 ( ( - ; ',,,, + 1/) д9 ( ( ( - 17~11') у2/3, 'f/'y2/3) ] . 

(92) 

(93) 

(94) 

Это соотношение показывает, что флуктуации д9((, 17) не всегда малы. Хо
тя левая часть соотношения (94) обращается в нуль при 1/ = О (это следует 
из соотношения 

J (;) = -y4f3 /(у), (95) 

которое нам предстоит вывести в дальнейшем, и означает, что спектр k-5
/
3 

действительно находится в равновесии), при возрастании 11/1 левая часть принимает 
большие значения, поэтому сомнительно, чтобы приближение, получаемое при 
переходе от (82) к (83) с учетом только средних типа (63), оказалось достаточным. 
Однако мне не удалось улучшить приближение или получить что-нибудь, кроме 

самой грубой оценки решения уравнений (86). 
К такой оценке приводит предположение о том, что при больших значениях 17 

первое слагаемое в правой части (94) гораздо больше второго слагаемого, поскольку 
в первом слагаемом интеграл берется по области 171,...., 'f/, дающей, очевидно, большой 
вклад; в то время как во втором слагаемом при больших 1/ множители д9 во всей 
области интегрирования принимают малые значения. Следовательно, по крайней 
мере при больших 1/ представляется разумным принять предположение о том, что 
вторым слагаемым в правой части соотношения (94) можно пренебречь. В этом 
приближении, усредняя по времени первое из уравнений (86) и используя (94), 
получаем: 

00 00 

d9(11) 3 ! ( ) ! 1 ( ') ( 1 2/3) -;J;/ = - 8 J у dy d'f/ 9 1/ + 1/ 9 1/ у (при 17 ~О). (96) 

о о 

Это уравнение можно использовать, например, следующим образом. Предполо
жив, что 9(1/) имеет какой-нибудь правдоподобный вид, оставить сначала масштаб 
31 Зак. 6 
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по оси 'IJ неопределенным, а затем подобрать его так, чтобы уравнение (96) 
выполнялось при больших '1/ как можно более точно. Тем самым крутизна спада 
при больших '1/ будет передана довольно точно, а именно эта крутизна является 
решающим критерием при выборе значения х. 

При вычислениях удобно ввести вместо у и /(у) новые переменные 

s = у213 , ip(s) ds =/(у) dy. (97) 

Тогда, как видно из (87) (см. также (95)), 

ip ( ~) = -sip(s). (98) 

Это соотношение основано на том, что диссипация энергии в интервале волно

вых чисел от 1-k до k с точностью до множителя, связанного с преобразованием 
а 

подобия, совпадает с диссипацией энергии в интервале волновых чисел от k до ak. 
Кроме того, хорошее приближе-

ние дает следующее представле

ние ip(s): 

32 ( 3) ( 2 2) ip(s) = 5 s 1 - s 1 - 1s 

при О~ s ~ 1. (99) 

Соотношение (98) позволяет све
сти ip( s) при б6льших s к интер
валу О~s~l. 

На рис. 4 приведены правдо
подобный вид функции g('IJ), пра
вой части уравнения (96), запи-

оо 

санной в виде J d'IJ ... , и g'('IJ). 
о 

Масштаб выбран таким, что две 
последние кривые совпадают при 

больших 'IJ. При малых '1/ меж
ду кривыми существует заметное 

-0,3 .._ _______ _._ ___ _.... ___ ~ различие, но при малых '1/ пере-

0 5 10 15 20 стает выполняться уравнение (96). 
Рис. 4 Подставляя полученную функ

цию g('I/) в (91) и пренебрегая 
флуктуациями, получаем: 

1 1 

х = 2~ j ds (- ln s)ip(s) j d'f/ g('IJ)9('1Js) = 0,98. (100) 

о о 

Эта грубая оценка дает правильный порядок величины х, но точное значение 
постоянной может отличаться от 0,98 даже вдвое. Таким образом, расчеты, которыми 
мы занимались в заключительном разделе статьи, хотя и не приводят к точному 

значению постоянной х, все же позволяют дать качественное математическое 

описание процессов, лежащих в основе диссипации энергии. Возможно, что 
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всестороннее обсуждение различных экспериментов Симмонса 23>, Драйдена 24>, 
Прандтля 25> и других авторов по измерению спектра и затухания турбулентности 
позволит с достаточной точностью определить значение х. 

23) Simmons L. F. G., Salter С. Ор. cit. 
24) Dryden H.L., SchubauerG.B., Mock W.C., Skramstad Н.К. Ор. cit.; Dryden H.L. Ор. cit. 
25) Prandt/ L. Proc. V Intern. Congr. Appl. Mech. Cambrdige (Mass.), 1938. Р. 340. 
31* 



К ТЕОРИИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
И ИЗОТРОПНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ* 

В последнее время статистическая теория турбулентности, основы которой были 

заложены Тейлором I), Карманом и Говартом 2), достигла столь значительных успе
хов, что позволила дать удовлетворительное объяснение распределению энергии 

в спектре между турбулентными вихрями. Колмогоров З) и независимо от него 
Онзагер 4) и Вайцзеккер 5) ввели гипотезу подобия, позволяющую определять спектр 
для вихрей при больщих числах Рейнольдса, а Гейзенберг б) распространил эти 
расчеты на те компоненты спектра, которые соответствуют малым числам Рей

нольдса. Поскольку распределение энергии среди крупных вихрей должно быть 
геометрической, а не статистической проблемой, то можно сказать, что в настоя

щее время достигнуто хорошее понимание статистической части спектра. Недавно 

Бэтчелор и Таунсенд 7) исследовали затухание турбулентного движения, вызванного 
ячеистой решеткой в аэродинамической трубе. Ниже мы применим к этой задаче 
статистическую теорию. 

В наших расчетах будут использоваться обозначения Гейзенберга 8>. Если 
pF(k) - энергия, приходящаяся на интервал волновых чисел от k до k + dk, 
то для диссипации энергии было предложено следующее уравнение (уравнение ( 13) 
из этой работы): 

k 

F(k") dk 11
} ! 2F(k')k'22 dk' 

k"з ' 
о 

(1) 

где Sk - полная потеря энергии той части спектра, которая заключена между k = О 
и k. Физическое допущение, положенное в основу уравнения (I), состоит в том, 
что для всех вихрей с волновыми числами от О до k действие меньших вихрей 
можно учесть введением дополнительной вязкости, поскольку характер переноса 

импульса меньшими вихрями схож с действием обычного трения (Прандтль 9>). 

* On the theory of statistical and isotropic turЬulence. - Proc. Roy. Soc" 1948, Ser. А, 195, 1042, 402-406. 
Перевод Ю.А.Данилова. 

I) Taylor G. /. Proc. Roy. Soc" 1935, А 151, 421. 
2> Karman 1h. von, Howarth L. Proc. Roy. Soc" 1938, А 164, 192. 
J) Колмогоров А. Н. ДАН СССР, 1941, 30, 299-303; 32, 19-21. 
4) Onsager L. Phys. Rev" 1945, 68, 286. 
S) Waizriiker С. F. von. Zs. Phys" 1948, 124, 614. 
б) Heisenberg W. Zs. Phys" 1948, 124, 628. 
7
) Batchelor G. К" Townsend А.А. Proc. Roy. Soc" 1947, А 190, 534; 1948, А 193, 539; 1948, А 194, 527. 

s) Heisenberg W. Ор. cit. 
9) Prandtl L. Nachr. Ges. Wiss. Gбttingen, 1945, 6. 
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Дополнительная вязкость должна зависеть от интенсивности F(k) малых вихрей, 
т. е. от части спектра с большими k. Если принять эту гипотезу, то выражение 

00 

7lk = pk ! (2) 
о 

для турбулентной вязкости следует как простейшее допущение из соображений 
размерности, так как величина 71k должна быть произведением плотности, скорости 
и длины. Коэффициент k - численная постоянная, имеющая, судя по эксперимен
тальным данным, значение около 0,8. Соотношение (2) - не что иное, как простая 
математическая запись гипотезы подобия, введенной Колмогоровым, Онзагером 
и Вайцзеккером. 

В цитированной работе Гейзенберга вид F(k) рассматривался для стационарного 
турбулентного движения. Было показано, что при меньших k (т. е. при больших 

числах Рейнольдса для вихрей) F(k)"' k513
, а при больших k (при малых числах 

Рейнольдса для вихрей) F(k) "'k-7
• Оба результата следуют из гипотезы подобия. 

Действительно, если обозначить через vk характерную скорость вихря диаметра ~, 

то при средних значениях k ( k ~ k0 , где ko характеризует самые крупные вихри, 
НО z~ ~ 1) ПРОИЗВеДеНИе турбулеНТНОЙ ВЯЗКОСТИ ( N Р ~) И Среднего Значения fOt 2v 
для этой части спектра ("' vzk2

) должно быть постоянным, так как величина sk озна
чает полный поток энергии и поэтому не должна зависеть от k. Отсюда следует, что 

V k-1/3 
k "' ' 

(3) 

а это в свою очередь эквивалентно F(k) "" k 513
• С другой стороны, при очень 

больших k (~ ~ 1) полный поток энергии от всех больших вихрей в малые вихри 
пропорционален величине p~rot 2v, где среднее rot 2v может быть теперь взято 
практически по всему спектру и в рассматриваемом приближении не зависит от k. 
Эта энергия должна быть равна энергии, поглощаемой малыми вихрями за счет 
обычной вязкости, т. е. ,.,, µvzk2

• Следовательно, 

(4) 

что эквивалентно F(k) "' k-7
• 

Если турбулентное движение не поддерживается внешними силами, то оно долж
но затухать и скорость затухания можно вывести непосредственно из уравнения (1), 
преобразовав его предварительно к виду (и=~) 

k { 00 :t ! F(k, t) dk = - v + k ! 
о k 

k 

F(ku, t) dk"} ! 2F(k' t)k'2 dk'. 
k"3 ' 

о 

(5) 

Если начальное спектральное распределение F(k, О) задано, то (5) определяет 
спектр в любой последующий момент времени. И в этом случае можно попытаться 

найти решения, обладающие простыми свойствами подобия. Непосредственно 
видно, что семейство частных решений можно получить, положив 

1 
F(k, t) = ../if(kVt). (6) 
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Уравнение (5) переходит при этом в уравнение 

'~:;) dx"}. j 2/(•')•" dx'. 

о 

(7) 

Физический смысл гипотезы подобия ( 6) проще всего сформулировать в виде 
утверждения о том, что полный спектр определяется по существу одной величиной 

размерности длины, в качестве которой можно выбрать i - диаметр наибольщих 
вихрей, и их скоростью v0 • Если принять эту гипотезу, то из соображений 
размерности следует, что 

!:__ (~) "'Vo И 
dt ko 

!:__ (~) "' ko, 
dt Vo 

1 
откуда сразу же получаем: k0 "'v0 "' .,л· (8) 

Заметим, что подобие ( 6) не нарушается и при наличии вязкости и что число 
Рейнольдса турбулентного движения остается постоянным на протяжении всего 
затухания, так как оно по существу равно ~ "' const. 

Рассмотрим решение (7) сначала для случая 11 = О, т. е. при очень больших числах 
Рейнольдса. Функция f(x), насколько можно судить, оказывается однозначно 
шределенной с точностью до преобразования подобия, так как если f = g(x) 
решение уравнения (7), то / = a3g(ax) - также решение уравнения (7). 

Из уравнения (7) можно вывести важные свойства функции /(х): 

{ 
const · х 

/(х)"' const · х513 
при любом малом х, 

при любом большом х. 
(9) 

Разумеется, второе свойство следует непосредственно из гипотезы Колмогорова. 

Положив k = 0,8, получим приближенное решение уравнения (8): 

ха4 

/(х) = 2· 

[1 + (~.~)4/3] 
(10) 

Это решение точно при малых и больших значениях а и дает достаточно хорошее 
приближение при средних значениях; а - произвольная постоянная интегрирова

ния. 

Задав начальное состояние при t = to двумя постоянными v0 и ko, мы получим 
наконец из (6) и (10) 

(11) 

Причина, по которой функция F(k, t) пропорциональна k при малых значени
ях k, состоит в том, что диссипация энергии в очень больших вихрях очень мала, 
и если должно существовать подобие в смысле соотношения (6), то оно может 
проявляться лишь при линейной зависимости F(k, t) от k. 

При конечных, но очень малых 11 спектр ( 11) может быть верен при не слишком 
больших k, а затем, как показано в работе Гейзенберга 10>, изменяется по закону k-7• 

IO) Heisenberg W. Ор. cit. 
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В противоположном случае при очень больших значениях v, т. е. при очень 

малых числах Рейнольдса, для всего турбулентного движения в целом также может 
быть получено приближенное решение уравнения (7). При малых значениях х это 

решение ведет себя как xe-2
vz

2
, а при больших - как х-7 • С разумной точностью 

его можно (при {:J ~ 1) задать в виде 

F(k, t) = {:J2v2k [e-k2vt + k{:J k2vt ] ' 
4 (1+2 113k2vt)

3 (12) 

где параметр {:J ~ 1 по существу задает число Рейнольдса для рассматриваемого 
движения. 

А теперь нам необходимо обратиться к вопросу о том, должно ли реальное 
турбулентное движение при затухании стремиться к простому решению (11). Это 
решение описывает состояние равновесия. Вихри меньших размеров пороЖдаются 
вихрями больших размеров и отдают свою энергию вихрям еще меньших размеров. 

Источниками энергии всегда служат самые крупные вихри. Гипотезы подобия ( 6) 
и (8) можно сформулировать как утверЖдение о том, что часть самых крупных 
вихрей становится еще больше, а часть уменьшается. Убывая в размерах, вихри 
очень быстро достигают общего колмогоровского равновесия. Увеличиваясь, вихри 

сохраняют примерно тот же момент количества движения, которым они обладали 

в начале, так как даже если к крупному вихрю присоединяются новые части 

жидкости, то они не дают вклада в средний момент количества движения. Поэтому 

для самых больших вихрей величина ~ остается приблизительно постоянной, что 

приводит снова к соотношениям (8). 
Возникает вопрос, будет ли реальное турбулентное движение стремиться к этому 

равновесию. Эксперименты Бэтчелора и Таунсенда 11> показывают, что довольно ско
ро затухание действительно начинает следовать закону (8), причем энергия убывает 
как t, а после некоторого периода затухание ускоряется, число Рейнольдса турбу
лентности уменьшается, пока не становится столь малым, что, как показали подроб

ные исследования Бэтчелора и Таунсенда 12>, инерциальные члены перестают играть 
существенную роль в турбулентном движении, и энергия начинает убывать как г5/2 • 

При больших значениях k, т. е. при малых вихрях, реальное турбулентное 
движение очень быстро приходит в состояние равновесия. Все трудности связаны 

с областью больших вихрей. В работе Гейзенберга 13> предполагалось, что размеры 
самых крупных вихрей приближенно постоянны. Как показывает соотношение (5), 
это допущение заведомо не верно и не следует ни из какого разумного спектра. 

Реальный спектр не может также стремится при малых значениях k и к (11), так 
как при очень малых k он должен убывать до нуля гораздо быстрее, чем (11). 
Бэтчелор 14> показал, что F(k) изменяется при очень малых k как 

F(k)"' k4 
· const. (13) 

Обычно реальный спектр в некотором диапазоне не слишком малых k хорошо пред
ставим функцией вида ( 11). Но заведомо существует область очень малых k, в кото
рой F(k) с самого начала меньше, чем функция (11); самые большие вихри никогда 

ll) Вatchelor G. К., Townsend А.А. Proc. Roy. Soc., 1948, А 193, 539. 
12) Batchelor G. К., Townsend А.А. Proc. Roy. Soc., 1948, А 194, 527. 
IЗ) Heisenberg W. Ор. cit. 
14) Batchelor G. К. Proc. Roy. Soc., 1949, А 195, 513. 
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не могут содержать столько энергии, сколько требует функция (11). Следовательно, 
линейное затухание энергии ( v2 ,...., f) будет происходить до тех пор, пока, наконец, 
максимум кривой (11) не сдвинется к меньшим значениям k, близким к той области, 
в которой F(k) меньше функции (11). На этой стадии самые большие вихри уже 
не обладают запасом энергии, достаточным для поддержания закона f, число Рей
нольдса турбулентного движения падает и достигает столь малых значений, что инер

циальные члены, как показали Бэтчелор и Таунсенд 15>, утрачивают всякое значение. 
Точка, в которой на смену закону f приходит более быстрое затухание, 

зависит от начальных условий, в частности, от количества энергии, содержащейся 

в компонентах Фурье с длинами волн, превышающими ширину ячейки в решетке. 
Приведенное нами описание затухания турбулентности остается в силе, даже 

если начальное число Рейнольдса турбулентного движения не велико, так как гипо

теза подобия (6) приводит к решениям (5) при любом значении числа Рейнольдса. 
Важным условием для реализации закона f при затухании является существование 
весьма большого диапазона в начальном спектре (или возникновение такого диапа
зона в самом начале установления турбулентного равновесия), в пределах которого 

F(k),...., k и закон f ограничен только тем, что при очень малых значениях k закон 
F(k) ,...., k перестает действовать. 

Несколько замечаний можно добавить относительно физической картины тур
булентности, какой она представляется в свете последних работ. Некогда считалось, 
что турбулентность обусловлена вязкостью. В справедливости подобного мнения 
не возникало никаких сомнений, поскольку в отсутствие вязкости жидкость теоре

тически могла бы совершать все классические ламинарные движения, при которых 
она скользит вдоль стенок; только вязкость вызывает завихрение жидкости вблизи 

стенок. В настоящее время мы знаем, что истина - почти в обратном. Невязкая 
жидкость представляет собой систему с бесконечным числом степеней свободы. 

Мало вероятно, что возбуждаться должны лишь те немногие степени свободы, 
которые соответствуют ламинарному течению. Если подвести энергию к невяз
кой жидкости, то энергия распределится по всем степеням свободы. Установится 
некое равновесное распределение, аналогичное распределению Максвелла в газах 

и описываемое спектром, наЙденным Колмогоровым, Онзагером и Вайцзеккером. 

Именно вязкость понижает число степеней свободы, так как приводит к очень 
быстрому затуханию всех движений очень малых вихрей. Таким образом, только 
вязкость делает возможным ламинарное движение. Турбулентность представляет 
собой по существу статистическую проблему того же типа, как и проблемы ста
тистической механики, поскольку речь идет о распределении энергии по очень 

большому числу степеней свободы. Так же, как и в теории Максвелла, эта проблема 
может быть решена без обращения к деталям механического движения. Именно 
поэтому нам и удалось решить ее здесь, исходя из простых соображений подобия. 

Уравнение (1) - более чем простой способ описания этих свойств подобия. 

15
) Batchelor G. К., Townsend А.А. Proc. Roy. Soc., 1948, А 194, 527. 



Часть V 

ТЕОРИЯ 
ЯДРА 



О СТРОЕНИИ АТОМНЫХ ЯДЕР. 1* 

Обсуждаются следствия гипотезы о том, что атомные ядра построены из протонов 

и нейтронов без участия электронов. 

§ 1. Гамильтонова функция ядра. 
§ 2. Отношение заряда к массе и особая стабильность ядра Не. 
§ 3-5. Стабильность ядер и ряды радиоактивного распада. 
§ 6. Обсуждение физических основных предположений. 

Опыты Кюри и Жолио!) вместе с их объяснениями, данными Чадвиком 2> 
показали, что в строении ядер важная роль принадлежит новой фундаментальной 
частице - нейтрону. Из этого результата естественно напрашивается гипотеза, 

что атомные ядра построены из протонов и нейтронов без участия электронов з). 
Если эта гипотеза правильна, то она чрезвычайно упрощает теорию атомных 

ядер. Действительно, фундаментальные трудности, с которыми мы сталкивались 

в теории {3-распада и в статистике ядра азота, тогда сведутся к вопросу, какой 

статистике подчиняется нейтрон и каким образом он может распадаться на протон 
и электрон, в то время как строение ядер может быть описано по законам квантовой 
механики с учетом взаимодействия между протонами и нейтронами. 

§1 

В следующих рассуждениях мы будем предполагать, что нейтроны следуют 

правилам статистики Ферми и обладают спином ! i:r . Это предположение необ
ходимо для объяснения статистики ядра азота, и оно соответствует эмпирическим 

данным по ядерным моментам. Если бы мы приняли допущение, что нейтрон 
состоит из протона и электрона, то нам пришлось бы тогда приписывать электрону 

статистику Бозе и нулевой спин. Однако детальное рассмотрение этого допуще

ния оказывается нецелесообразным. Наоборот, нейтрон надо рассматривать как 
самостоятельную фундаментальную частицу; правда, следует предполагать, что при 

известных условиях нейтрон может расщепляться на протон и электрон, причем 

законы сохранения энергии и импульса по всей вероятности уже не выполняются 4). 

Рассмотрим сначала одну из сил взаимодействия элементарных составных 

частей ядра, а именно силу между нейтроном и протоном. Если мы сблизили 
нейтрон и протон на сравнимое с размерами ядра расстояние, то - по аналогии 

с ионом нt - отрицательные заряды будут обмениваться своими координатами 
друг с другом, и частота обмена будет определяться функцией kJ(r), в которой r -

• UЬer den Bau der Atomkeme. 1. - Zs. Phys., 1932, 77, 1-11. Перевод А.А. Сазыкина. 
I) Curie /., Joliof F. С. R. Acad. Sci., 1932, 194, 273, 876. 
2) Chadwick J. Nature, 1932, 129, 312. 
J) См. также Jwanenko D. Nature, 1932, 129, 798. 
4) См. также Bohr N. Faraday Lecture. J. Chem. Soc., 1932, 349. 
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расстояние между двумя частицами. Величина J(r) соответствует обменному или 
правильнее координатному обменному интегралу теории молекул. Этот обмен 
координатами тоже можно наглядно представить себе с помощью электронов 
без спина, подчиняющихся статистике Бозе. Однако правильнее рассматривать 
существование обменного интеграла J(r) как фундаментальное свойство пары 
нейтрон-протон, не пытаясь связывать его с движением электронов. 

Аналогично, взаимодействие двух нейтронов мы будем описывать энергией 
взаимодействия -K(r), причем по аналогии с молекулой Н2 можно предполагать, 
что эта энергия приводит к силам притяжения между нейтронами 5>. Наконец, будем 
обозначать дефект массы нейтрона по отношению к протону через D (в единицах 
энергии). Предположим еще, что кроме сил, описываемых функциями J(r) и K(r), 

2 

и кулоновского отталкивания ~ между каждыми двумя протонами не действуют 
никакие другие заметные сил~ взаимодействия. Далее, мы будем пренебрегать 
всеми релятивистскими эффектами, а, следовательно, и взаимодействием между 

спином и орбитой. О функциях J(r) и K(r) можно сделать только некоторые 
совершенно общие утверждения. Предполагается, что в областяk порядка 10-12 см 
с увеличением r они быстро спадают до нуля. Далее, по аналогии с молекулами 
следует предполагать, что для нормальных значений r функция J(r) больше, 
чем К ( r); это предположение будет существенным для последующего рассмотрения. 
Дефект массы нейтрона D можно считать малым по сравнению с обычными 

дефектами массы элементов. 

Для того чтобы теперь написать гамильтонову функцию атомного ядра, це
лесообразно ввести следующие переменные. Каждой частице сопоставляется пять 
величин - три пространственные координаты (х, у, z) = r, спин qz в направле

нии z и пятая величина р', которая может принимать два значения + 1 и -1. Если 
для частицы р( = + 1, то это означает нейтрон, если р' = -1, то мы имеем протон. 
Поскольку в гамилътоновой функции вследствие обмена координатами встречаются 

также .элементы, отвечающие переходу от Р' = + 1 к р' = -1, то целесообразно 
ввести еще матрицы 

р{ = 1 ~ ~ , , рЧ = 1 ~ -~ 1 • Р' = 1 ~ - ~ 1 · 

Однако пространство ~. 'f/, ( не имеет, конечно, ничего общего с истинным 
пространством. 

В этих переменных полная гамилътонова функция ядер имеет вид (М - масса 
протона, rk1 = /rk - t1/, Pk - импульс частицы k): 

Н = 2~ L: Р~ - ~ L: J(rk1)(p~pf + PZPi) - ~ L: K(rk1)(1 + pf) (1 + pf) + 
k k>l k>I 

+ ~ L: {(1 - pf)(I - pf) - ~D L:(l + pf). (1) 
4 k>l Tk/ 2 k 

Из этих пяти членов первый означает кинетическую энергию частиц, второй -
энергию обменного взаимодействия, третий - силы притяжения нейтронов, че
твертый - кулоновское отталкивание между протонами, пятый - дефект массы 
нейтронов. 

Теперь возникает чисто математическая задача - получить из уравнения (1) 
выводы о строении ядер. 

s) За указание на это и за некоторые другие ценные замечания я хотел бы сердечно поблагодарить 
В.Паули. 
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§2 

Мы рассмотрим теперь ядро, состоящее из п частиц, а именно из п 1 нейтронов 
и п2 протонов. Величина п 1 = ~ I:(l+p1) коммутируете Н в уравнении (1) и, сле-

k 
довательно, представляет собой интеграл движения; это же справедливо для п2 . Если 

мы сначала пренебрежем последними тремя членами в уравнении (1) и сохраним 
только первые два, то энергия при перемене знака I: Р1 на обратный по соображени
ям симметрии останется неизменной. Следовательно, значению I: Р1 =О, наверное, 

k 

соответствует экстремальное значение энергии. Поскольку в сумму I: Р1 = п энер
k 

rия связи в этом приближении не входит вообще, то сумме I: Р1 = О в общем случае 
k 

принадлежит минимальное из всех значений энергии. Эту ситуацию можно охарак

теризовать также следующим образом: первые два члена гамильтоновой функции 

полностью симметричны по протонам и нейтронам. Поэтому минимум энергии, обу

словленный обменными интегралами, получается тогда, когда ядро состоит из оди

накового числа нейтронов и протонов. Этот результат хорошо подтверждается экс

периментальным фактом, что масса атомных ядер в общем примерно вдвое больше 
их заряда (в единицах массы и заряда протона). Последние три члена уравнения (1) 
сдвигают соответствующее минимуму энергии отношение числа нейтронов к числу 

протонов в сторону первых, и притом по мере возрастания общего числа п все 

в большей мере из-за кулоновских сил. Детал~ное применение этого результата к во
просу о том, какие ядра могут встречаться в природе и какие нет, предполагает по

дробное обсуждение стабильности ядер, что будет проделано только в разделах 3-5. 
Единственным ядром, для которого можно еще непосредственно указать ре

шение уравнения (1), является ядро изотопа водорода Юри 6) с массой 2. Оно 
состоит из одного протона и одного нейтрона, и волновую функцию 'l/J ( r1 pf, ~2р~), 
разрешающую уравнение (1), по аналогии с квантовомеханической проблемой гелия 
всегда можно представить в виде 

Здесь введены сокращенные обозначения 

а(р) = Dp,1, 

{З(р) = Dp,-t· 

(2) 

(3) 

Притяжение двух частиц получается, если в скобках в правой части формулы (2) 
выбрать положительный знак. Тогда функция ip( r1, r2) удовлетворяет волновому 
уравнению 

{ 2~ (pf + Р~) - J(r12) - D - W }ip(r1, r2) =О. (4) 

В энергетическом наинизшем состоянии функция ip(r1, r2) симметрична по r1 и r2, 
что возможно при наличии спина, несмотря на статистику Ферми. 

Проводить более точное математическое исследование ядра Не с помощью 
уравнения (1) мы пока не будем. Мы приведем здесь только следующие качественные 
соображения. Рассматривая сначала ядра, состоящие только из нейтронов, мы 

б) Urey Н., Brickwedde F., Murphy G. Phys. Rev., 1932, 39, 164; 40, 1, 464. 
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можем увидеть, что в соответствии с уравнением ( 1) ядро из двух нейтронов 
должно быть особенно устойчивым образованием, так как собственная функция 
системы может быть симметричной по двум нейтронам (т. е. по их координатам t 

и р), но вследствие принципа Паули не более чем по двум нейтронам. То 
обстоятельство, что такие состоящие только из нейтронов ядра неустойчивы 
по другим, не содержащимся в уравнении (1) причинам, которые будут рассмотрены 
лишь позднее, для последующего не играет никакой роли. По той же причине 

можно предполагать, что ядро Не, состоящее из двух протонов и двух нейтронов, 
вследствие принципа Паули аналогично «замкнутой оболочке» и поэтому оно 
должно быть особенно устойчивым, что и подтверждается опытом. Сказанному 
соответствует также то, что полный спин этого ядра равен нулю. 

Рассмотрим теперь силы, действующие между двумя ядрами на большом рас

стоянии. Предположим, что для каждого из этих двух ядер I: р< ==О, т. е. число 
нейтронов равно числу протонов. Для взаимодействия ядер, которое можно рассма
тривать как малое возмущение, энергия в соответствии с уравнением (1) имеет вид 

H (I) - 1 '"' J( ) ( { { 1/ 1/ ) - - 2 L-1 т"", р"р", + Р1<Р1:• -
kk' 

- ~ L K(rkk') ( 1 + pf) ( 1 + pf,) + ~ L l_ ( 1 - pf) ( 1 - р~,). (5) 
kk' kk' Tkk' 

При этом индекс k относится к частицам одного, а индекс k' - к частицам 
другого ядра. Если мы образуем среднее по времени значение (5) по невозмущенному 
движению ядер, то останется среднее кулоновское отталкивание ядер и среднее 

притяжение нейтронов, причем первое преобладает на больших, второе - на малых 

расстояниях. Среднее по времени значение наибольшего первого члена в формуле (5) 
обращается в нуль, так как среднее значение р{ равно нулю, если известно, 
что I: µ' = О (это следует проще всего из симметрии задачи относительно 
оси ( в пространстве ~. ТJ, (). Если же мы проделаем вычисления во втором 
приближении теории возмущений, то недиагональные матричные элементы первого 

члена в формуле (5) приведут к притяжению сил Ван дер Ваальса; ведь энергия 
возмущения во втором порядке всегда имеет вид 

1 
(1) 12 

w~2)=-L:~. 
/ hVk/ 

(6) 

Таким образом, два ядра на больших расстояниях отталкиваются из-за своих зарядов, 
а на малых расстояниях они связываются благодаря вандерваальсову притяжеt1ию 
и притяжению нейтронов друг к другу. 

§3 

В соответствии с приведенными выше соображениями ядро можно представить 
себе как такое образование, которое в общем имеет несколько больше нейтронов, 
чем протонов, и содержит особенно устойчивые конфигурации из двух протонов 

и двух нейтронов - а-частицы. Рассмотрим теперь nопрос, при каких условиях 

такое ядро будет стабильным и каким образом оно может распадаться в случае 
нестабильности. 

Возьмем сначала ядро, состоящее из одних только нейтроt1ов; вследствие при
тяжения нейтронов, описываемого третьим членом в уравнении (1), такое ядро 
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на первый взгляд бьшо бы стабильным, так как пришлось совершить работу, чтобы 

удалить из него какой-нибудь нейтрон. Вероятно все же, что можно бьшо бы выде

лить энергию, удалив из ядра один нейтрон и поместив на его место один протон, 

так как выиrрыш от прибавления протона с избытком компенсирует потерю от уда
ления нейтрона; это справедливо при нашем предположении, что обменные силы 

превышают силы притяжения между нейтронами. Поэтому можно предположить, 
что такое ядро стало бы распадаться, испуская {З-лучи. Таким образом, хотя при

менимость законов сохранения импульса и энергии к распаду нейтрона и ставится 

под вопрос экспериментальным фактом непрерывности спектра {З-излучения, мы 

здесь можем воспользоваться балансом энергии {З-излучения, пока мы утверждаем: 
{З-распад происходит тогда и только тогда, когда масса покоя рассматриваемого ядра 
больше, чем суммарная масса покоя электрона и ядра, возникающего при {З-распаде. 

Это предположение обычно также делалось и в теории атомного ядра 7). Для его 
обоснования можно сослаться на то, что по аналогии с квантовомеханическими 
системами нейтрон, вероятно, время от времени претерпевал бы спонтанный распад 

под влиянием сильного электрического поля. Если баланс энергии в указанном 

выше смысле оказывается положительным, то это означает: в ядре на нейтрон дей

ствует силовое поле, которое - подобно тому, как это делает электрическое поле, -
стремится разложить его. Если же баланс энергии (который всегда определяется 
точно), окажется отрицательным, то такая сила на нейтрон не действует. 

Принимая только что рассмотренное предположение об устойчивости ядер 

по отношению к {З-распаду, можно сделать следующий вывод: в ядре, первоначально 
состоявшем из одних только нейтронов, нейтроны будут превращаться в протоны 

с испусканием /З-лучей до тех пор, пока энергия, приобретаемая при добавлении 
одного протона, не станет строго равной энергии, которую необходимо затратить 

для отрыва одного нейтрона, т. е. до тех пор, пока не будет достигнут минимум 

энергетической кривой при постоянном числе частиц. При еще меньших числах 
нейтронов ядро будет безусловно стабильным по отношению к {З-распаду. 

Положение минимума в зависимости от порядкового числа можно оценить 
из следующих соображений. Выиrрыш в обменной энергии, получаемый при 
добавлении одного протона, - в предположении, что функция J(r) с ростом 
расстояния стремится к нулю достаточно быстро, для тяжелых ядер может зависеть 

в основном только от отношения нейтронов к числу протонов !!.L; поэтому мы введем 
n2 

для него обозначение / ( ~). Совершенно таким же образом проигрыш в энергии, 
связанный с отрывом одного нейтрона, для тяжелых ядер будет стремиться 

к некоторому значению g(!!.L), зависящему только от !!.L. Наконец, при добавлении 
n2 n2 

протона необходимо еще для преодоления электростатических сил затратить энергию 

(Здесь R означает радиус ядра, который предполагается приблизительно рав
ным Vп.) Таким образом, положение минимума определяется уравнением 

(7) 

7> Gamow G. Der Bau des Atomkems und die Radioaktivitiit. Leipzig, 1932. 



0 СТРОЕНИИ АТОМНЫХ ЯДЕР. l 503 

Предполаrая, что функции f (~) 
и g(~) приближенно можно счи
тать линейными по !.!l, мы получа-

n2 

ем для такоrо приближения 

n1 n2 - = С1 + С2 з.r.:;-• 
n2 vn 

(8) 

~ 
~ 

1,6 

1,5 

1,4 

причем С1 и С2 - постоянные. 1,3 
На рис. 1 для каждоrо зарядо-

воrо числа показана максимальная 1,2 
и минимальная величина отноше

ния !.!.L, наблюдаемая для соответ-
n2 

ствующеrо элемента. Эти величины 
колеблются очень сильно, что от
части объясняется, вероятно, воз

можным существованием у мно

rих элементов стабильных изото

пов, пока еще не замеченных из-за 
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Рис. 1 

их малой распространенности. Для сравнения с уравнением (8) через наивысшие 
точки проведена кривая типа (8) с постоянными С1 = 1,06, С2 = 0,0313 8>. Каче
ственно ход отношения !.!l в системе ядер, таким образом, хорошо воспроизводится 

n2 

кривой типа (8). 

§4 

Коrда отношение !.!l окажется по величине ниже некотороrо критическоrо значе-
n2 

ния, кулоновское отталкивание положительных зарядов может, особенно в тяжелых 

ядрах, стать по сравнению с обменными и межнейтронными силами настолько 

большим, что ядро начнет спонтанно распадаться, испуская а-частицы. Тот факт, 

что этот распад происходит с испусканием а-частиц, а не протонов, следует из зна

чительно меньшей в общем случае энерrии связи а-частиц в ядре. Ядра, которые 

образовались в результате цепочки fJ-распадов, не могли бы распадаться с испус
канием протонов даже в принципе, ибо fJ-распад всеrда кончается на том месте, 
на котором для удаления одноrо протона потребовалось еще затратить энерrию. 

Минимальное значение !!.1 определяется условием, что кулоновская энерrия, 
n2 

освобождаемая при испускании а-частицы, компенсируется энерrией друrих вза-

имодействий а-частиц с остаточным ядром. Последняя энерrия для тяжелых ядер 

снова будет зависеть только от отношения !!.1. Предполаrая опять, что эта зависи-
n2 

мость приближенно выражается линейной функцией, мы приходим к уравнению, 
аналоrичному (8) 

n1 n2 
- = С1 + С2 з,r,:;-· (9) 
n2 vn 

На рис. 1 проведена кривая (9) с постоянными с1 = 0,47, с2 = 0,077, которая 
приблизительно воспроизводит положение наинизших точек. При обсуждении двух 

кривых на рис. 1 следует учитывать, что четыре постоянных - С1 , С2, с1 , с2 -

определены эмпирически, что уравнения (8) и (9) дают только приближенное 

S) Приведенные в оригинале значения С1 = 1,173, С1 = 0,0125 исправлены в соответствии с более 
поздними данными. 
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решение и, наконец, что - и это самое главное - в строго развитой теории 

стабильность ядра должна определяться не только отношением !!l, но и более 
n2 

тонкими деталями строения ядра. Поэтому в качестве границ устойчивости ядер 

по отношению к {З- и а-распаду обе кривые имеют лишь качественное значение. 

В области, где эти две кривые сближаются, расположены радиоактивные элементы, 
и далее мы рассмотрим свойства этих элементов более подробно. 

§5 

Уже поверхностный взгляд на рис. 1 показывает нам, что для суждения о стабиль
ности ядер в случае радиоактивных элементов одного только значения отношения !!l 

n2 

недостаточно. Критические величины отношения лежат на различных для трех ра-
диоактивных семейств местах, и даже внутри каждого ряда радиоактивного распада 

устойчивость по отношению к {З-распаду зависит еще от некоторых особых свойств 
ядра, которые мы сейчас обсудим. Допустим, например, что в начале радиоак
тивного ряда имеется ядро с четным числом протонов и что оно еще устойчиво 

по отношению к {З-распаду. Испуская а-частицы, это ядро превращается в ядра 

с меньшими числами протонов и нейтронов, вследствие чего отношение !!l будет 
n2 

возрастать, пока не превысит критическую величину. Тогда начинается {З-распад, 

т. е. становится энергетически выгодным удаление нейтрона и прибавление протона; 

после этого распада число протонов будет нечетным. Ввиду большой стабильности 

ядра Не тогда уж, наверное, будет энергетически выгодным превратить в протон 
и второй нейтрон и тем самым построить внутри ядра ядро Не. Следовательно, в слу

чае первоначально четного порядкового числа ядро может испустить друг за другом 

всегда две {З-частицы, а при первоначально нечетном числе протонов испускается 
только одна {З-частица. Это правило подтверждается всюду в радиоактивных рядах. 
Таким образом, критическое отношение !!1 для испускания первой {З-частицы 

n2 

выше, чем для испускания второй. После испускания двух {З-частиц отношение !!1 
n2 

понизится в общем настолько, что дальнейший {З-распад уже не наступит. Одна-
ко потом может происходить распад с а-излучением, который опять постепенно 

повышает отношение !!.!. , пока оно не превысит критическую величину второй 
n2 

раз (и притом для четного числа протонов); затем снова наступает {З-распад и т.д. 
Наконец, где-нибудь ядро станет стабильным. Бывает также, что ядро может 
распадаться, испуская как /З-лучи, так и а-частицы; тогда появляются известные 
разветвления, которые дальше мы здесь рассматривать не будем. В таблице l для 
трех радиоактивных рядов приведены значения порядкового числа n2 , числа ней

тронов п 1 и отношения!!!. Значения отношения, при которых наступает {З-распад, n2 

напечатаны жирным шрифтом. Из таблицы видно, что вторая {З-неустойчивость 
в радиоактивных рядах (у В-продуктов) действительно наступает точно на том 
месте, где отношение !!1 превышает критическую величину, определяемую пер-

112 

вой /З-неустойчивостью. Только третья, {З-неустойчивость в ряду радия (у радия D) 
не может быть объяснена столь простыми представлениями. 

Итак, критическое отношение для {З-распада при четном или нечетном числе 
протонов приблизительно составляет: в ряду тория 1,585 или 1,55, в ряду радия l,595 
или l,57, в ряду актиния 1,57 9) или 1,55 10

). Правда, {З-распад Ra D УЧИТ нас, что 
кроме числа !!1 и особой устойчивости ядра Не на устойчивость могут оказывать 

112 

влияние и друще структурные свойства ядер. 

9> Исправлено в соответствии с примечанием 2 к статье Uber dеп Bau der Atomkerne, 11. 
IO) Gamow G. Ор. cit. 
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'Тhблица 1 

Ряд тория Ряд радия Ряд актиния 

Элемент n2 n1 ~ Элемент n2 n1 ~ Элемент n2 n1 ~ 
n2 n2 "2 

Th 90 142 1,579 U1 92 146 1,588 Ра 91 140 1,539 
а а а 

MTh1 88 140 1,591 UX1 90 144 1,600 Ас 89 138 1,551 
{J /3 /} 

MTh2 89 139 1,562 UX2 91 143 1,571 RaAc 90 137 1,522 
{J /3 а 

RaTh 90 138 l,533 U11 92 142 1,544 АсХ 88 135 1,535 
а а а 

ThX 88 136 1,545 Jo 90 140 1,556 AcEm 86 133 1,547 
а а а 

ThEm 86 134 1,558 Ra 88 138 1,569 Ас А 84 \31 1,560 
а а а 

ThA 84 132 l,571 RaEm 86 136 1,582 Ас В 82 129 1,574 
а а /} 

ThB 82 130 1,587 RaA 84 134 1,595 Ас С 83 128 1,542 
{J а /} 
ТhС 83 129 1,555 RaB 82 132 1,610 Ас С' 84 127 1,512 

fЗ fЗ а 

ThC' 84 128 1,524 RaC 83 131 1,579 AcD 82 125 1,524 
а fЗ 

ThD 82 126 1,537 RaC' 84 130 1,548 
а 

RaD 82 128 1,561 
fЗ 

RaE 83 127 1,530 
{3 

RaF 84 126 1,500 
а 

RaG 82 124 1,512 

§6 

В заключение мы обсудим еще вкратце вопрос о принципиальных границах 
точности, внутри которых гамильтонова функция ядра типа (l) может правильно 
описывать физические свойства ядер. Рассматривая ядра как аналоги молекул 
и сравнивая нейтроны с атомами, мы приходим к выводу, что уравнение (1) может 
быть справедливым только в том случае, если движение протонов будет медленным 
по отношению к движению электрона в нейтроне; т. е. скорость протона должна 

быть малой rю отношению к скорости света. По этой причине мы опустили 
в rамильтоновой функции (1) все релятивистские члены. Ошибка, вносимая этим 
пренебрежением, по порядку величины составляет (; )2

, т. е. около 1 %. В этом 
приближении нейтрон можно рассматривать в некоторой степени как статиче

ское образование, что мы и делали выше. Однако следует ясно представлять 
себе, что существуют другие физические явления, в которых нейтрон уже нельзя 
рассматривать статически, и уравнение ( 1) для них будет неприменимо. К этим явле
ниям принадлежит, например, эффект Мейтмер-Хупфельда - рассеяние 'У-лучей 
на ядрах. К ним же относятся все эксперименты, в которых нейтроны могут быть 

расщеплены на протоны и электроны; примером этого служит торможение высо

коэнергичных электронов при прохождении через атомные ядра. Для обсуждения 

таких опытов требуется более глубокое рассмотрение фундаментальных трудностей, 
проявляющихся в непрерывности jj--спектров. 

(Поступила 7 июня 1932 г.) 
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§ 1. Устойчивость ядер с четным (нечетным) числом нейтронов. 
§ 2. Рассеяние -у-лучей на атомном ядре. 
§ 3. Свойства нейтрона. 

Цель излагаемых ниже исследований состоит в том, чтобы установить, в какой 

мере можно свести фундаментальные трудности теории атомного ядра к вопросу 
о существовании и свойствах нейтрона. В первой части настоящей работы с этой 
точки зрения обсуждается, в частности, устойчивость ядер по отношению к распаду 

с испусканием а- и /3-лучей. Применение закономерностей, которые оказались там 
определяющими для структуры рядов радиоактивного распада, также к более легким 
нерадиоактивным атомным ядрам позволяет и здесь объяснить некоторые известные 

эмпирические правила систематики атомных ядер, впервые указанные Беком 1>. 

§1 
Устойчивость ядер 

В соответствии с исследованиями части 12> ядро может распадаться с испуска
нием /3-лучей тогда, когда при добавлении к ядру одного протона освобождается 

больше энергии, чем надо затратить для удаления одного нейтрона из возникшего 

* Uьer den Bau der Atomkems. 11. - Zs. Phys., 1932, 78, 156-164. Перевод А.А. Сазыкина. 
t) Весk G. Zs. Phys., 1928, 47, 407; 50, 548. 
2) К сожалению, в части 1 атомные веса в ряду актинидов, взятые из книги Гамова (Gamow G. Der 
Bau des Atomkems und die Radioaktivitiit. Leipzig, 1932.), оказались на 4 единицы больше истинных. 
Соответствующая правильная таблица дана по Резерфорду, Чадвику и Эллису (Ruthetford, Chadwick, Ellis. 
Radiations from Radioactive Substances. Cambridge, 1930): 

Элемент n2 n, !!1. 
n2 

Ра 91 140 1,539 
а 

Ас 89 138 1,551 
а 

RaAc 90 137 1,522 
а 

АсХ 88 135 1,535 
а 

AcEm 86 133 1,547 
а 

Ас А 84 131 1,560 
а 

Ас В 82 129 1,574 

f3 
Ас С 83 128 1,542 

f3 
Ас С 84 127 1,512 
а 

AcD 82 125 1,524 
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таким образом ядра. Представление об устойчивости ядер относительно {3-распада 
нетрудно получить, рассматривая график, на котором изображена в зависимости, 

например, от n 1 энергия самого низшего уровня при заданной общей массе 
ядра ( n = n 1 + n2, где n 1 - число нейтронов, n 2 - число протонов). Если 
при переходе OJ n 1 к n1 - 1 энергию можно понизить, то соответствующее 
ядро {3-неустойчиво. Когда отношение n1/n2 становится слишком малым, ядро 
начинает распадаться, испуская а-лучи. 

В первом приближении кривая, изображающая 

энергию Е как функцию n 1 при заданной массе n, 
имеет следующий вид (рис.1). При n 1 =О энер
гия обращается в нуль, так как протоны взаимно 
отталкиваются, и связь между ними не образу

ется. Затем при возрастании n 1 энергия падает 
до минимума, расположенного несколько правее 

n 1/n2 = 1, и поднимается снова, пока при n1 = n 
она не достигает некоторого все еще отрицатель

ного значения, которое соответствует энергии свя-

зи ядра, состоящего из одних только нейтронов. 

Если минимум кривой достигается при n 1/n2 =а, 
то в этом приближении все ядра, для которых 
n 1/n2 > а, бьти бы ,д-неустойчивы, и наоборот, 
все другие ядра были бы устойчивы к {3-распаду. 

Е 

1i.-~~~n_/2~~~~n 
-п1 

Рис. 1 

(На рисунке неустойчивые ядра обозначены крестиком, устойчивые - кружком). 
Однако в соответствии с результатами § 5 части 1 эта картина нуждается в уrочнении. 

Рассмотрим сначала атомные ядра с чеt<ным Е 

n 
числом n. Вследствие особой устойчивости ядра 1 
гелия значения энергии, соответствующие четным п/2 

числам n1 и n2, будут располагаться там зна- A--------------i 
-п1 

чителъно ниже, чем значения энергии состояний 

с нечетными n1 и n2 для примерно одинаковых 
значений n 1/n2. Следовательно, для изображения 
энергии как функции n1 мы должны нарисовать 
не одну, а две кривые типа рис. 1, а именнQ, 

первую - для четных значений n 1 и n2, вто-

рую - для нечетных n 1 и n2. Вторая кривая 
будет расположена выше первой на приблизи
тельно постоянный, т. е. в первом приближении 

не зависящий от n 1 и n2 , отрезок (рис. 2). Рассма
тривая этот рисунок, мы видим, что на нижней 

Рис.2 

кривой точки справа от минимума уже могуr принадлежать устойчивым ядрам, 

тогда как на верхней кривой точки слева от минимума еще имеют по соседству 

ниже расположенную точку, т. е. соответствуют ядрам, которые могуr распадаться 

с испусканием {3-лучей. На верхней кривой при большей общей массе n ядра 
становятся ,в-устойчивыми возможно только при таких малых значениях n 1/n2, что 
раньше уже наступает а-неустойчивость; в этом случае устойчивые атомные ядра 

с нечетными числами n 1 и n2 не существуют вообще. 

Энергия вблизи минимума может быть представлена формулами 

Ечет = А [ n ( ~ - Ь) 
2 
+ С] , Енечет = А [п ( ~ - Ь) 

2 
+ С + С] . (1) 

Постоянная Ь в зависимости от значения n равна или несколько больше 1/2, с при
ближенно не зависит от n1 и n. Граница между {3-неустойчивыми и {3-устойчивыми 
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ядрами дliЯ четных чисел n 1 определяется формулами 

Ечет(n1) = Енечет(n1 - 1), 

т.е. 

п 1 п 1 - 1 . 
( ) 2 ( )2 

п -;;-Ь =n -п--Ь +с 

и 

ni =Ь+~ (с+~) ~ь+:. 
п 2 п 2 

Для нечетных чисел n 1 эта граница получается из уравнения 

Енечет(n1) = Ечет(n1 - 1), 

т.с. 

n1 n1 -1 
( )2 ( )2 

п -;;-Ь +c=n -n--Ь 

и 

ni = Ь + ~ (~ - с) ~ Ь- :. 
n 2 n 2 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Когда число n превысит некоторое определенное значение, граница а-неустойчи
вости вьщвинется за Ь - с/2, и устойчивых ядер с нечетными n 1 и п2 тогда уже 
не будет. При дальнейшем возрастании п граница а-неустойчивости перешагнет, 
наконец, и через Ь + с/2, и тогда уже не будет никаких устойчивых ядер. На опыте 
из устойчивых ядер с нечетными числами п 1 и п2 известны только ядра 2Н, 
6Li, 108, 14N. В рядах радиоактивного распада имеется еще несколько элементов 
с нечетными n 1 и n2 , распадающихся с испусканием ,в-лучей в соответствии 

с только что рассмотренной закономерностью з). 
В ядрах с нечетным общим числом n значительной разницы в энергии ядер 

с четным или нечетным п 1 не существует; ибо поскольку принцип запрета Паули 
должен соблюдаться как ддя протонов, так и ддя нейтронов, присоединение 

к замкнутым оболочкам протонов или нейтронов будет примерно одинаково 

выгодным энергетически. Правда, вследствие особой устойчивости ядра Не можно 

предполагать, что четное число протонов будет энергетически несколько выгоднее 

нечетного числа нейтронов, как это, по-видимому, и вытекает из схемы распада ряда 

актиния; однако различия здесь не так выражены, как для элементов с четным n. 
С этим согласуется то обстоятельство, что для нечетных n стабильные элементы 
с четным и нечетным порядковым числом встречаются вплоть до появления 

радиоактивных веществ. При этом максимальные значения n1/n2 при четном 
порядковом числе должны лежать в общем несколько выше, чем при нечетном. 

Правда, закономерность этого ряда, насколько пока что известно, не может быть 

выявлена из опытных данных. Тот факт, что принцип Паули играет существенную 

роль в ядре как для нейтронов, так и для протонов, наиболее непосредственным 

образом может быть получен из следующей закономерности. При заданном порядко
вом числе в общем наблюдается четное максимальное и минимальное значение n 1 • 

J) Расположенные в «Местах разветвления• элементы ThC и RaC хотя и распадаются также с испускани
ем а-лучей, но особенно сильная ,В-неустойчивость тяжелых элементов с нечетными числами n1 и n2 
выражается здесь в том, что они распадаются преимущественно с испусканием ,в-лучей - а-распад 
происходит здесь редко по сравнению с ,В-распадом, тоrда как АсС с четным числом нейтронов 
распадается преимущественно с испусканием а-частиц. 
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Точно так же оказываются четными наблюдаемые экстремальные значения п2 при 
заданном четном числе нейтронов. Исключения из этого правила имеют место для 
легких элементов, так как там удаление или прибавление одной частицы влечет 

за собой уже большое изменение ядра. Далее, наблюдаются немногие исключения 
также для тяжелых ядер, которые, возможно, могут быть объяснены неполнотой 
нашего знания схем изотопов. 

§2 
Рассеяние "'(-лучей 11а атомном ядре 

В этом параграфе будет рассмотрено рассеяние -у-лучей 4) на атомных ядрах 
с точки зрения обсуждаемой здесь модели ядра. 

Такое рассеяние может быть вызвано двумя различными причинами. Во
первых, под влиянием внешнего излучения движение протонов и нейтронов может 
изменяться так, что ядро будет испускать вторичные сферические волны с частотой 
падающего излучения или с частотой, отличающейся от нее на собственную частоту 

ядра (рамановское рассеяние). Во-вторых, отдельный нейтрон, т. е. связанный 
с ним отрицательный заряд, под влиянием падающего излучения может испускать 

рэлеевское или рамановское рассеяние излучения. Если считать нейтрон состоящим 
из протона и электрона, то этот второй вид рассеянного излучения можно 

поставить в параллель с рассеянием видимого света на атомах, и поэтому мы будем 
предполагать, что оно вследствие малости электрона значительно интенсивнее, чем 

рассеянное излучение, упомянуrое первым. 

Вычисление, которое будет выполнено позже, покажет также, что первый вид 

рассеянного излучения может вносить наблюдаемый вклад в общее рассеяние ядра 
самое большее в местах резонанса. Для объяснения эффекта Мейтнер-Хупфельда 
в первом приближении оказывается достаточным чисто нейтронное рассеяние. 
Поскольку свойства нейтрона до сих пор большей частью неизвестны, теоретическое 
предсказание рассеяния -у-излучения на нейтронах сделать невозможно. Однако 

вычислить с точностью до неизвестного постоянного множителя интенсивность 

рассеянного всем ядром излучения в зависимости от чисел n1 и n2 все же 

можно, если, как это делается здесь, считать элементарными составными частями 

ядра только нейтроны и протоны. Если рассеянное излучение представляет собой 

в основном когерентное рэлеевское излучение, т. е. имеет такую же частоту, 

как и падающее излучение, то интенсивность рассеянного излучения должна 

быть пропорциональна пi, пока длина волны излучения велика по сравнению 
с диаметром ядра; если рассеянное излучение в основном рамановское, то его 

интенсивность будет пропорциональной n 1• Обозначая эффективное поперечное 
сечение нейтрона, определяющее рассеянное излучение, через uN, мы получаем 
для эффективного сечения ядра ик в случае рэлеевского рассеяния 

(6) 

и в случае рамановского рассеяния 

(7) 

Опыты лучше описываются уравнением (6) и поэтому они говорят в пользу 
выдвинуrого Мейтнер и Хупфельдом 5) тезиса о том, что рассеянное излучение имеет 
4) За выяснение обсуждаемых в этом параграфе вопросов я обязан в основном пасхальной конференции 
в Копенгагене и в особенности дискуссиям, которые я имел возможность вести там по этому предмету 

с проф. Н. Бором. 
5) Meitner L., Hupfeld Н. Zs. Phys., 1932, 75, 705. См., однако, противоречащую этому предположению 
работу Gray L., Tarrant G. Proc. Roy. Soc. Loпdon, 1932, А 136, 662. 
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такую же частоту, как и падающее. 

Из опытов следует, что при длине волны 

падающего излучения Л = 4, 7 Х-ед. по
лучается примерно uN = 1,5 · 10-28 см2 • 
На рис. 3 приведена теоретическая кри
вая uк/n2, вычисленная для uN = 1,50· 
10-28 см2 , вместе со значениями, из
меренными Мейтнер и Хупфельдом б), 
Якобсеном 7), Чао 8) и Таррантом 9>. При 
этом из отклонений полного рассе

яния, приходящегося на один элек

трон, от формулы Клейна-Нишины 
была исключена часть, которую сле-

0 10 20 30 ~~ 60 70 80 90 дует относить по формулам Заутера 10> 
к фотоэффекту на атомных электронах. 

В соответствии с экспериментальными 

результатами Мейтнер и Хупфельда 11> 

Рис. 3 

значения для тяжелых атомов РЬ и Hg, для которых приближенный метод Заутера 
уже неприменим, были уменьшены нами примерно на 20 %; измерение Якобсена 
для урана бьшо опущено, так как оценить фотоэффект для урана уже невозможно. 

Теперь мы вернемся к расчету рассеянного излучения первого типа, обусло
вленного изменениями в движении протонов и нейтронов. В качестве переменных 

системы мы возьмем, как и в части 1, пространственные координаты частиц tr., их 
спин u" и величину pi, которая указывает, является ли частица протоном (pi = -1) 
или нейтроном (Р1 = + 1) . 

Энергия взаимодействия ядра с внешним электрическим полем ~ имеет в этом 
случае вид 

(8) 

Первая часть этой энергии возмущения ~ · i L: rr. соответствует электрической силе, 
приложенной к центру тяжести ядра и поэтому возбуждающей такое рассеянное 

излучение, какое испускалось бы элементарной частицей с зарядом ne/2 и мас
сой nM. Следовательно, это рассеянное излучение подчиняется формуле Томсона, 
и при объяснении опытов Мейтнер и Хупфельда его можно не рассматривать ввиду 
ничтожной интенсивности. Иначе дело обстоит с рассеянием, отвечающим второму 

члену формулы (8): 

Оно может стать интенсивным, когда частота падающеrо излучения расположена 
врлизи некоторой собственной частоты атомного ядра. Для амплитуды вторич
ного дипольного момента, индуцированного внешним излучением, мы получаем 

б) Meitner L:; Hupfeld Н. Zs. Phys., 1931, 67, 147. 
7> Jakobsen J. Zs. Phys., 1931, 70, 145. 
11) .,. '; '., .," .,. ' ' ,, ' ' 
, .. C,fЩf!. c,:Proc:J~fl!t. A~~d,.~~r. 1 19jff, 16, ~31'.' . ···· 

· 9! taria~t {;.' Pro~. R~y. · s~c. LOitdoi{ · 1932, А 'i35, 213. 
10) . , ~Щer;Eдnn. J,>l/ys., m1, 11,~54.,. . , ... 
11) . ' ' ' . . ' ' '·, ' . ··: ' 

Me1tner L., Hupfe/d Н. Zs. Phys., l93A. 75,,: 70,5. ',l 
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тогда, как в дисперсионной теории для атомов, следующую формулу (поле е; 
предполагается параллельным оси z) 

(9) 

Здесь En означает энергию состояния п, (4 I: TkPi) - матриЧный элемент 
k nm 

суммы 4 I: ZkP1 для перехода из п в состояние т. Таким образом, рассеянное 
излучение в местах резонанса hv = IEn - Ет 1 становится весьма интенсивным, 
если только матричный элемент для соответствующего перехода случайно не обра
щается в нуль. Более подробное обсуждение формулы (9) возможно только для 
какого-нибудь конкретного атомного ядра. Мы возьмем для примера подробно 
рассмотренный в части 1 изотоп Н с атомным весом 2. Для него матричный эле
мент (p~z 1 + p~z2)nm отличается от нуля только тогда, когда одно из двух состояний 
принадлежит симметричной по р~ системе термов, а второе - антисимметрич
ной системе. Поскольку основное состояние принадлежит симметричной системе, 
в рассеянии на основном состоянии участвуют только те возбужденные состояния, 

волновая функция которых антисимметрична по Р1 и р~. В состояниях такого рода 
обменный интеграл J(r) приводит к отталкиванию нейтрона от протона; поэтому 
все соответствующие возбужденные состояния принадлежат непрерывному спектру 

с положительной энергией. Вследствие этого острый резонанс в обычном смысле 
в ядре изотопа 2Н не существует. 

§3 
Свойства нейтрона* 

В основу настоящей работы бьmа положена гипотеза о том, что нейтрон можно 
рассматривать как устойчивую элементарную часть ядра; то обстоятельство, что 
нейтрон в некотором отношении ведет себя так, как будто он состоит из протона 
и электрона, проявляется только при вычислении обменных сил и при /J-распаде. 
Хотя экспериментальный факт, что при разрушении легких ядер выделяются сво
бодные нейтроны, и говорит в пользу названных выше предположений, все же 
необходимо подробно обосновать теоретически, почему нейтрон с его малым 

дефектом массы ("' 1 миллион электронвольт) можно рассматривать как устой
чивую элементарную частицу в ядре, в котором энергии взаимодействия частиц 

значительно больше 1 миллиона электронвольт. 
В защиту этой гипотезы можно прежде всего сказать, что уже само существова

ние нейтрона противоречит законам квантовой механики в их настоящем виде. Как, 
впрочем гипотетическая, справедливость статистики Ферми для нейтронов, так и на
рушение закона сохранения энергии при /3-распаде доказывают неприменимость те
перешней квантовой механики к структуре нейтрона. Но даже если отвлечься от этих 
свойств нейтрона, то, если нейтрон считать состоящим из электрона и протона, 

квантовой механике будет противоречить тот факт, что нейтрон имеет nриблизитель-
2 2 

но протяженность дq "' ~с2 . Действительно, пространственной области дq "' r:c2 

*На конференции в Копенгагене на Пасху 1932 г. я познакомился с работой проф. Н. Бора «0 свойствах 
нейтрона при соударениях с протонами и электронами», которая скоро будет опубликована и которая 

многому меня научила. За возможность обсуждения этой работы до ее публикации я хотел бы сердечно 
поблагодарить Бора. 
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по соотношениям неопределенности соответствовал бы средний импульс 

h hтс2 hc 
Лргv -- rv -- = -- ·те. 

211" Лq 27re2 2и2 

Значит, для дефекта массы нейтрона следовало бы ожидать энергию порядка 

hc 2 2 
Е = с· Лр = 

2
11" Е2 • те ~ 137тс , 

в то время как наблюдаемый дефект массы примерно в сто раз меньше. 
Итак, если мы пытаемся вычислить энергию связи электрона в нейтроне, то 

из дефекта массы получаются значения порядка тс2, а из размера нейтрона 
значения порядка 137 тс2. 

Для вычисления энергии связи можно привлечь также рассеяние света нейтро

нами, поставив вопрос, чему равна частота классического осциллятора, который 

рассеивает 1'-лучи с длиной волны Л = 4,7 Х-ед. столь же интенсивно, как нейтрон. 
Эффективное поперечное сечение взаимодействия осциллятора с частотой vo есть 

811" ( е2 ) 2 ( v2 ) 
<Т = 3 тс2 v~ - v2 · 

(10) 

Следовательно, по рассеянию мы нашли бы для энергии связи значение, при

близительно отвечающее размеру нейтрона, но не эмпирическому дефекту массы 

нейтрона. 

Таким образом, резюмируя сказанное выше, можно сказать: однозначно опре

делить понятие «энергия связи~ электрона в нейтроне в силу нарушения закона 

сохранения энергии при ,6-распаде невозможно. Поскольку, кроме того, приме
нение квантовой механики к нейтрону ведет к противоречиям, мы получаем для 
энергии связи электрона в нейтроне совершенно различные значения, в зависимо

сти от того, из каких экспериментов мы их определяем. В некотором отношении 

нейтрон ведет себя как квантовомеханическая система с очень большой энергией 
связи, однако, его дефект массы очень мал. 

Итак, положенное в основу этой работы предположение о том, что нейтрон 
в ядре можно рассматривать как устойчивую элементарную частицу, заранее 

не противоречит другим известным свойствам нейтрона, которые, однако, не могут 

быть описаны правилами квантовой механики. 

(Поступила 30 июля 1932 г.) 
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§ 1. Применение метода Томаса-Ферми к атомному ядру. 
§ 2. Рассеяние -у-лучей на атомном ядре. 
§ 3. Обсуждение предложений о природе нейтрона. 

Опыты Кюри, Жолио и Чадвика, касающиеся существования и стабильности 
нейтрона, послужили основанием для предпринятой в частях 1 и 11 этой работы 
попытки выяснить роль, которую нейтроны играют в строении атомных ядер 

при вполне определенных физических допущениях, и проверить эти допущения 

на фактическом материале ядерной физики. Неполнота существующих на сегодня 
эмпирических данных ведет в этой проблеме к большой неуверенности даже в самых 

основах теории, и лишь очень немногие эксперименты допускают определенную 

интерпретацию. Поэтому нам казалось, что сначала надо выбрать какую-то опре

деленную гипотезу и потом посмотреть, насколько она может привести в порядок 

опытные данные. Ниже мы также подробно обсудим, какие следствия характерны 

именно для выбранной гипотезы и в каких пунктах те же результаты получились бы 
при другом выборе основного предположения. До начала обсуждения мы дополним 

и в некоторых местах исправим соображения, развитые в первых двух частях. 

§1 
Применение метода Томаса-Ферми к гамильтоновой функции ядра 

В основу исследований части I была положена функция Гамильтона, зависящая 
от пространственных координат ядерных частиц rk и сопряженных им импульсов Pk, 
далее от переменных Р1, которые указывают, является ли рассматриваемая частица 
нейтроном (р1 = +1) или протоном (pf = -1). К введенным в уравнении (1) 
части П членам энергии взаимодействия J(rk1) и K(rk1) мы, завершая аналогию 
с взаимодействиями молекул, добавим теперь «статическое» взаимодействие между 

нейтроном и протоном L(rk1), соответствующее электростатической части энергии 
связи, например, Н и н+ в ионе Hi. В части 1 этот член был опущен как 
предположительно малый. Полная функция Гамильтона теперь имеет вид 

1 ""' 2 1 ""' ( ) ( { { fJ 1/) н = 2М L.J Pk - 2 L.J J Tk/ PkPI + PkPI + 
k k>I 

1 1 
+ 2 L L(rk1)(1 - P1Pf) - 4 L K(rk1)(I + Р1) (1 + pf) + 

k~ k~ 

+ ~ L ~(1- Р1)(1- pf) - ~D L(l + Р1). (1) 
4 k>I Tk/ k 

* Оьеr den Bau der Atomkeme. Ш. - Zs. Phys" 1933, 80, 587-596. Перевод А.А. Сазыкина. 
34 Зак. 6 



514 UвER DEN Влu DER АтомкЕRNЕ. lll 

По аналогии с методом Томаса-Ферми уравнение (1) для ядер с большим числом 
частиц может быть решено следующим приближенным методом. Сначала мы 
находим известным образом соответствующую уравнению ( 1) функцию Шредингера 
для нормального состояния, решая задачу на минимум 

j ф*HфdП=min. (2) 

при дополнительном условии 

! ф*фdП = 1. (3) 

Допуская в задаче на минимум (2) только такие функции Шредингера, для которых 
величина 

4Р(Р+ 1) = (°ЕРО
2 

+ (°EPZ)
2 

+ (°EPi)
2 

k k k 

(4) 

(т. е., так сказать, полный «р-спин»), имеет определенное численное значение 1>, 
мы находим, что при сделанном также в части 1 предположении о положительности 
функции J(rk1) к самому глубокому уровню энергии приводит значение 2Р = n = 
n1 + n2. В этом приближении функция ф может быть записана в виде 

'l/J(t1p}, · · ·, tnP~) = <p(t1, · · ·, tn)/ (pf, · · · 'Р~). (5) 

Здесь f означает симметричную функцию переменных р~, вид которой может быть 
найден по обычным правилам квантовой механики, если сумма L:: Pi = n1 - n2 

k 
задана. 

Функция <р тогда будет шредингеровской собственной функцией Гамильтона, 
которая получается из ( 1) в результате замены всех зависящих от Pk выражений 
на их средние значения при Р = n/2, р( = L:: Pi = n1 - n2 . Для этих средних 
значений мы находим 

' ' 1J 1J n1n2 ( ( _ n1n2 
PkP1 + PkP1 = 4 n(n _ l), 1 - PkP1 - 4 n(n _ l), 

( ( ( ' n1(n1 - 1) ( ') n2(n2 - 1) 
l+pk)(l+p1)=4 n(n-l), (l--pk)(l-p1 =4 n(n-l), (6) 

2:(1+pf)=2n1 (k #: l). 
k 

Таким образом, гамильтонова функция для <р имеет вид 

(7) 

!) Аналогичным образом по Слэтеру (S/ater J. С. Phys. Rev" 1930, 35, 210) метод Хартри для атомов можно 
понимать как приближенный метод решения задачи на минимум, в котором допускаются функции 

Шредингера только некоторого определенного простого вида. 
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Свойства симметрии функции <p(t1, ... , tn) по отношению к перестановкам коорди
нат частиц определяются, как и в случае атомов, принципом Паули. Атомное ядро 

в соответствии с формулой (7) можно рассматривать как механическую систему, 
состоящую из однородных материальных точек, причем энергия взаимодействия 

двух материальных точек определяется формулой 

( ) 
n1n1 [ ( ) ( )] n1(n1 - 1) ( ) n2(n2 - 1) е2 U r = -2 J r - L r - К r + ----

п( п - 1) п( п - 1) п( п + 1) r 
(8) 

Если мы, в согласии с представлениями метода Томаса-Ферми, будем теперь 
рассматривать ядро как газ свободных частиц, которые подчиняются статистике 

Ферми и удерживаются вместе силами (8), причем p(t) означает число частиц 
в единице объема, мы получим 

- h
2 41Г ( 3 ) 

513 ! 5/3 Екиli - -- - p(t) dт, 
м 5 87Г 

(9) 

а для полной энергии атомного ядра найдем 

h2 41Г ( 3 ) 5/3 ! 1 f f Е = М 5 81Г p(t)513dт + 2}} p(t)p(t')U(lt - t'I) dтdт' - n 1D. (10) 

Распределение плотности p(t) определяется требованием, чтобы энергия Е имела 
минимум при дополнительном условии 

j p(t)dт=n. 
Разумеется, применяя метод Томаса-Ферми, следует учитывать, что аппроксимаци

онное выражение (10) для энергии правильно только при известных ограничениях. 
Если, например, функция U(lt - t'I), по своему профилю похожая на гору Гамова, 
а при больших п1 и п2 зависящая только от отношения n 1/n2 , вдруг стала бы чрезвы
чайно сильно возрастать где-то при малых lt- t11. т. е. если дальнейшему сближению 
двух частиц препятствовали бы очень большие силы отталкивания, то интеграл 

/ / p(t)p(t')U(lt - t'I) dт dт' 
бьm бы расходящимся или во всяком случае давал бы совершенно неверные зна
чения потенциальной энергии, так как в действительности две частицы не могут 

подойти друг к другу на расстояние ближе некоторого критического. В этом случае 

мы получим намного лучшее приближение к действительности, вводя, по аналогии 
с постоянной «Ь» уравнения Ван дер Ваальса, минимальное расстояние между 

двумя частицами вместе с соответствующей ему максимальной плотностью Ро, для 
чего в потенциальной энергии следует приравнять нулю функцию U(lt - t'I) для 
значений lt - t' 1. меньших минимального расстояния между двумя частицами. Тогда 
в кинетической энергии вместо р513 (число частиц в кубическом сантиметре р, 
умноженное на среднюю энергию отдельной частицы р2!3 ) в точной аналогии 
с уравнением Ван дер Ваальса мы получим р(.!. - ..!.)-213

: Вместо уравнения (10) 
Р Ро 

мы тогда получим более общее уравнение 

h
2 41Г ( 3 ) 

5
/
3 ! ( 1 1 ) 

2
1

3 
1 ! Е= -- - - - - рdт+- p(t)p(t')Uo(lt-t'l)dтdт' -n1D, 

М 5 87Г р Ро 2 
(11) 

34* 
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причем вместо И сделана подстановка Ио, показывающая, что из функции U(lr-r'I) 
должны исключаться значения, соответствующие аргументам lr - r'I меньше мини
мального расстояния. Варьируя р с учетом дополнительного условия J р dт = n, 
мы получаем из ( 11) соотношение 

h
2 47Г ( 3 ) 

5
/
3 

( 1 1 ) S/З ( 1 3 .) ! 1 1 1 - - - - - - - - - + p(t )Uo(lr - r 1) dт - >. = О. 
М 3 87Г р Ро р 5ро 

Умножая уравнение (12) на ~ и интегрируя по dт, мы находим из (I 1) и (12) 

dE 
Л= -. 

dn 

(12) 

(13) 

При этом сделано предположение, что U0(r) не зависит от n. Уравнение (12) 
справедливо только в области, в которой плотность р отлична от нуля. Вне этой 
области состояние системы полностью определяется требованием р = О. Умножая 
уравнение (12) на ~р и выполняя интегрирование, мы получаем 

h2 21Г (2-)5/3 /(~ _ ~)2/3(р + ~_i_) dт + 
М 3 87Г р Ро 5 Ро - Р 

1 ff , , ndE + 2 } } p(r)p(r )Ио dтdт - 2 dn =О. (14) 

После сравнения с (11) находим 

Е - '!.!_ dE = h2 21Г (2-) 5/3 [/ (.!_ - ~) 2/3 р dт - 2 ! .!!_ (~ - ~) 5/3 dт]. (15) 
2 dn М 15 87Г р Ро Ро Р Ро 

Применяя эту формулу для обсуждения зависимости массовых дефектов от n 1 и n2 

и основываясь на измерениях Астона, мы придем прежде всего к выводу, что 
для ядер существует максимальная плотность р0 , которая по порядку величины 

должна совпадать с плотностью а-частицы. Действительно, пока, как в обычном 
методе Томаса-Ферми, можно полагать 1/р0 ~ I/p, правая часть уравнения (15) 
положительна, и поэтому величина - Е как функция п должна возрастать быстрее, 
чем const · n2

• Однако на опыте - Е для малых n возрастает примерно пропор
ционально п, для больших n еще медленнее. Следовательно, функция U(lt - r'I) 
для убывающих значений /t - r' 1 в области малых расстояний возрастает, очевидно, 
очень сильно. Для тяжелых ядер отсюда можно сделать вывод, что плотность 
в большей части ядра по значению близка к р0 , а в сравнительно малой обла
сти на периферии она спадает до нуля. Поэтому, если функции J(rk1), K(rk1), 
L(rk1) быстро убывают с расстоянием, для больших n (n1/n2 = const) энергия 
в соответствии с уравнением (15) может быть представлена в виде 

Е = -ап + Ьп51 3 +с, (16) 

как неявно предполагалось в первой части 1 при обсуждении кривых устойчивости. 
(При этом член -ап обусловлен быстро убывающими, член Ьп513 - кулоновским 
силами.) 

Поскольку по соображениям симметрии задачи плотность p(r) должна быть 
сферически симметричной, бьшо бы не очень трудно и в общем случае найти 

приближенные решения для p(r) при заданной функции U(r). Пока же мы, 
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наоборот, будем пытаться делать выводы о виде функции U(r) по экспериментально 
найденным дефектам массы. 

Распространяя только что проведенное рассмотрение mutatis mutandis z) на атом
ное ядро, построенное из а-частиц и нейтронов, мы можем связывать параболиче

ский подъем кривой отнесенных к Не дефектов массы в области легких ядер с тем, 

что для р ~ Ро величина - Е должна возрастать сильнее, чем const · п2 • Дальнейшее 
замедление подъема кривых указывает и здесь на то, что между а-частицами суще

ствует минимальное расстояние (в рамках характерного для применяемого метода 
приближения). 

§2 
Раееея11ие 1-лучей на атом11ом ядре 

Экспериментально исследованное Таррантом, Мейтнер, Хупфельдом, Чао 

и Якобсеном 3) рассеяние жестких -у-лучей на атомных ядрах было интерпре
тировано в части П как когерентное рассеяние нейтронами, которое еще может 
быть модифицировано в местах резонанса рассеянием на протонах, в общем случае 
пренебрежимо малым. В пользу этого объяснения говорит экспериментальный факт, 
что интенсивность рассеянного излучения приблизительно пропорциональна ква

драту числа нейтронов. Однако сделанный отсюда вывод, будто частота рассеянного 

света должна совпадать с частотой падающего излучения (рэлеевское рассеяние 4)), 
основан на ошибке, которая будет теперь исправлена. 

В многоатомных молекулах электронные облака отдельных атомов колеблются 
в фазе и при рамановском рассеянии. Следовательно, пока атомное ядро можно 
сравнивать с молекулой (см. об этом§ 3), интенсивность рамановского света, возни
кающего при когерентном рассеянии нейтронами, также будет пропорциональной 
квадрату числа нейтронов. 

При этом сравнении нейтроны соответствуют атомам с их электронными 
облаками, а излучение, рассеянное протонами, в обоих случаях не учитывается. 

Энергию падающих световых квантов в случае молекул и ядер можно считать 

малой по сравнению с энергией отрицательного заряда с тяжелыми мас·сами; 
в соответствии с частью II энергия связи нейтрона должна иметь значение 

порядка 137 mc2. Поляризуемость атома приблизительно определяется его объемом; 
по аналогии с этим из uN = 1,5 · 10-28см2 при hv = 5,15mc2 (см. часть 11, с. 510) 
для поляризуемости нейтрона получается 

aN = -- ___!!_ = 10,7 · --( с )2 f{fu ( е2 )з 
21rv 871" mc2 

(17) 

Значение aN в рассматриваемой здесь области частот (hv ~ l37mc2) уже не должно 
сильно зависеть от v, и поэтому сечение UN должно возрастать примерно пропор

ционально четвертой степени v. То обстоятельство, что поляризуемость нейтрона 
оказывается, по-видимому, примерно в десять раз больше его объема, связано, быть 
может, с чуждыми теперешней теории особенностями в структуре нейтрона. 

2
) Вместе с необходимыми изменениями. - Ред. 

З) Таггапt G. Proc. Roy. Soc. London, 1930, А 128, 345; 1932, А 135, 223; Meitner L., Hupfeld Н. Natшwiss., 
1930, 18, 534; Zs. Phys., 1930, 67, 147; Chao С. Proc. Nat. Acad. Amer., 1930, 16, 431; Jacobsen J. Zs. Phys., 
1930, 70, 145. 
4) См. по этому поводу, с одной стороны, Meitner L., Hupfeld Н. Zs. Phys., 1932, 75, 705; с друrой стороны, 
Gгау L., Tarrant G. Proc. Roy. Soc. Londoп, 1932, А 136, 662. 
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Если считать, что нейтроны и протоны в ядре покоятся, то под влиянием 

излучения, дЛина волны которого велика по сравнению с размерами ядра, ядро 

будет испускать когерентное рэлеевское рассеянное излучение, интенсивность ко

торого растет пропорционально квадрату числа нейтронов; конечно, при достаточно 

плотном расположении частиц дипольный момент отдельного нейтрона - а с ним 

и интенсивность рассеянного излучения - может изменяться под воздействием, 

которое оказывают на нейтрон другие частицы своими сильными электрически

ми полями (ер. размагничивающий фактор в ферромагнитах!), частью силами, 
характерными дЛЯ ядер, но не описываемыми теперешней теорией. 

По этой причине характер рассеянного излучения изменяется, когда нейтроны 

и протоны в ядре движутся; тогда амплитуда рэлеевского излучения периодически 

варьируется вследствие меняющегося расстояния между частицами в ядре, частота 

рассеянного излучения расщепляется на несколько частот - в точной аналогии 

с рамановскими спектрами молекул 5). Для полной интенсивности рассеяния в мо
лекулах действует простое правило сумм: сумма квадратов амплитуд различных 

рассеянных волн равна среднему значению квадрата амплитуды рэлеевского света, 

если усреднение выполняется дЛЯ покоящихся частиц по всем их положениям 

(со статистическим весом, задаваемым волновой функцией). Это правило сумм 
действует и дЛЯ атомного ядра; если падающее излучение имеет частоту такого же 

порядка, как колебания частиц, то правило остается еще в силе для квадратов 
амплитуд осцилляторов, но уже не дЛЯ интенсивности рассеянного излучения. 

В одном пункте атомные ядра в молекуле существенно отличаются от молекул: 

в то время как атомы в молекуле колеблются вокруг своих положений равновесия 

с относительно малыми амплитудами, в ядре расстояние между нейтронами и про

тонами изменяется периодически на величины порядка самого расстояния, как это 

следует из предЛоженного Бором б) соотношения между размерами ядра и дефектом 
массы. Поэтому в случае молекул рамановский свет существенно слабее рэлеев
ского рассеянного, а в атомных ядрах эти виды рассеяния могут быть одинаково 

интенсивными. Таким образом, полное рассеяние на ядре в соответствии с рас
смотрением в части 11 будет возрастать пропорционально квадрату числа нейтронов 
и четвертой степени частоты падающего излучения (ер. экспериментально очень 

большое различие ядерного рассеяния для Л = 6,7 · 10-11 см и Л = 4,7 · 10- 11 см), 
но интенсивность распределяется частями одного порядка величины между не

смещенной линией и рамановскими линиями, смещенными в сторону дЛинных 

волн. Кроме этого рассеянного излучения в экспериментах должен появляться еще 
свет с частотой собственных колебаний ядра, так как ядро после акта рассеяния, 

по Смекалу, всегда остается в возбужденном состоянии. 

§3 
Обсуждение предположений о природе 11сйтрш1а 

Защищаемое здесь представление о природе нейтрона однозначно не сле
дует из экспериментов. Например, опыты по расщеплению позволяют также 

представлять нейтрон как неразложимую элементарную частицу вроде протона 

и электрона 7). Это предположение будет проявляться в гамильтоновой функции 
прежде всего в том, что обменные члены (J(rk1)) тогда отпадут, и останется 
только одна энергия взаимодействия протона и нейтрона (L(rk1) ). По вопросу 

S) См" в частности, работу P/aczek G. Zs. Phys" 70, 84. 
б) Bohr N. Atomic stabllity and conservation Iaws. Convegno di Fisika Nucleare. Rom, 1932. 
7
) См" например, Perrin М. С. R. Acad. Sci" 1932, 194, 1343. 
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о дефектах массы и о структуре легких ядер оба предположения приводят к сходным 

результатам; в приближенное решение § 1 (уравнение (7)) даже J(rk1) и L(rkl) 
входят в точности одинаковым образом, откуда следует, что качественные выводы 
в частях 1 и 11 могут быть получены из обоих предположений. Иначе обстоит дело 
для тяжелых ядер, испускающих /3-лучи; в случае предположения о неразложимых 

нейтронах они должны содержать в качестве элементарных частиц также электро

ны. В этом случае, в противоположность защищаемому здесь представлению, зная 
массу, нельзя бьmо бы делать выводы о статистике ядра и о целочисленности или 

полуцелочисленности его спина, в то время как имеющиеся до сих пор экспери

менты, по-видимому, Подтверждают такую возможность. Важный вклад в решение 

этого вопроса мог бы дать анализ сверхтонкой структуры MTh2, ThC и ThC11
• 

Факт непрерывности спектров /3-лучей приводит к еще одной трудности. 
Если электроны играют в ядре роль самостоятельных элементарных частиц, то 
следует ожидать, что размытие энергии электронов, проявляющееся в непрерыв

ных ,в-спектрах, будет переходить также на излучаемые при распаде а-частицы 
вследствие тесного взаимодействия электронов с а-частицами. Ведь никоим обра
зом не очевидно, что тяжелые элементарные частицы во всех отношениях ведут себя 

как составные части квантовомеханической системы с точно определенной энер

гией взаимодействия; протоны связаны друг с другом только своим отрицательным 
зарядом, поведение которого в ядре лежит вне области применимости квантовой ме
ханики. Тем не менее открытие устойчивости нейтрона, не поддающейся описанию 

в существующей теперь теории, позволяет провести четкую границу между областью, 

доступной для квантовой механики, и недоступной для нее областью, так как в силу 
этой устойчивости из протонов и нейтронов удается строить чисто квантовомехани

ческие системы, в которых новые черты, проявляющиеся в {3-распаде, не приводят 

к трудностям. Такая возможность четкого разграничения между квантовомехани
ческими и новыми, характерными для ядерщJй физики, чертами, по-видимому, 
утрачивается, если электроны считать самостоятельными ядерными частицами. 

Для -у-излучения обсуждаемое здесь представление, согласно которому ней

трон как тяжелая элементарная частица не может вносить существенный вклад 

в рассеяние, ведет к такому следствию: поскольку интенсивность рассеянного 

излучения оказывается приблизительно пропорциональной квадрату атомного но

мера, то а-частицы в ядре должны бьmи бы состоять из протонов и электронов 

(не из протонов и нейтронов), и электроны, связанные в а-частице, должны 
были бы давать в рассеянное -у-излучение, несмотря на большую энергию связи, 

по меньшей мере такой же вклад, как и свободные ядерные электроны. 

С другой стороны, неясно, будут ли возникать трудности при последовательном 

проведении предлагаемых в этой серии работ допущений. Предположение, что 

по спину и статистике нейтрон эквивалентен элементарной частице, а по поляри

зуемости, разложимости и т. д. проявляет свойство сложной системы, ставит перед 

нами проблему: как слить воедино свойства двух типов, несоединимые в квантовой 

механике; хотя совсем необязательно думать, что переход от нейтрона к квантовоме
ханической системе из протона и электрона не может быть непрерывным в смысле 

существования возбужденных состояний нейтрона, возможность непротиворечивого 

слияния остается совершенно неясной. 

Особенно отчетливо эта трудность проявляется в вопросе о том, какое свойство 
ядра приводит к устойчивости нейтрона по отношению к ,д-распаду. В части 1 была 
сделана попытка ввести энергетический критерий устойчивости, хотя из непре

рывности ,в-спектров Бор сделал вывод о нарушении закона сохранения энергии. 

Правда, указанная попытка сохранить некоторые следствия закона сохранения 
энергии даже по ту сторону границы его действия логически вполне возможна (при
мером может служить строгая применимость классических правил отбора также 



520 UBER DEN BAU DER ATOMКERNE. Ill 

и в квантовой механике); однако произвол, с которым она связана, оставляет нам 
мало надежды на то, что уже теперь может быть найдена формулировка, которая 

раньше или позже не приведет к внутренним противоречиям; наверное, к самой 

неясной части проведенного здесь исследования. 

В этой связи необходимо еще выяснить значение того факта, что крити

ческие значения отношения n1/n2 (см. часть 1, § 5), характеризующие нача
ло ,в-неустойчивости, внутри каждого из радиоактивных рядов постоянны. Ведь 

из энергетического критерия на первый взгляд не следует, что эти значения 

должны быть постоянными; напротив, они приближенно определяются по фор

муле (8) части 18
); оказывается, что по этой формуле вторая ,в-неустойчивость 

в цепочке радиоактивного распада должна бьша бы наступать перед В-продуктом 9) 

на расстоянии от одного до трех атомных номеров. Однако при последовательном 

рассмотрении условий устойчивости по Истмену io) оказывается, что критическая 
кривая для ,д-распада должна идти более полого. Критическое отношение п1 /п2 
в интервале от первой до второй ,в-неустойчивости изменяется тогда только на ве
личину около 0,01; для рядов тория и актиния это согласуется с данными таблицы 1 
в части 1, для ряда радия вычисленное значение лежит между экспериментальными 
данными для RaB и RaD. Правда, сходство между тремя рядами распада (например, 
выделенное положение порядкового числа 82, на котором заканчивается а-распад), 
выходящее за пределы энергетического критерия, указывает на то, что для по

нимания радиоактивных рядов необходимо детально рассматривать такие свойства 

структуры ядер, которые не определяются отношением п 1 /п2 • 

(Поступила 22 декабря 1932 г.) 

S) Указанные в части 1 значения постоянных С1 и С2 из-за ошибки не согласуются с рис.!. 
Соответствуюшие кривой на рисунке численные постоянные имеют значения: С1 = 1,16; С2 = 0,0313. 
9> На это мне дружески указал Н. Бор. 
IO) См. появляющуюся в скором времени работу С. Истмена (S. Eastman), которому я выражаю благодар
ность за сообщение его результатов. 
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Часть VI 

ТЕОРИЯ 
КОСМИЧЕСКИХ 

ЛИВНЕЙ 



К ТЕОРИИ ~ЛИВНЕЙ» 
В ВЫСОТНОМ ИЗЛУЧЕНИИ* 

Теория ,6-распада Ферми позволяет дать образованию «Ливней» качественное 

объяснение, следствия из которого подробно обсуждаются ниже. 

Современная квантовая электродинамика не дает объяснения тому факту, что 
частицы очень высокой энергии могут производить в одном единственном акте 

большое число вторичных частиц, как это наблюдалось в многочисленных экспери

ментах с высотным излучением 1>. Ведь вычисленные по квантовой электродинамике 
эффективные сечения одновременного возникновения п пар частиц всегда содержат 
множитель ( е2 /hc)n, так что вероятность образования больших ливней должна быть 
исчезающе малой. 

Формальную причину этого следствия квантовой электродинамики можно без 
труда увидеть, обратившись к ее основным уравнениям. Если ввести для описания 
электромагнитных полей переменные 

а вместо энергии взять величину 

Е 
С:= -

hc' 

(1) 

то - опуская несущественные для нашего рассмотрения вычитаемые величины 

теории позитронов - мы получим 

! {. * д те * #с2 * 1 [ 2 1 ( д~р; дipk) 2] } с:= dV zф а; -Ф - -Ф /31/J- -Ф a;'l/J'P; + - 1Г; + - - - - ; 
дх; h hc 2 2 дхk дх; 

ф*(Р)ф(Р')+'Ф(Р')ф*(Р) =Орр•; 
(2) 

1Г;(P)ipk(P') - 'Рk(Р1)1Г;(Р) = -Opp10ik· 

В этих формулах с: и ip имеют размерность см- 1 , ф - см-312 , 7Г - см-2 • 
За исключением массы покоя, играющей крайне незначительную роль при вы

соких энергиях рассматриваемых частиц, в системе уравнений (2) не содержится 
каких-либо универсальных постоянных, которые могли бы определять масштаб 
физических процессов. Величина же е2 /hc безразмерна, а ее численное значение 

* Zur Theorie der "Schauer" in der Hбhenstrablung. - Zs. Phys., 1936, 101, 533-540. Перевод А.А. Сазыкина. 
I) См., например, с одной стороны, наблюдавшиеся Г. Гофманом и его сотрудниками •толчки• и, с другой 
стороны, снимки П. М. С. Блэккета в камере Вильсона. 
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будущая теория, возможно, сумеет вычислить. Поэтому в теории возмущений, 

в которой взаимодействие считается малым, естественно искать решение в форме 

разложения в ряды по степеням е2 /hc, и тогда упомянутый результат квантовой 
электродинамики, касающийся одновременного возникновения нескольких частиц, 

сразу станет качественно понятным. 

Однако совершенно иначе выглядит обобщенная схема теории материи, содер
жащая в качестве элементарных частиц электроны, протоны, нейтроны и нейтрино, 

причем между этими частицами имеет место взаимодействие, аналогичное тому, ко

торое Ферми положил в основу своей теории [3-распада 2>. Опуская элетромагнитную 
часть энергии, мы получаем тогда для е: 

! {. * д * те 
е = dV ~'Фэла;-Фэл - Фэл/3-Фэл + 

дх; h 
+ соответственные выражения для протонов, нейтронов и нейтрино + 

+ JФ;лалФнейтрино'Ф~ротонал'Фнейтрон + компл. сопряж. }· (3) 

Это уравнение существенно отличается от системы (2) тем, что взаимодействие 
содержит величину f с размерностью см2 , и поэтому даже в области, где можно 
пренебречь массой покоя, величина f задает для физических процессов масштаб 

длины (наша величина f соответствует величине g/hc в теории Ферми). Это 
должно приводить к тому, что взаимодействие между частицами, имеющими длину 

волны значительно меньше характерной длины VJ, будет качественно отличаться 
от взаимодействия между частицами с большой длиной волны. Формально это 
означает, что теория возмущений, в которой взаимодействие считается малым, 

будет иметь вид разложения в ряд по степеням fk2
, где k - волновое число 

рассматриваемых частиц, т. е. 21Г / Л. Таким образом, сходимость теории возмущений 
полностью зависит от значения k, и для частиц очень высокой энергии испускание 
большого числа вторичных частиц может быть не менее вероятным, чем испускание 

лишь нескольких частиц. 

Мы поясним эту ситуацию на примере частного случая, когда протон сталки

вается с ядром, которое может быть заменено центральным полем заряда Z. При 
столкновении из протона могут образоваться: 

нейтрон + позитрон + нейтрино, или 
протон + электрон + позитрон + 2 нейтрино, или 

протон + п электронов + п позитронов + 2п нейтрино. 

Эффективные сечения этих процессов можно оценить по методу Борна, причем 
следует учитывать, что рассматриваемые процессы могут происходить только 

тогда, когда ядру передается при ударе часть импульса вследствие кулоновского 

взаимодействия с заряженными частицами. 

Тогда мы получим, как и следует ожидать также из простых соображений 
размерности, следующие эффективные сечения переходов: 

2) Fermi Е. Zs. Phys., J934, 88, 161. 
33* 
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протон-+ 

нейтрон + позитрон+ нейтрино 

протон +электрон+ позитрон+ 2 нейтрино (4) 

протон+ п электронов+ п позитронов+ 2п нейтрино Q ,.._, ( ~:
2

) 
2 

f 4n ksn-2
• 

В этих формулах k приближенно означает среднее волновое число частиц, возни
кающих в рассматриваемом процессе. Из этой оценки видно, что для значений k 
порядка 1-1!2 множественные процессы становятся столь же вероятными, как 
и более простые; можно даже прийти к выводу о том, что протон, энергия кото

рого очень велика по сравнению с hc/ .J1, сравнительно часто рождает большое 
число частиц, причем средняя энергия отдельной частицы по порядку величины 

составляет hc/ .J1; этот процесс подробнее будет еще рассмотрен в дальнейшем. 
При энергии порядка hc/ .J1 метод Борна, естественно, уже неприменим для 
вычисления эффективных сечений, и потому определение в формулах (4) точных 
численных коэффициентов лишено какого-либо смысла. 

Таким образом, теория Ферми дает качественное объяснение возникновению 
ливней и к тому же позволяет сделать количественные утверждения, что средняя 

ливневых частиц по порядку величины должна составлять hc/ .J1 и что эффектив
ное сечение возникновения ливня по порядку величины должно быть равно f. Если 
мы возьмем f = g/hc из работы Ферми: g = 4,10-50 эрг· см3 , то получим (М -
масса протона) 

hc 2 
-=580Мс .J1 ' (5) 

что, конечно, слишком много по сравнению с экспериментальными данными. 

Однако это расхождение может быть связано с тем отмечавшимся уже не раз обсто
ятельством, что выраженное в единицах размеров ядра значение g в теории Ферми 
неправдоподобно мало, вследствие чего, например, обменные силы, рассчитанные 
по этой теории, оказываются значительно слабее сил, действительно определяю
щих строение ядер. Как известно, эту трудность можно устранить, вводя вместо 
взаимодействия Ферми другое взаимодействие, содержащее производные волновых 

функций нейтрино или электронов з). Если добавить к энергии взаимодействия 
еще s производных, как это сделали Конопинский и Уленбек 4>, то коэффициент 
обменного взаимодействия /', обладающий размерностью см2+s, будет отличаться 
от коэффициента Ферми f множителем (h/mc)8. Тогда среднюю энергию ливневых 
частиц по порядку величины можно будет оценить следующим образом: 

Е"" hc/'-l/(2+s). (6) 

Численно для различных значений s получается: 

s = о 2 3 
Ё 
Мс2 ,.._, 580 5,7 0,31 0,14 

з) Bethe G., Peierls R. Bericht vom Kongress in London, 1934. 
4) Konopinski Е. Т" Uhlenbeck G.E. Phys. Rev., 1935, 48, 7, 107. 
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Таким образом, предположение, что s = 2 или 3, дает для энергии ливневых 

частиц значения, по порядку величины соответствующие экспериментальным. Хотя 

форма непрерывных ,в-спектров по Конопинскому и Уленбеку свидетельствует 
скорее в пользу s = l , однако последнее слово о форме энергии .взаимодействия, 
ответственного за ,В-распад, безусловно, еще не сказано. Эффективное сечение 
образования ливня в соответствии с приведенными здесь соображениями должно 

примерно совпадать с квадратом длины волны ливневых частиц средней энергии; 

поэтому оно должно иметь порядок величины io-26 см2 . 
Качественное представление о возникновении ливня, конечно, в очень грубых 

чертах, можно получить, рассматривая волновое уравнение в полуклассическом 

приближении. При этом мы будем исходить из упрощающего предположения 
о том, что имеются частицы только одного типа, между которыми существует 

взаимодействие четвертого порядка следующего вида 

as.1, 
J'1f/фф*-'1'. 

дхs 
(7) 

Кроме того, вместо перестановочных соотношений мы будем применять подходящие 

условия нормировки. Тогда столкновение двух частиц можно наглядно рассматри

вать как столкновение двух волновых пакетов, причем волновые пакеты не должны 

быть очень большими по сравнению с длинами волн, а нормировка их должна быть 
такой, чтобы они имели энергию h11 = hck = hc/ Л. Такие волновые пакеты будут 
проходить друг через друга почти без возмущения, при условии, что их длины волн 

u 11/(2+•) 
намного больше характеристическои длины l = j ; в этом случае энергия 
взаимодействия останется малой по сравнению с обычными величинами ф* а; 8

8 'Ф. 
х, 

Если же длины волн пакетов становятся малыми по сравнению с характеристиче

ской длиной l, то вследствие обусловленного нормировкой увеличения амплитуды 
слагаемые, ответственные за взаимодействие при столкновении, превышают все 
другие составляющие энергии (до столкновения энергия взаимодействия вследствие 
релятивистской инвариантности равна нулю, потому что отдельная частица не может 

иметь определенного значения энергии). Происходящий затем процесс уже не имеет 
ничего общего с распространением волн; нелинейное дифференциальное уравнение 

скорее всего будет иметь следствием некое трудно обсуждаемое в деталях нерегуляр
ное изменение волновой функции пакетов, при котором исходный периодический 
характер волновой функции в пакетах в общем случае исчезает. Однако с течением 
времени энергия, сконцентрированная в двух волновых пакетах, все же будет ка
ким-то образом расплываться в некоторой большой области пространства V' до тех 
пор, пока энергия взаимодействия, наконец, снова не станет исчезающе малой. 

Тогда этот энергетический пакет будет распадаться на отдельные частицы, имеющие 

волновые числа k' в окрестности V'- 113
• Объем области V' следует определять 

из условия, что энергия взаимодействия возникших частиц должна быть точно рав
на обычной энергии свободных частиц. В следующих оценках k означает волновое 
число сталкивающихся частиц, k' - среднее волновое число и п - количество 
частиц в ливне (массы покоя частиц ливня принципиально не учитываются). 

Из закона сохранения энергии следует 

2k = nk'. (8) 

Условие, что энергия взаимодействия должна быть чуть меньше обычной энергии 
свободных частиц, приводит к уравнению 

Ф* д'Ф "'J'Ф*'Ф1f/ д'Ф' 
дх дх• 

(9) 
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и так как 

k'"' v,-1;з 
' 

то 

k' "' J' k's .!!:._ rv z2+s kt3+s п 
V' . (10) 

Наконец, из соотношений (8) и (10) получается 

n rv (kl)(2+s)/(l+s>, k' rv l rv ~(kl)-1/(I+s) 
ln11(2+s) l · (11) 

Таким образом, из этой безусловно очень грубой оценки следует, что средняя 
энергия частиц ливня должна убывать с ростом числа частиц медленно, а именно 
как n-l/(l+s). 

Точное экспериментальное исследование этого вопроса можно было бы прове

сти, вероятно, только на ливнях с относительно большим числом частиц, особенно 
на «толчках» Гофмана. 

Обсуждая далее экспериментальные следствия предложенного здесь объяснения 

ливней, мы сталкиваемся с вопросом, почему в ливнях не наблюдаются чаще тя
желые частицы - протоны и нейтроны; ведь если судить по матричным элементам 
теории Ферми, то они должны участвовать в образовании ливня наравне с легкими 

частицами. Ответ на этот вопрос заключается, возможно, в том, что по теории 

Ферми вероятность испускания группы частиц определяется в значительной степени 

объемом фазового пространства, доступным испущенным частицам. При заданной 
общей энергии появление тяжелой частицы всегда приводит к значительному со
кращению фазового объема, обусловленному ее большой массой, так что тяжелые 
частицы могут встречаться, по-видимому, лишь очень редко и только в ливнях 

с наиболее высокой энергией. 
В противоположность этому гипотетические «нейтрино» Паули должны соста

влять значительную часть проникающего излучения. Ведь при образовании всякого 

ливня должны возникать нейтрино со средней энергией hc/1
-

11<
2+•), и эти ней

трино, в свою очередь, могли бы снова образовывать меньшие вторичные ливни. 
При этом эффективное сечение образования этих вторичных ливней из нейтрино 

было бы, вероятно, также не намного ниже 10-26 см2 • В отличие от нейтри
но ,6-распада, обладающих низкой энергией, нейтрино высотного излучения с их 

высокой энергией должны были бы непременно проявлять себя своими действиями. 
Возможно, некоторая часть неионизирующего, но образующего ливни излучения 

состоит из нейтрино. Однако, исходя из развитых здесь представлений, нельзя 
исключать и того, что в высотном излучении участвуют световые кванты (фотоны). 

Резюмируя теоретический результат предложенного здесь объяснения образо

вания ливней, можно констатировать следующее: тот факт, что процессы столк

новений с участием частиц очень высокой энергии протекают совершенно иначе, 
чем с участием частиц низкой энергии, и что переход от первого процесса 

ко второму происходит при энергии, значительно превосходящей энергию покоя 

электронов, указывает на то, что нелинейные члены взаимодействия в волновом 
уравнении определяют фундаментальную длину, а тем самым и фундаментальную 

энергию. Впрочем, в этом отношении теория ,д-распада Ферми и теория излучения 

Борна 5) оказываются близкими между собой. И в этой и в другой теории имеется 
фундаментальная длина; соответственно этому теория Борна также привела бы 

5) Вот М. Proc. Roy. Soc. London, 1933, А 143, 410; Вот М" Infeld L. Proc. Roy. Soc. London, 1934, А 144, 
425; 1934, А 147, 522; 1935, А 150, 141. 
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к результату, что при столкновении двух фотонов очень высокой энергии воз

никает ливень длинноволновых фотонов б). Таким образом, исходя из того, что 
в этом случае взаимодействие приводит к необходимости введения в теорию ма
терии фундаментальной длины, мы должны поставить вопрос об отношении этого 

взаимодействия к другим случаям, в которых в теории возникает универсальная 

длина, например, связанная с массой покоя. Здесь представляетСSJ естественной 

идея Борна о том, что в будущей теории масса покоя может быть в известной 
степени получена как вторичное следствие взаимодействия, т. е. что массу покоя 

следует понимать как собственную энергию материальных частиц, обусловленную 
взаимодействием (и притом, в соответствии с допуmениями этой работы, хотя бы 
в заметной степени взаимодействием, ответственным за ,в-распад). В пользу такого 
понимания, во всяком случае, говорит то обстоятельство, что в области высоких 
энергий (v "' с), имеющей решающее значение для принципиальных вопросов, 
масса покоя оказывает лишь очень слабое влияние на свойства материи, в то время 
как взаимодействие Ферми приобретает там определенную роль. 

В связи с этим следует указать на то, что применение квантовой теории 

к системе с бесконечно большим числом степеней свободы, т. е. к континууму, 

до сих пор всегда приводило к принципиальным трудностям. В теории интегралы 

по пространству импульсов, выражающие плотность заряда и т. п" обычно всегда 

расходятся при больших импульсах. Представляется естественным думать, что эта 
трудность может быть устранена только в том случае, если в теорию вводится 

некая фундаментальная длина, которая соответствующим ей импульсом определяет 

границу, где ранее расходившиеся интегралы становятся сходящимися благодаря 
видоизменению физических законов. Теория Ферми дает надежду на удовлетворение 
наших желаний потому, что именно при высоких энергиях частиц она приводит 

к совершенно другим законам, чем прежние теории. Подобно тому, как применение 
классической статистики к излучению в полости, обладающему бесконечно боль
шим числом степеней свободы, приобрело физический смысл только после введения 
универсального кванта действия (h), применение квантовой теории к непрерывной 
системе станет, вероятно, возможным только в том случае, если в системе будет 
определена некая универсальная длина. Прибегая к этому сравнению, мы имеем 
в виду, конечно, предположение о том, что введение универсальной длины, возмож

но, вызовет новое принципиальное изменение формального аппарата, по аналогии 
с тем, например, что введение константы с привело к видоизменению дорелятивист

ской физики. Но даже если это произойдет, то приближение к новым законам будет 
возможным только на пути исследования количественных следствий из универсаль

ной длины, например, таких, какие получаются из взаимодействия Ферми; при этом 
не исключено, что при некоторых условиях придется временно отказаться от по

следовательного применения квантовой теории. Конечно, на пути продвижения 
в эту область - совершенно отвлекаясь от физических усложнений - стоят также 
значительные математические трудности, ввиду очень большой сложности изучения 

свойств нелинейных уравнений в частных производных. Поэтому задача этой статьи 
состоит прежде всего в том, чтобы подчеркнуть большое значение, которое следует 

придавать появлению универсальной длины в теории (3-распада Ферми. 

(Поступшш 8 июня 1936 г.) 

б) Однако по указанным в начале статьи причинам это не имело бы места в электродинамике, которая 
в некотором определенном приближении получается из теории позитронов Дирака (см. Heisenberg W., 
Euler Н. Zs. Phys., 1936, 98, 714). 
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Запутанные явления, обязанные своим происхождением космическим лучам, 
в последние годы были систематизированы и прояснены в такой степени, что те

перь представляется возможным, основываясь на известной нам теории, нарисовать 

* Theoretische Gesichtspunkte zur Deutung der .kosmischen Strahlung. (Mit Н. Еи/ег). - Ergebn. der exakten 
Natшwiss., 1938, 17, l-69. Перевод А.А. Сазыкина. 
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в общих чертах взаимосвязанную, хотя еще и не во всех деталях правильную их 

картину. Возможность этого обеспечивается такими важнейшими достижениями, 

как понимание того, что квантовая теория в значительной мере правильно описы

вает свойства высокоэнергичных электронов и световых квантов вплоть до самых 

высоких доступных нам энергий, а также связанное с этим пониманием открытие 

новой элементарной частицы, ответственной за проникающую компоненту высот

ного излучения и обладающей массой, промежуточной между массами электрона 

и протона. В последнее время эта элементарная частица была найдена прямо на от
дельных снимках в камере Вильсона. Мы начинаем наше сообщение с краткого 
обзора результатов, которые можно извлечь из снимков отдельной ионизированной 

частицы в камере Вильсона при воздействии магнитного поля (1). Вслед за этим 
мы излагаем результаты существующей теории о свойствах частиц и вторичных 

эффектах, обусловленных легкими (11) и тяжелыми (111) частицами. Теоретические 
результаты затем детально сравниваются с экспериментальными, а именно, сначала 

рассматриваются спектры отдельных видов частиц и их превращения в атмосфере, 
потом их вторичные воздействия (ливни, столкновения, ядерные превращения) (V). 
В нашем сообщении мы не стремились к сколько-нибудь полному обсуждению 
экспериментальных результатов; от этого можно бьmо бы отказаться тем легче, 

что недавно появился подробный обзор Мильникеля !) по высотному излучению, 
содержащий основательное изложение обширного экспериментального материала, 
полученного к настоящему времени. 

1 

ОБЗОР СВОЙСТВ ОТДЕЛЬНЫХ ЧАСТИЦ 

§1 
Маг11итное отклонение и измерение импульса 

На рис. 1 приведен полученный в камере Вильсона снимок траектории частицы 
в магнитном поле. На этом снимке можно прежде всего измерить кривизну 

траектории. Тем самым производится измерение импульса частицы р, который 

связан с радиусом кривизны р в магнитном поле Н известным соотношением ( е -
заряд частицы, е - скорость света). 

ре= еНр. (l) 

«Магнитную жесткость» ре/ е (и тем самым импульс р) принято измерять 
в единицах Гс· см или в вольтах (В). Между этими двумя единицами существует 
соотношение 

ре эрг В -- = l = 300 --, 
еН р э.ед.зар. · Гс · см Гс · см 

(I') 

Для частиц, кинетическая энергия которых Е = J(mc2) 2 + (ре)2 велика по срав
нению с их энергией покоя mc2

, произведение ре приблизительно равно энергии, 
и потому в литературе оно указывается большей частью в электрон-вольтах (эВ). 
В частности, для электронов высокой энергии в высотном излучении ре практически 

всегда можно приравнивать энергии; однако для частиц с большей ионизирующей 
способностью ре уже не будет равно энергии. 

I) Mieh/nickel Е. Hбhenstrahlung. Dresden u. Leipzig: Theodor Steinkopff, 1938. 
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Рис. 1. Снимок Андерсона в камере Вильсона. Позитрон с энергией 6,3 · 107 эВ проходит 
снизу через пластину из свинца толщиной 6 мм и выходит с энергией 2,3 · 107 эВ 

§2 

Иониаация и намерение скорости 2> 

На снимке, изображенном на рис. 1, можно также подсчитать плотность капель 
в следе и тем самым измерить потери энергии, испытываемые наблюдаемой 

частицей при ионизации молекул в воздухе. 

Ионизационные потери на 1 см 8J: JJ по существу служат мерой скорости 
частицы V = (Зс. Они определяются формулой 

ав\ а 
- дх J = (32' (2) 

где величина а, по Бете 3) и Блоху 4) очень слабо зависит от массы и лишь 
логарифмически растет с энергией частицы. По порядку величина а составля

ет 107 эВ/см для РЬ и 2 · 106 эВ/см для воды. Более точно ионизационные потери 
изображены на рис. 2, на котором представлены рассчитанные по Блоху и Баба 5) 

2) См. Нeitler W. Theory of Radiation. Oxford: Clarendon-Press, 1936. 
З) Bethe Н. Handbuch der Physik. Bd. 24. S. 1. 
4) В!осh F. Zs. Phys., 1933, 81, 363. 
S) Bhabha Н. J. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 164, 257. 



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОБЪЯСНЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ 531 

потери энергии на l см воды и свинца в за
висимости от импульса частиц, имеющих 

элементарный заряд, но различные массы. 

Представленным на рис. 2 массам ( т = 
масса электрона, lOOm, 1840m = М = 
масса протона) соответствуют энергии покоя 

тс2 = 0,51 · 106 эВ, 100mc2 = 0,51 · 108 эВ, 
Мс2 = 0,9 · 109 эВ. 

С помощью формулы (2) и рис. 2 мож
но ясно различить электроны и протоны 

при одинаковом импульсе ре = 2 · 108 эВ 
по производимой ими ионизации: элек

трон ( mc2 = 0,5 · 106 эВ) имеет в этом случае 
почти световую скорость и потому оставляет 

тонкий след, а протон (М с2 = 109 эВ) при 
этом же импульсе движется медленнее света 

и потому след оставляет значительно более 

толстый. Однако возможность ясно отличать 
электроны от протонов исчезает при энер

гиях больше Мс2 = 109 эВ, так как тогда 
обе частицы будут двигаться почти со ско

ростью света, оставляя одинаково тонкий 

след, в котором плотность капель определя

ется в основном зарядом. Подробнее об этом 
будет сказано в § 9. 

§3 

дЕ t 4 

дх 2 

дЕt 
дх 

1840m=M (протона) 

10' 101 10' 10' 1010 10" 10" эВ 
ре-

ре-

10• 105 10' 107 10' 10' Гс·см 
Нр-

Рис. 2. Ионизационные потери в воде 
и свинце по формуле Блоха. Абсцисса: 

импульс частицы в эВ или Гс · см. Ор
дината: потери энергии в единицах 

106 эВ/см. Три кривых относятся к ча
стицам различной массы: т (масса элек
трона), 100 т, 1840 т (масса протона) 

Торможе11ие излучением и масса покоя 6> 

Наконец, на снимке в камере Вильсона, изображенном на рис. 1, можно опре
делить изменение кривизны траектории в свинцовой пластине. Потеря импульса 
в свинцовой пластине складывается главным образом из двух частей: ионизацион

ных потерь, которые были рассмотрены в предыдущем параграфе, и радиационных 

потерь. В то время как ионизация уменьшает энергию частицы, движущейся со све
товой скоростью, всегда на одну и ту же абсолютную величину около 107 эВ/см РЬ, 
тормозное излучение отнимает у такой частицы всегда одну и ту же долю ее энер-

гии, обратно пропорциональную квадрату ее массы покоя 1>. Электрон с энергией 
больше 107 эВ излучает, например, в 4 мм РЬ всегда примерно половину своей 
энергии, тогда как протон теряет на излучение на этом же отрезке лишь незаметную 

часть энергии - 0,01 %. Таким образом, радиационные потери энергии электрона 
в 1 см РЬ намного превышают его ионизационные потери, если только энергия 
электрона больше 107 эВ. Более детально тормозное излучение рассматривается в§ 7. 

§4 
Легкие и тяжелые электроны 

Мы переходим теперь к изложению результатов изучения полученных до сих 
пор снимков отдельных траекторий. 

6
) См. Heitler W. Theory of Radiation. Oxford: Clarendon-Press, 1936. 

7) Bethe Н., Heitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1934, 146, 83. 
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Рис. З. Тормозные потери как 
функция импульса. Абсцисса: 

импульс. Ордината: относитель
ное изменение импульса на 1 см 
свинца. о• - измерения Блэк
кета в l/З см свинца. о• - из
мерения Блэккета в 1 см свинца. 
-- - теоретическая кривая 

для бесконечно тонкой пласти

ны из свинца (§ 21) 

1. Статистика измерений импульса (Кунце &) , 

Блэккет 9>, Герцог и Шеррер io), Андерсон")), кото
рые проводились вплоть до энергии 2 · 10 10 эв, дает 
спектр ионизирующих частиц, непрерывно спада

ющий в области высоких импульсов. 

2. Следы большинства частиц показывают ио
низацию, лишь мало отличающуюся от ионизации, 

производимой электроном. Только около 1% 12
) 

всех траекторий образованы более толстыми сле

дами. Это говорит за то, что заряд наблюдаемых 
частиц не может быть существенно меньше, чем 
заряд электрона; отсюда делается предположение, 

что заряд у всех частиц равен электрическому эле

ментарному заряду. 

Из того факта, что в области импульсов 
ре :;:;; 1/2 · 109 эВ следы оказываются слабыми, 
делается еще вывод, что почти все частицы с им

пульсом ниже 1/2 · 109 эВ должны быть легче, чем 
протоны. Ибо протон с импульсом ре< 1/2 · 109 эВ 
должен был бы оставлять заметно более толстый 

след, чем большинство частиц, найденных в этой 

области (рис. 2). 
3. Потеря импульса в пластине из свинца, измеренная при высоких им

пульсах Блэккетом и Вильсоном IЗ), Неддермейером и Андерсоном 14
), Крюссаром 

и Лепринс-Ринге 15
), изображена на рис. 3 по измерениям Блэккета. При низких 

импульсах ре < 2 · 108 эВ она по величине такая же, как для излучающих электро
нов(§ 3), а при высоких импульсах уменьшается так, что при 1/2·109 эВ составляет 
лишь около одной десятой доли от начального значения. Отсюда предполагая пра

вильность теории излучения, мы приходим :к выводу 16
), что частицы с импульсом 

выше ре= 2 · 108 эВ в большинстве своем тяжелее, чем электроны. 
Из того факта 17

), что большая часть частиц, которые наблюдались в области 
импульсов 2 · 108 эВ< ре< 1/2 · 109 эВ, ионизирует слабее, чем протон, а излучает 
слабее, чем электрон, Неддермейер и Андерсон сделали вывод, что здесь дело идет 
о неизвестном ранее виде «тяжелых электронов» с массой, промежуточной между 

массами электрона и протона. 

s) Кипzе Р. Zs. Phys., 1933, 80, 559. 
9) Вlackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 159, 1. 
!О) Herzog G., Scherrer Р. J. Physique et Radium, 1935, 6, 489; Herzog G., Scherrer Р. Helvet. Physic. Acta, 1935, 

8, 514. 
l I) Anderson С. D. Phys. Rev., 1933, 44, 406. 
12) Anderson С. D., Neddermeyer S. Н. Phys. Rev., 1936, 50, 263. 
IЗ) В/ackett Р. М. S., Wilson J. G. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 160, 306; В/ackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 
1938, 165, 11. 
14) Neddermeyer S. Н., Anderson С. D. Phys. Rev., 1937, 51, 884. 
IS) Crussard J" Leprince-Riguet L. С. R. Acad. Sei. Paris, 1937, 204, 243; Crussard J. J. Physique et Radium, 
1937, 5, 214. 
16

) Neddermeyer S. Н., Anderson С. D. Ор. cit. 
I?) Вlackett Р. М. S., Wilson J. G. Ор. cit.; Вlackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 165, 11; 
Neddermeyer S. Н., Anderson С. D. Ор. cit.; Crussard J., Leprince-Riguet L. Ор. cit., Crussard J. Ор. cit. 



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОБЪЯСНЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ 533 

В противовес такой интерпретации измерений, основанной на гипотезе тяжелых 
электронов, Блэккет и Вильсон, объясняя свои измерения, сначала предположили, 
что наблюдаемые частицы суть электроны, которые при импульсах выше несколь

ких единиц, умноженных на 108 эВ, утрачивают свою излучательную способность. 
Но поскольку справедливость формул излучения, как позднее будет показано при 

рассмотрении толчков Гофмана (§ 24) и стратосферных измерений (§ 19), подтвер
ждена вплоть до очень высоких энергий порядка 10 11 эВ и поскольку к тому же 
несостоятельность теории излучения при выводе формулы торможения (§ 3) тео
ретически объяснить бьшо бы невозможно, мы должны, пожалуй, считать теперь 
правильной именно первую интерпретацию. 

§5 
Масса тяжелых электронов 

Массу тяжелых электронов можно определить, комбинируя измерения импульса 

и скорости. Конечно, для этого необходимо наблюдать тяжелый электрон в конце 
его траектории, чтобы его скорость 

была значительно меньше скорости 

света, а его след был существенно 
толще, чем у электрона. Несмотря 
на редкость такого события, мно

гим авторам уже удалось получить 

снимки следов медленных электро

нов, и мы воспроизводим на рис. 4 
один из них, сделанный Вильсоном 

и Пикапом 19>. 
Здесь d есть след тяжелого элек

трона, е - след электрона с энерги

ей 1/2 · 106 эВ, вмонтированный для 
сравнения в снимок. Ясно видно, 

что ионизация частицей d пример-
но втрое сильнее, чем электроном. 

Рис. 4. Снимок тяжелого электрона в камере 
Вильсона, полученный Вильямсом и Пикапом 18>. 
Здесь d - тяжелый электрон с сильным следом, 
е - след легкого электрона для сравнения 

С другой стороны, кривизна следа d показывает, что частица d не протон. По кри
визне и ионизации можно затем вычислить массу тяжелых электронов, что и было 

сделано Вильямсом и Пикапом; результаты вычислений приведены в таблице 1. 

Таблица l 

Величина: Кривизна Ионизация 
Импульс р Скорость Масса 

Единицы: 105 Гс· см ион 106 эВ 
те с т 

Заряд 

электр. 

След а 1,10 5 65 0,30 220± 50 -
След Ь 1,83 >7 107 0,25 430 (< 800) + 
След с 1,47 3 85 0,45 190 ± 60 + 
След d 1,15 3,3 67 0,41 160 ± 30 + 

Другие авторы указывают следующие массы покоя µ (в единицах массы 
электрона): 

18) Williams Е. J., Pickup Е. Nature (Lond.), 1938, 141, 684. 
19) Ibld. 
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µ/т = 250 
125 
160 
350 
120 
200 
100 
180-250 

Корсон и Броде 20>, 
Броде и Старр 21 ). 
Стрит и Стивенсон 22), 

Андерсон и Неддермейер 23), 

Рулиг и Крейн 24), 

Эренфест 25), 

Оже 26>, 
Нишина, Такеучи, Ичимия 27

). 

Предполагая теперь, что в космических лучах встречаются легкие и тяжелые 
электроны, мы обсудим сначала теоретически (гл. 11, 111) следствия, ожидаемые нами 
при попадании таких частиц в вещество. Позднее (гл. IV, V) мы сравним ожидаемые 
в целом следствия с опытом, что позволит нам дополнительно определить некоторые 

параметры, остававшиеся в теории свободными. 

11 

ТЕОРИЯ ЛЕГКИХ ЧАСТИЦ 28> 

§6 
Обзор электромагнитных процессов 

Когда электрон высокой энергии пересекает вещество, он, как уже говорилось, 
вызывает прежде всего процессы двоякого рода. Во-первых, он сталкивается 

с электронами атомных оболочек и теряет энергию при ионизации. Во-вторых, 
он отклоняется кулоновскими полями атомных ядер, и это отклонение приводит 

к излучению света, если скорость частицы приближается к скорости света. 

Электромагнитные силы превращают часть энергии электрона в излучение, 

но точно так же они могут вызывать и обратный процесс, т. е. они могут приводить 
к тому, что световой квант, встречаясь с атомным ядром, будет образовывать 

электрон-позитронную пару. 

Оба эти процесса, тормозное излучение и образование пар, происходят примерно 

одинаково часто, когда энергия кванта или электрона в достаточной мере превышает 

энергию покоя электрона 1/2 · 106 эВ. 
Для наглядного описания процессов тормозного излучения, образования пар 

и ионизации мы вместе с Баба и Гайтлером 29
) прежде всего введем для каждого мате

риала в качестве единицы длины такой отрезок Х0 , на котором электрон теряет из-за 

тормозного излучения в среднем половину своей энергии. Этот отрезок приводится 

20> Corson D. Е., Brode R. В. Phys. Rev., 1938, 53, 773. 
21

) Brode R. В" Sta" М.А. Phys. Rev., 1938, 53, 3. 
22) Street J. С., Stevenson Е. С. Phys. Rev., 1937, 52, 1003. 
23) Anderson С. D., Neddermeyer S. Н. Ор. cit. 
24) Ruhlig А. J., Crane Н. R. Phys. Rev., 1938, 53, 266. 
25) Ehrenfest P.jr. С. R. Acad. Sci. Paris, 1938, 206, 428. 
26) Auger Р. С. R. Acad. Sci. Paris, 1938, 206, 346. 
27> Nishina У., Takeuchi М., Ishimya Т. Phys. Rev" 1937, 52, 1198. 
28) См. Heitler W. Theory of Radiation. Oxford: Clarendon-Press, 1936. 
29

) Bhabha Н. J., Heitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 159, 432; Carlson J. F., Oppenheimer J. К. Phys. Rev" 
1937, 51, 220. 
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в первой строке таблицы 2 30>; мы будем называть его «радиационной единицей дли
ны» и обозначать толщину слоя, измеренную в этих единицах, через l (l = Х/Хо). 
Мы заметим далее вместе с Баба и Гайтлером 31), что в каждом материале существует 
определенная энергия, а именно такая энергия Ei, при которой ионизационные 
потери электрона равны его радиационным потерям. Выше энергии Ej преобладают 
радиационные потери, ниже Ej - ионизационные потери, так как потери энер

гии на излучение возрастают пропорционально энергии, а потери на ионизацию 

возрастают с энергией лишь логарифмически, т. е. практически остаются постоян
ными. Энергия Ej, которая по порядку величины совпадает с ионизационными 
потерями на радиационной единице длины, указана во второй строке таблицы 2. 
В дальнейшем энергию Ej мы будем называть также «границей ионизации». 

'Тhблица 2 

РЬ Fe А1 Н20 Воздух 

Хо (см)= 0,4 1,4 7,8 34 27500 

Ej · io-1 (эВ) = 1 3 6 15 15 

Обратная величина радиационной единицы длины приблизительно пропорцио
нальна квадрату атомного номера z и числу атомов в 1 см 3 р/А: 

А 1 
Хо~ const - 2 . 

р z 
(3) 

Обратная величина границы ионизации приблизительно пропорциональна атомному 
номеру: 

const 
Ei-::::--, z (4) 

потому что ионизационные потери возрастают с числом электронов в атоме Z в пер
вом приближении линейно, а эффективное сечение излучения растет как квадрат 

атомного номера. Отклонение от закона (4), которое можно заметить в таблице 2, 
объясняется зависимостью ионизации атома от атомного номера (§ 9; рис. 2). 

Кроме названных выше процессов, известную роль играют еще эффект Комптона 

для световых квантов и спонтанное излучение позитронов 32
). Но поскольку эти 

процессы становятся заметными лишь при меньших энергиях порядка < 106 эВ, 
то мы можем не принимать их во внимание при обсуждении космических лучей, 

в которых все события разыгрываются в общем при энергиях выше 107 эВ. 

§7 
Тормо3ное и3луче11ие 

Предположим теперь, что электрон с энергией Е проходит через тонкий слой dl 
и зададим вопрос, какое число световых квантов он излучает в интервале энергий k, 
k+dk. 

3о) Bethe Н., Heit/er W. Ор. cit. 
31

) Bhabha Н. J., Нeitler W. Ор. cit.; Carlson J. F., Oppenheimer J. К. Ор. cit. 
32) См. Heitler W. Theory of Radiation. Oxford: Clarendon-Press, 1936. 
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В области энергий выше энергии покоя электрона, существенной для космиче

ских лучей, это число по Бете и Гайтлеру 33) приблизительно дается формулой 

dk 
J(k) dl dk = dl k ln 2. (5) 

Отсюда следует, что общее число световых квантов выше некоторой энергии Е1, 
испущенных на пути dl, равно 

Е 

dn = dl / J(k) dk = dl ln Е ln 2, 
'· Е1 

в, 

а отданная в среднем на пути dl энергия составляет 

Е 

dE = dl 1 J(k) dk = dl Eln2. 

о 

(6) 

(7) 

Таким образом, относительные потери энергии на излучение dE / Е для элек
тронов высокой энергии· не зависят от энергии, как мы уже предполагали в § 3. 
Отсюда следует, что средняя энергия излучающего электрона убывает с толщиной 

тормозящего слоя экспоненциально: 

- -1 
Е1 = Ео2 . (8) 

(Здесь Ео - начальная энергия, Е1 - энергия после прохождения слоя толщиной l; 
l = Х/Х0 .) При обсуждении экспериментов необходимо, конечно, учитывать еще 
флюктуации около этого среднего значения. Указанные флюктуации описываются 

с помощью вероятности, с которой электрон с начальной энергией Ео будет иметь 

энергию в интервале Е1, Е1 + dE1 после того, как он пройдет путь l. 
По Бете и Гайтлеру 34

) эта вероятность дается формулой 

dE1 ( Ео)'- 1 l 
W(E1) dE1 = Ео ln Ei (l _ !)! . (9) 

В частности, в слое толщиной l = 1 равновероятна всякая убыль энергии в интервале 
от потери всей энергии до нулевой потери. 

Полученные из квантовой теории излучения формулы (8) и (9) для средних 
потерь энергии электрона и для флюктуаций этих потерь около среднего значения 

подтверждаются измерениями в камере Вильсона до энергии 2 · 108 эВ. 
Таблица 3 воспроизводит средние потери энергии в пластине из свинца 

толщиной 0,35 см, полученные в измерениях Андерсона и Неддермейера 35>. 
На рис. 5 показаны флюктуации потерь энергии в области энергий Е < 

2 · 108 эВ по измерениям Блэккета 36). На этом рисунке по оси абсцисс отложены 

33) Вethe Н" Heitler W. Ор. cit.; Bhabha Н. J" Heitler W. Ор. cit. 
34> Bethe Н" Heitler W. Ор. cit. 
35) Ander.юn С. D., Neddermeyer S. Н. Ор. cit. 
36) В/ackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond" 1938, 165, 11. 
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Тhблица 3 
Средние потери энергии электронов в РЬ по Андерсону и Неддермейеру 37 ) 

7 900 Гс, 0,35 см - пластина РЬ (Пик Пайка) 

Интервал энергий < 50 50-100 100-150 150-200 х106 эВ 
Число следов 29 65 18 13 
Средняя начальная энергия 31 75 123 177 х 106 эВ 
Средние потери энергии 

экспериментальные 42 82 178 191 х 106 эВ/см РЬ 
теоретические 50 110 175 240 х 106 эВ/см РЬ 

4 500 Гс, 0,35 см - пластина РЬ (Пасадена) 

Интервал энергий < 50 500-100 100-150 150-200 106 эВ 
Число следов 22 28 
Средняя начальная энергия 26 71 
Средние потери энергии 

экспериментальные 37 84 
теоретические 43 105 

относительные потери энергии R на 1 см 
РЬ, которые получаются после вычита

ния небольших ионизационных потерь 

аХ из общих потерь энергии электро
нами: 

R = _Е_о_-_Е~1 _-_а_х_ 
Ео+Е1 Х 

2 

Левая часть рис. 5 показывает частоту по
тери энергии R для тонкой пластины 
в 1/3 см РЬ, толщина которой несколько 
меньше радиационной единицы длины, 

так как большие потери энергии в ней 

оказываются особенно редкими. На пра

вой части рисунка показано распределе

ние для пластины толщиной в несколько 

радиационных единиц ( Х = l см РЬ, 
l = 2,5), и большие потери энергии встре
чаются в ней особенно часто. Сплошные 

15 16 
117 170 106 эВ 

124 207 106 эВ/см РЬ 
167 240 106 эВ/см РЬ 

15 
0,33 см РЬ, 1=0,82 I 

Н=3300 Гс 12 1 см РЬ, 1=2,5 I 
10 

8 

-1 о 1 2 3 4 5 6 -0,4 о 0,40,8 1,21,62,0 
R-- R-

Рис. 5. Флюктуации радиационных потерь 
при энергиях Е < 2 · 108 эВ по Блэккету 38>. 
Абсцисса: относительные радиационные 

потери на 1 см свинца. Ордината: частота 
радиационных потерь на РЬ в пластине 
толщиной 1/3 см (слева) и 1 см (справа). 
§ - измерения Блэккета. -- - теория 
Бете-Гайтлера 

кривые изображают теоретическое распределение (9), среднее значение которого (8) 
указывается вертикальными пунктирными линиями. Те измеренные точки, которые 

соответствуют отрицательной потере импульса, имеют в своей основе ошибки 
при измерениях кривизны и дают приблизительную меру неточности измерения 

импульса. Если мы будем считать эти траектории примером малых положительных 
потерь энергии, то получим отчетливый максимум при малых потерях энергии, 

который не может быть объяснен тормозным излучением и должен, очевидно, 

приписываться проникающим частицам. 

37
) Andersa11 С. D., Neddenneyer S. Н. Ор. cit. 

38
) Вlackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 165, 11. 
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§8 
Образование пар 

Вероятность, с которой световой квант рождает пару на пути dl, при высоких 
энергиях hv ~ mc2 не зависит от энергии кванта 39>: 

(,) dl = 0,6 dl. (10) 

При меньших энергиях вероятность рождення пар убывает, пока при энергии покоя 

пары hv = 2mc2 не станет равной нулю. Этот закон образования пар, выведенный 
из теории Дирака, проверен прямыми измерениями только в области 1-излучения 

Кюри-Жолио, Чадвиком, Блэккетом и Оккиалини 40J. В области высоких энергий 
мы будем сначала исходить из экстраполяции этого закона (10), а затем проверять 
получаемые из него следствия. 

§9 
Ишшаация 

Ионизацию атомных оболочек можно изучать с помощью следующих явлений. 

А. Потери энергии можно определить по изменению кривизны траектории 

в магнитном поле, если скорость электрона настолько мала, что тормозное излучение 

еще не играет роли. Теория потерь энергии Бете 41 > и Блоха 42
), результат которой 

бьш изображен на рис. 2, была точнейшим образом подтверждена Вильямсом для 
скоростей меньше 1/4 скорости света 43

). 

Для длины пробега R частицы массой µ и импульсом р, заменяя в формуле (2) 
величину а приближенно постоянным значением (точным для р "' 3,5µс), мы 
получаем: 

Свинец Вода 

а= l,2. 107 2. 106 

µс2 
R(p) = -

а 

-= 
р 

2 о 
µс 

aR 
о O,l 0,7 -- -

µс2 

39) См. Нeitler W. Theory of Radiation. Oxford: Clarendon-Press, 1936. 
4О) lbld. 
41 ) Bethe Н. Ор. cit. 
42) В/осh F. Ор. cit. 
43) См. Bethe Н. Ор. cit. 

Воздух 

2,5 · 103 эВ/см 

(ll) 

3 

l,5 -l 
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Б. Энергетический спектр вторичных электронов измерен Ишино 44
) в области 

низких энергий Е < 300 эВ. Измерения хорошо согласуются с теорией, согласно 
которой при высоких энергиях первичных и вторичных электронов энергетический 

спектр вторичных электронов с энергией > Е должен иметь приближенный 
вид const/ Е 45). 

В. Вторичная ионизация ( s ), т. е. число ионов образуемых прямо первичным 
электроном, может быть экспериментально определена подсчетом ионных скопле

ний в резких, еще не расплывшихся из-за диффузии, следах в камере Вильсона. 
Теоретические число вторичных ионов, которые электрон со скоростью {3с 

образует на 1 см пробега в газе при нормальных условиях, определяется формулой 4б) 

N2 

J == 1 

J ( (J2 ) s = 2 14,24+ln--2 -{32 
, 

/3 1-{З 

02 

1,15 

Н2 

0,29 
ионов на 1 см при атмосферном 
давлении и комнатной температуре. 

(12) 

Вторичная ионизация так же, как и потеря энергии при импульсах р < те, 
должна возрастать обратно пропорционально квадрату скорости, вблизи импуль

са 3mc достигать минимального значения и после этого минимума возрастать 
логарифмически с импульсом р = mc---fl=:::. Постоянную J теоретически удалось 

у l-jj2 

надежно определить только дЛЯ водорода 47
)_ Используя по Багге 48

) постоянные (12), 
мы получаем дЛЯ вторичной ионизации электрона в воздухе минимум при скоро

сти {З = 0,97, L = ---fl=::: = 3,5, Н р = 5,8 · 103 Гс· см. 
те у 1-р2 

Число вторичных электронов на 1 см s в этом минимуме составляет 

Теоретически (12) Экспериментально 

N1 17 14-18 - Корсон и Броде 49> 

02 19,5 20 - Вильяме и Теру 50
) 

Н2 4,8 5 - Вильяме и Теру 51 > 

Г. Вторичную ионизацию следует отличать от полной ионизации i, т. е. числа 
от пар ионов, образованных на 1 см первичным электроном и его вторичными, 
третичными и т. д. ионами. 

44) Ishino М. Philosophic. Mag., 1916, 32, 202. 
45) См. Вethe Н. Ор. cit.; Bagge Е. Ann. Phys., 1937, 30, 72. 
46) Вethe Н. Ор. cit.; Bagge Е. Ор. cit. 
47) Bethe Н. Ор. cit. 
48> Bagge Е. Ор. cit. 
49) Corson D. Е., Brode R. В. Ор. cit. 
50> Williams E.J., Тerroux F. R. Proc. Roy. Soc. Lond., 1930, 126, 289. 
51 ) IЬid. 
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Полная ионизация была теоретически рассчитана Багге 52
) в нерелятивистской 

области, причем получилось приблизительное согласие с измерениями Гербеса 53
) 

и другими. Электрон с энергией 2 · 104 эВ на своем полном пробеге расходует 
на образование пары ионов в среднем 

100 

80 

60 

40 

20 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

' ', 

Теоретически 54
) 

Экспериментально 55> 

._~----"'-~-=----

о ....,... _ _,___.__.._.__._ ......... _.__,. _ _._-L._,__,_, ......... ~ 
10

3 
2 4 6 8 10 2 4 6 810

5 

Нр- Гс· см 

Рис. 6. Удельная ионизация электронов 
по Корсону и Броде 56>. Абсцисса: импульс 
электронов Н р в Гс · см. Ордината: число 
ионов на l см воздуха при нормальных 
условиях. <} - измерения Корсона и Бро
де. -- - теоретическая кривая (12) 
с произвольным постоянным множителем. 

- - - - приближение для теоретической 

кривой (2) при а = const 

N2 Н2 

28,6 эВ 34 эВ 
34 эВ 37 эВ 

В минимуме ионизации при (З rv 0,96 
Корсон и Броде 57

), не учитывая неразре
шаемые сгущения ионов, нашли в диффуз
ных следах 25 пар ионов на 1 см воздуха, 
откуда для пределов отношения полной 

ионизации к вторичной получается значе

ние от > 1,4 до 1,8. 
В измерениях Корсона и Броде 58

) 

впервые бьшо обнаружено предсказанное 

теорией логарифмическое возрастание ио
низации с ростом импульса р. На рис. 6 
точками показаны результаты измерений 

Корсона и Броде, тогда как сплошная 

кривая изображает теоретическую зависи
мость, полученную при введении в форму

лу (12) соответственно подобранного по
стоянного множителя. 

Экспериментально логарифмическое 
возрастание ионизации удалось просле

дить только до значений Н р = 2· 105 Гс·см, 
так как частицами, имеющими импульс 

больше этого значения, оказываются в 

основном уже тяжелые электроны, для 

которых минимум ионизации накладывается на подъем ионизации для электро

нов (рис. 2, 3). Поэтому после открытия тяжелых электронов стало понятно, что 
прежние попытки обнаружить логарифмический подъем электронной ионизации 

выше 2 · 105 Гс· см были обречены на неудачу. 

Д. Наряду со съемками в камере Вильсона, которые позволяют находить 
ионизацию в зависимости от импульса, существуют и другие методы измерения 

ионизации, с помощью которых определяется, правда, лишь усредненная полная 

ионизация на 1 см i. 
52) Bagge Е. Ор. cit. 
53) Gerbes W. Ann. Phys., 1935, 23, 648. 
54) Bagge Е. Ор. cit. 
55) Gerbes W. Ор. cit. 
56) Corson D. Е" Brode R. В. Ор. cit. 
57) lbld. 
58) IЬid. 
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Штулингер 59
), сравнивая число космических частиц в пропорциональном счет

чике и ионизацию, получает i = 30 - 35 пар ионов на 1 см воздуха для про
никающих частиц и l = 50 пар ионов на 1 см воздуха для частиц в ливне. 
Поскольку ливневые частицы в большинстве представляют собой обыкновенные 
электроны (§ 43), а проникающие частицы суrь тяжелые электроны (§ 17), то 
повышенное количество ионов в ливне можно рассматривать как подтверждение 

логарифмического возрастания числа ионов с ростом отношения энергии к массе 

покоя 60) (рис. 2). 

Опорные точки для средней полной ионизации l космических лучей можно еще 
получить, сравнивая ионизационный ток с числом совпадений. Из таких измерений 
получаются более высокие значения, лежащие между 70 и 135 парами ионов 
на 1 см воздуха 61

). Однако оценивать измерения этого рода труднее, чем измерения 
Штулингера, так как мы не можем быть вполне уверены в том, что в одном 
совпадении не могли регистрироваться несколько космических лучей. Вероятно, 
этим можно объяснить высокие результаты измерений. 

При теоретическом рассмотрении ионизационных потерь в толстых слоях необ

ходимо учитывать, кроме рассмотренной выше ионизации электронных оболочек, 

еще ядерную ионизацию(§ 16) и диффузию вследствие упругого рассеяния. Ядерная 
ионизация будет рассмотрена позднее (гл. 111); упругое рассеяние изучалось теоре-
тически Вильямсом 62

) и экспериментально Блэккетом и Вильсоном 63
); оно может 

увеличивать эффективное поглощение при прохождении через более толстые слои 

при меньших импульсах налетающих частиц б4). Однако при высоких энергиях оно 
играет лишь незначительную роль. 

§10 

КаскадI1ые лив11и 

В основе процессов тормозного излучения и образования пар по принципу 
соответствия лежат электромагнитные силы. Согласно квантовой теории электро

магнитных полей эти процессы являются в общем простыми, т. е. световой квант 

большей частью образует на одном ядре только одну пару, а электрон излучает 
на отдельном ядре только один световой квант. В соответствии с теорией излучения 

вероятность процессов более высоких порядков, когда на отдельном ядре возникают 

несколько пар или несколько световых квантов, должна быть пропорциональна 

постоянной тонкой структуры Зоммерфельда t = 1 ~7 , возведенной в степень 
с показателем, равным рассматриваемому порядку, и с ростом энергии налетающей 

частицы Е она будет возрастать лишь логарифмически 65). 

Несмотря на простой характер электромагнитных взаимодействий, процессы 

тормозного излучения и образования пар в конечном слое вещества все же 
могуr приводить, ввиду большой их частоты, к возникновению нескольких 

59) Stuhlinger Е. Zs. Phys., 1938, 108, 444. 
60> Stuhlinger Е. Ор. cit. 
бl) Miehlnickel Е. Ор. cit.; Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42. 
62

) Williams Е. J. Zuricher Vortriige. Berlin: Julius Springer, 1936. 
63

) В/ackell Р. М. S., Wilson J. G. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 165, 209. 
64

) Heisenberg W. Ann. Phys., 1932, 13, 430. 
65) Kocke/ В. Zs. Phys., 1937, 107, 153. 
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вторичных лучей из одного первичного луча, как почти одновременно показа

ли Карлсон-Оппенгеймер 66
) и Баба-Гайтлер 67>. 

Ведь если электрон высокой энергии падает на слой свинца, то на первых 

4 мм своего пробега он образует один квант света с энергией того же порядка. 
Этот световой квант еще через несколько миллиметров образует пару. Электрон 
и позитрон будут опять излучать новые световые кванты, и из слоя свинца 

выйдет целый рой электронов, позитронов и световых квантов. Таким образом, 
процессы тормозного излучения и образования пар благодаря «УМ fюжению» ведут 
к формированию «Каскадного» ливня. В качестве предшественницы «каскадной 

теории» можно рассматривать указанную в 1935 г. Гейгером и Фюнфером лучевую 

схему 68>, которая была задумана для упорядочения ливневых явлений. Карлсон 
и Оппенгеймер, Баба и Гайтлер вычислили статистически по формулам § 7 и 8 
величину и энергетический спектр каскадного ливня, т. е. число электронов 

и позитронов z с энергией выше некоторого значения Е1 , которое создает электрон 
с начальной энергией Е после прохождения расстояния l: 

z = z(l, Е, Е1). 

(Под «Электронами» мы будем понимать в дальнейшем всегда электроны с положи
тельным и отрицательным зарядом.) 

10
4 
г----г:;:;;:;==;:;::=-т--:: 

3 
10, 
10;1--:-#5.;._+-=---+..--="'l--......;:::-I 

t 10 l~J>...::""'""tc="""""-=~----=::::;.....=---1 
z\0-1 /m(З) 

-2 
10_3 
10 

Рис. 7. Увеличение числа электронов. 
Абсцисса: толщина l слоя материа

ла в единицах таблицы 2. Ордината: 
число z(l, у) электронов и позитро-
нов, создаваемых одним электроном 

е; с энергией Е; в области энергий 
> Е; под слоем толщиной l 

Результат показан на рис. 7. По оси абсцисс 
отложена толщина слоя l, по оси ординат нане
сено число частиц z. Параметр у, отличающий 
отдельные кривые, означает логарифм отноше

ния начальной энергии к конечной 

Е 
y=ln-. 

Е1 

Легко видеть, что число частиц зависит только 

от этого отношения, если пренебречь влиянием 

ионизации для Е1 ~ Ej: 

z = z(l, у). (13) 

Ведь при высоких энергиях относительное рас

пределение энергии по формулам (7) и (10) 
не зависит от самой энергии. 

«Функция умножения» z = z(l, у), представленная на рис. 7, содержит прежде 
всего информацию двух видов. Во-первых, она дает среднюю величину ливня, 
создаваемого частицей с энергией Е под слоем толщиной l; эту величину ливня 
мы получаем из функции z(l, у), приравнивая конечную энергию Е1 границе 
ионизации Ej для соответствующего материала (таблица 2). 

66) Carlson J. F., Oppenheimer J. К. Ор. cit. 

Е 
y=ln-: 

Ej 

67> Bhabha Н. J., Heitler W. Ор. cit.; см. также Landau L., Rumer G. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 166, 213. 
68) Geiger Н., Fйnfer Е. Zs. Phys., 1935, 93, 543; Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42. 



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОБЪЯСНЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ 543 

у= 3 4 5 7 10 12 

РЬ ... Е= 2. 108 5,5. 108 1,5. 109 1,1. 1010 2,2. 1011 1,6 · 1012 эВ 
Fe ... E= 6. 108 1,6. 109 4,5. 109 3,4. 1010 6,7. 1011 4,8 · 1012 эВ (14) 

Н2О } Е-
Воздух -- 3. 109 8,2. 109 2,2. 10\0 1,7. 1011 3,3. 1012 2,4 · 1013 эВ 

Это означает, что мы приближенно учтем влияние ионизации, положив, что 
ниже границы ионизации Ej электрон мгновенно останавливается из-за потери 
энергии на ионизацию, но что выше границы ионизации Ej электрон не участвует 
в ионизации. При более точном вычислении величины ливня мы должны прибавить 
к указанному числу электронов > Ej еще число электронов < Е1 , затабулированное 

в работе Арли 69>; для у= ln Л = 4, например, этот расчет имеет вид 70>: 
) 

При l = 1 2 3 5 10 

z(> Ej) = z(l,4) == 1,84 3,35 4,66 5,17 1,11 (14а) 

z(< Ei) == 0,09 0,66 1,75 4,39 3,00 

Вид зависимости средней величины ливня z(l, у) от толщины слоя, изображен
ный на рис. 7, с учетом данных (14) качественно вполне объясним. При тонких 
слоях средняя величина ливня возрастает с толщиной, так как начальная энергия 

может раздробиться на тем большее число частей, чем больше атомных ядер вступит 

во взаимодействие. Однако при более толстых слоях становятся заметными потери 
энергии на ионизацию, которые затормаживают все частицы, энергия которых 

из-за радиационного торможения упала ниже границы ионизации Ej. Эти поте
ри энергии сначала уравновешиваются размножением частиц при максимуме lm, 
но затем они приводят к спаду кривой z(l). Равновесие наступает, например, для 
электрона с энергией 1011 эВ в слое 5 см РЬ (lm = 12), в котором образуется ливень 
из 1 ООО частиц. Под еще большими слоями преобладает поглощение начальной 
энергии 10 11 эВ, так что при 10 см РЬ величина ливня уменьшается в 10 раз. 

Во-вторых, рис. 2 дает нам информацию о спектре, который образуют различные 
лучи в каскадном ливне. Форма этого вторичного спектра, создаваемого одним 

отдельным электроном, получается из функции z(l, у), если считать постоянными 
толщину слоя и начальную энергию, но варьировать конечную энергию Е1 
в выражении у = ln %, . Более подробное рассмотрение в следующих параграфах 
тогда покажет, что число частиц выше некоторой энергии Е1 в ливне спадает 

приблизительно как const/Er (1 <а< 2, (19), (19а), (15)), если ливень образуется 
в толстых слоях или в «равновесном слое» lm. 

Если вместо ливнеобразующего электрона появится световой квант, то возника

ют в основном такие же линии, так как световой квант на первых же миллиметрах 

пробега в свинце образует пару, которая затем, со своей стороны, будет создавать 

указанные выше ливни. По той же причине число световых квантов, образую
щихся в ливне, будет по порядку величины таким же, как число электронов 

и позитронов. 

69
) Ar/ey N. Proc. Roy. Soc. Lond. Im Erscheinen; см. также Carlson J. F., Oppenheimer J. К Ор. cit. 

?О) Arley N. Ор. cit.. 
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§11 
Математические дополнения к § 1 О 

а) Средняя величина каскадного ливня. Теперь мы обсудим несколько подробнее 
математические свойства функции умножения, изображенной на рис. 7, которая 

определяет среднюю величину z ливня с начальной энергией Е на расстоянии l. 
а) Максимальная величина ливня Zm (т. е. максимум кривой на рис. 7) приблизи

тельно пропорциональна начальной энергии ливнеобразующего электрона Е 71 >: 

l ( Е )О,93 
Zm = z(lт,Y) ~ g Ej (15) 

Эта формула утверждает, что в максимуме энергия электрона дробится на части 
со средней энергией порядка Ej. 

б) Толщина равновесного слоя lm, при которой наступает максимум на рис. 7, 
растет с начальной энергией Е логарифмически 

(16) 

Это становится понятным, если мы вместе с Карлсоном и Оппенгеймером заменим 
для наглядности истинный процесс образования ливня в равновесном слое lm 
модельным процессом, в котором каждый раз на пути l = 1 происходит удвоение 
числа ионизирующих лучей путем деления. Мы получим тогда на толщине lm 
величину ливня Zm ,...., 2'т, т. е. логарифмическую зависимость толщины равновесного 
слоя lт от числа частиц Zm или от начальной энергии Е. 

в) Ширина максимумов на кривых рис. 7 зависит от энергии очень слабо. 
Это яснее всего выражается соотношением, которым в дальнейшем мы будем 

пользоваться чаще: 
00 

! dl z(l, у)~ ~ ~-
4 Е· 

о J 

(17) 

r) При вычислении величины ливня под тонкими слоями и для высокой 

начальной энергии влиянием потерь энергии можно пренебрегать. Мы получим 

тогда 
00 h 

z(l, у) ~ ~ n!~2n)! (l ~ 2, у~ 1), 
2 

х = 0,83у l . (18) 

Отдельные члены этого ряда дают вклад отдельных «поколений», которые 
приводят к последовательному умножению числа частиц. Сумма (18) для больших 
значений произведения х приближенно может быть заменена на 

z(x) ~ 0,20e1
•
89 V'zx- 1l6 (х;:::: 1). (18а) 

Величина ливня под тонкими слоями, таким образом, возрастает с начальной 
энергией лишь логарифмически при низких энергиях, но при более высоких 

энергиях или под более толстыми слоями она начинает расти с энергией все 

сильнее и сильнее, переходя в конце концов в линейную функцию энергии (14). 

71 ) Bhabha Н. J., Heitler W. Ор. cit. 
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д) Для толстых слоев, под которыми преобладает поглощение, величина ливня z 
спадает с толщиной слоя l экспоненциально и возрастает с начальной энергией Е 
по степенному закону 

z(l, у) ~ еау-Ы-3,2. (19) 

При этом величины а и Ь медленно изменяются в зависимости от у и l 72>: 

вблизи 
l=9 15 21 30 
у=3 5 7 10 

(19а) 

имеем 
а= 2,14 2,00 1,79 1,44 
ь = 0,48 0,44 0,37 0,25 

Более точные таблицы функции (13) имеются в работах Карлсона-Оппенгеймера 73>, 
Баба-Гайтлера 74) и Арли 75>. 

/3) Флюктуации величины ливня. Полученные выше формулы для средней ве
личины ливня в общем случае еще нельзя прямо сравнивать с опытом по двум 

причинам. Во-первых, энергия ливнеобразующего электрона бывает известна толь

ко в редчайших случаях, и наблюдаются лишь средние значения, создаваемые 

непрерывным спектром ливнеобразующих электронов. Поэтому полученные выше 
формулы мы должны еще усреднить по спектру электронов (в§ 11-у). Во-вторых, 
кроме средней величины ливня можно наблюдать частоту определенных ливней, 

для расчета которой мы должны знать флюктуации величины ливня. 
Итак, мы исходим теперь из того, что известна величина ливня N, образованного 

электроном с энергией Е = Eje11 под слоем толщиной l (§ lla): 

Jit = z(l, у), 

и задаем вопрос о флюктуации величины ливня дN около ее среднего значения N 

ЛN = (N2 - Jit2) i/2. 

Эта флюктуация бьmа впервые оценена Баба и Гайтлером 76> в предположении, 
что отдельные лучи ливня можно рассматривать как независимые события. 

Соответственно, они получили формулу Пуассона 

ЛN 1 
N - VN. (20) 

После этого Ферри 77
) связал между собой процессы, происходящие при обра

зовании ливня, с помощью модели, согласно которой каждая ионизирующая 

частица с некоторой вероятностью, отнесенной к толщине слоя, превращается в две 
частицы, и в результате получил значительно большую флюктуацию 

дN 
~=1. 
N 

72) Eu/er Н. Naturwiss" 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
7З) Carlson 1. F., Oppenheimer 1. К. Ор. cit. 
74) Bhabha Н. /" Нeitler W. Ор. cit. 
75) Arley N. Ор. cit. 
76

) Bhabha Н. /" Heitler W. Ор. cit. 
77) Furry W. Н. Phys. Rev" 1937, 52, 569. 
36 Зак. 6 

(21) 
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Как показывает более подробное исследование 78>, в действительности для 
флюктуации может быть получена формула, которая имеет промежуточный между 

двумя крайними случаями (20) и (21) характер, а при очень тонких слоях, 
в максимуме кривой (рис. 7) и при очень толстых слоях ( l ~ 2у) переходит 
в формулу Пуассона (20): 

дN 1 

N ~ vГfi' l ;S 1, 

ЛN 1 
1 < l < -у ,..., ,..., 2 ' 

(22а) 
1 

-- "'-~--N - y1lyТri2, 

д! ~ ,_BN_-, ·092+ ГN 
N дl ' ' 

(22б) 
дN 1 
N ~ vГfi' l ~ 2у. 

Формула (22а) получается, если учесть, что в области, в которой поглощение еще 
несущественно ( l ~ у), флюктуации величины ливня обусловлены главным образом 
флюктуацией числа световых квантов «первого поколения» ( ЛNN ~ ~n ~ ~ = ~ 

vn ylyln2 

по формуле (6)). В формуле (22б), которая должна действовать в области более 
сильного поглощения, существенно используется предположение, что испускание у 

световых квантов наиболее высокой энергии первичным электроном может проис

ходить иногда несколько раньше, а иногда и несколько позже, так что получается 

такой же самый результат, как при флюктуации толщины слоя дl ~ 0,9 79
). 

Распределение ливней по величине для больших ливней приближенно следует 
закону Гаусса. Вероятность того, что электрон с энергией Е = EjeY в слое 
толщиной l образует ливень из N частиц, имеет тогда вид 

ехр {- ~N ;;."%>2
2 

} 

W(N, l, у) dN = Vfi ~; dN (N = z(l, у)). (23) 

/) Частота каскадных линий. Теперь мы предположим, что падающие электроны 
с энергией выше Е = Ej еУ имеют спектр so) 

(24) 

и спросим, с какой частотой 

H(N, l) 

они вызывают в слое толщиной l ливень с числом частиц больше N. Функ
ция H(N, l) называется также кривой возбуждения ливня H(l), если при постоянной 
величине ливня N рассматривается только вариация толщины слоя l, или «кривой 

78) Euler Н. Naturwiss., 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
79) Carlson J. F., Oppenheimer J. К. Ор. cit. 
80) Постоянные Jo и 'У, которые означают интенсивность и степень спада спектра, позднее будут 
найдены эмпирически. Энергия Ео может быть выбрана произвольно, например, Ео = 108 эВ. 
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распределения ливней» H(N), если при постоянной толщине слоя варьируется только 
величина ливня N. 

Для частоты ливней в общем случае справедлива формула 

00 

д~ H(N, l) = / dE д~~) W ( N, l, :. ) , 
о J 

(25) 

в которой первый множитель означает число падающих электронов в интервале 

энергий Е, Е + dE, а второй множитель дает определяемую формулами для 
флюктуаций (22) и (23) вероятность, с которой электрон с энергией Е вызывает 
в слое l ливень из N частиц. · 

Как показывает более детальное рассмотрение формулы (25), флюктуация 
существенна только при малых ливнях под тонкими слоями. Однако флюктуа
цией (для нормальных спектров 'У < 4) можно пренебрегать при рассмотрении 
больших ливней N > 100 или больших толщин l > 3 lg N 81>. В этом случае 
формула (25) упрощается 

H(N, l) ~ F(E) = J0 (;;) 

1 

e-iy (N = z(l, у)). (25а) 
Формула (25а) показывает, что частота ливней больше чем из N частиц под слоем l 
равна частоте следования падающих электронов с энергией выше тахой величи

ны Е, которая в среднем создавала бы 
ливень N под указанным слоем l. 

Частота ливней, получаемая этим 
методом, представлена на рис .. 8 и в по
следующих формулах. На рис. 8 изо
бражена «кривая возбуждения ливней» 

(25а) для N = 200 частиц, т. е. частота 
ливней более чем из 200 частиц в зави
симости от толщины слоя l (таблица 2) 
для спектра 

(Е ) 3/2 
F(E) = ; (24а) 

На рис. 8, кроме того, для меньших лив
ней, содержащих более чем N = 2, 3, 4 
частицы, пунктиром показаны соответ

ствующие кривые возбуждения, вычи-

24 

l-

Рис. 8. Кривые возб}'Jl<Дения ливней. Аб
сцисса: толщина слоя в единицах таблицы 2. 
Ордината: теоретическая частота H(N, l) лив
ней более, чем из N частиц. -- - для 

больших ливней N = 200. - - - - для малых 
ливней N = 2, 3, 4 по Арли. Масштаб по оси 
ординат для пунктирных кривых отличается 

от масштаба для сплошной кривой 

сленные Арли 82) по формуле (20) для флюктуаций малых ливней, 
поправки (14а) для медленных электронов, из спектра 

но с учетом 

F(E) = ( i) 312 

для Е > Е0 = 2 · 10
8 эВ, Е 

F(E) = 15- для Е < Ео. 
Ео 

(26) 

Однако вычисленные значения почти не зависят от спектра. Частота ливней для 

спектра (24) имеет следующие общие свойства 83
), которые частично можно увидеть 

из рис.8. 

81 ) Eu/er Н. Natшwiss., 1938, 26, 382; Eu/er Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
82) Ar/ey N. Ор. cit. 
83) Eu/er Н. Naturwiss" 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
36* 
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а) Для тонких слоев частота больших ливней круто растет с толщиной слоя. 
Распределение ливней H(N) при больших ливнях спадает тем быстрее, чем тоньше 
слой (рис. 25) (18а): 

для 1 ;$ l ;$ 2 до 3, N > 100 имеем 

( Е)
1 

{ 0,181 ( 1 )
3

} H(N, l) ~ Jo Ej ехр --l2- lnN + 2 in lnN + 1,5 . 

б) Частота ливней достигает максимума при «равновесном слое» ( 16) 

lm ~ 3 lg N + 2, 7, 

(27) 

(28) 

при котором распределение ливней H(N) приближенно равно распределению F(E) 
в спектре (15): 

( Ео)'У ( 1 )1/О,93 
H(N, lт) = Нт(N) ~ Jo Ej 

8
N (29) 

в) Для толстых слоев возбуждение ливней H(l) в соответствии с формулой (19) 
убывает снова экспоненциально, так что примерно на удвоенной ширине кривой 

оно спадает до одной десятой части максимального значения. Распределение 
ливней H(N) здесь лишь немного круче, чем спектр F(E). 

Для l ;:::; 5 lg N в соответствии с формулой (19) имеем 

H(N, l) ~ (~) 'Yfa е-Ьlа)Ы (;;) 
7 е-3,27/а 

с коэффициентами 

для 

а = 1,9 
ь = 0,40 

1,5 
0,25 

N 
l 

10 1 ООО 
15 20 

(30) 

г) Интенсивность ливней, как показывает множитель ( t) 7 в формулах 
1 

(27)-(30), в тяжелом материале значительно больше, чем в легком; например, 

в РЬ дробление энергии может происходить до Ej = 107 эВ, тогда как в А1 оно 
прекращается вследствие ионизации уже на границе Ej = 6 · 107 эВ (таблица 2). 
В случае 'У= 1 интенсивности в различных материалах приблизительно пропорци
ональны атомному номеру. Для сильно спадающих спектров 'У > 1 различия между 
различными материалами становятся еще заметнее. 

В частности, функция H(l, l), полученная из соотношения (25), дает число 
событий с более чем одной частицей, т. е. число совпадений, которые возбуждаются 
электронами в установке по рис. 9, в зависимости от толщины слоя. 

Вычисляя кривую поглощения совпадений H(l, l) в различных материалах для 
среднего спектра (24, 'У~ 1-2), мы найдем, как показано Гайтлером 84), что для 
слоев с одинаковой массой получается примерно одинаковая интенсивность. Такая 
приблизительная пропорциональность поглощения электронных совпадений массе 

обусловлена компенсацией двух процессов. В тяжелом материале раздробление 

начальной энергии на 1 г/см2 больше, чем в легком. Однако в тяжелом материале 

84
) Heitler W. Nature (Lond.), 1937, 140, 235; см. также Arley N. Ор. cit. • 
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оно может продолжаться до более низкой энергии, так что одинаковые массы будут 
обладать приблизительно одинаковым поглощением, таким, как будто существует 

одно только ионизационное поглощение. 

§12 

Ионизационные ливни Баба 

В соответствии с каскадной теорией каждый электрон, попадающий на слой 
толщиной больше 1 см РЬ, производит ливень. Тяжелые частицы практически 
не могут прямо вызвать каскадные ливни, так как из-за своей большой массы они 

почти не излучают. Несмотря на это, как показал Баба 85
), на основе каскадной 

теории следует ожидать, что и тяжелые частицы иногда будут сопровождаться 

меньшими ливнями. 

Ведь тяжелая частица при прохождении через вещество теряет энергию путем 

ионизации, т. е. она выбирает электрон из пересекаемых ею атомных оболо
чек (§ 9). При этом электрону иногда передается большая энергия, и такой сильно 
возбужденный электрон в свою очередь производит каскад. 

Среднее число электронов и позитронов с энергией выше характеристической 

для материала граничной энергии Ej (§ 6), которые сопровождают указанным 
образом тяжелые электроны с энергией 1010 эВ в слое свинца, согласно Баба 86

) рав
но 10 %. Можно полагать, что среднее полное число в соответствии с формулой (14а) 
будет вдвое больше. Более точные значения указанного среднего числа электронов, 
рассчитанные Баба для частиц с массой µ = 100т (m - масса электрона) при 

различных энергиях представлены в таблице 4 87
). 

'Тhблица 4 
Среднее число электронов, 

сопровождающих тяжелый электрон с энергией Е 
(согласно Баба) 

Е Число частиц > Е; Полное число частиц 

108 эВ { РЬ - -
Н2О 

1010 эВ { РЬ 0,09 0,19 
Н2О 0,03 0,07 

1012 эВ { РЬ 0,16 0,34 

Н2О 0,07 0,15 

Следующая таблица 5 показывает распределение этого числа электронов по ли
ниям различной величины. Она указывает вероятность - 0~ Q(N, Е), с которой 
тяжелый электрон с энергией Е сопровождается электронным ливнем из N частиц. 
При этом под N снова понимается число ливневых частиц с энергией выше 

границы ионизации Ej. Истинная величина ливня по оценкам Баба должна быть 
вдвое больше. 

85
) Bhabha H.J. Proc. Roy. Soc. Lond" 1937, 164, 257. 

86) IЬid. 
87> IЬid. 
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108 эВ 

1010 эВ 

1012 эВ 
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{ РЬ 
Н2О 

{РЬ 
Н2О 

{ РЬ 
Н2О 

Вероятность - 88zvQ(N, Е), 
с которой тяжелый электрон с энерrией Е 

сопровождается ливнем из N частиц 

N=l 2 4 5 

- - -- -

- - - -

0,046 0,014 0,0057 0,0038 
0,025 0,007 0,0022 0,0011 

0,047 0,015 0,0060 0,0042 

0,028 0,009 0,0036 0,0024 

10 

-
-

0,0012 
0,0003 

0,0013 

0,0008 

'Тhблица 5 

50 

-
-

0,34 .10-4 

-

0,54 .10-4 

0,29. 10-4 

Таблицы в грубом приближении можно заменить следующей формулой для веро
ятности Q(N, Е), с которой тяжелый электрон с энергией Е ~ µс'- сопровождается 
ионизационным ливнем в воде с числом частиц больше N 

1 
Q(N, Е) ~ 0,03 N 

Q(N,E) ~О 

для Е~ 8NE;, 

для E~8NE;. 

(31) 

Эта формула в своих главных чертах понятна. Ведь дЛЯ того, чтобы возник 
ливень из N частиц, необходимо (в соответствии с формулой (15)) передать 
электрону в среднем энергию 8N Е;, а для этого тяжелый электрон должен обладать 
энергией, по меньшей мере равной 8N Е;. Таким образом, ионизационные ливни 
более чем из N частиц в материале с границей ионизации Е; могут вызываться 

только тяжелыми электронами с энергией выше 8NE;. Закон распределения -Й (31) 
для ионизационных ливней, состоящих более чем из N частиц, в соответствии 

с формулой (15) следует из распределения энергии i (§9В) для ионизационных 
электронов с энергией выше Е. 

Среднее число электронов, находящихся в равновесии с тяжелыми электронами 
с энергией Е, в соответствии с формулами (31) приблизительно будет 

Е/8Е; 

! 
о 

дQ(N,E) Е 
дN N dN = O,OЗln SE· 

1 

(в Н2О), (32) 

в грубом согласии с таблицей 4. 
Частота ионизационных ливней в других веществах, отличных от воды, получа

ется из формул (31)-(32) умножением их на коэффициент 

0,8 · 109 эВ 1 

Е; Z 

(Z - атомный номер, Ej - граница ионизации). 

(33) 
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ТЕОРИЯ ТЯЖЕЛЫХ ЧАСТИЦ 

§13 
Тяжелые элентро11ы и ндер11ые силы 

Во введении (1) бьuш уже разъяснены причины, на основании которых следует 
полагать, что проникающая к9мпонента высотного излучения состоит главным 

образом из нового ВИда элементарных частиц, обладающих массой примерно 
в 160 раз большей, чем электроны. С одной стороны, в проникающей компоненте 
мы не можем иметь дело с обыкновенными электронами, так как они в соответ
ствии с теорией и опытом вызывают каскадные ливни и потому не могуr проникать 
через большие слои по одиночке. Больших потерь на излучение, характерных для 
электронов, в случае частиц с большой массой не будет, так как интенсивность 
излучения обратно пропорциональна квадрату массы покоя излучающей частицы. 
С другой стороны, измерения ионизации проникающих частиц показывают, что 
по крайней мере дЛЯ частиц с импульсом ре < 7 · 108 эВ мы не можем говорить 
о протонах, ибо протоны с такими малыми импульсами ионизируют заметно силь
нее, чем электроны. Эти аргументы вместе с уже приводившимися выше снимками 
тяжелых электронов в камере Вильсона прИдают гипотезе о существовании нового 
вИда частиц высокую степень достоверности. 

Все такие частицы обладают одинаковой массой, или же проникающая ком

понента содержит несколько вИдов частиц с различными массами - об этом 

эксперименты пока не говорят. Пока нельзя также решить, какая доля проникаю
щих частиц очень высоких энергий принадлежит протонам. Однако все проделанные 

до сих пор измерения массы проникающих частиц можно объединить предположе

нием, что проникающая компонента в основном состоит из одного определенного 

сорта частиц с массой покоя примерно в 160 раз больше, чем масса электрона, 
и что кроме этих частиц встречаются в относительно небольшом количестве только 

протоны и нейтроны. 

Кроме этого предположения, у нас пока еще нет теоретических оснований, 
которые могли бы привести к каким-либо высказываниям о свойствах этих частиц. 
Но если мы все же будем предполагать, что существует определенный сорт частиц 
с массой покоя, примерно равной 160 электронным массам, то представляется 
естественным связать эти частицы с теорией ядерных сил, предложенной в 1935 г. 

Юкавой 88
) и развитой далее им и другими исследователями 89

). Юкава предсказал 
в этой теории существование частиц указанного типа, предоставив этим частицам 

определенное место во всех взаимосвязях между ядерными силами, ,В-распадом 
и т. п. Может быть, хотя и преждевременно говорить о решительном подтверждении 
теории Юкавы благодаря открытию тяжелых электронов, но все же, по-вИдимому, 
естественно проанализировать экспериментальные данные о проникающей компо

ненте высотного излучения, основываясь на теории Юкавы. Поэтому мы дадим 
сначала обзор основных идей и наиболее существенных результатах теории Юкавы. 

Теория Юкавы исходит из стремления провести возможно более тесную ана
логию между силами, удерживающими в ядре протоны и нейтроны, и силами 

88
) Yukawa Н. Proc. Ph)Ъic. Math. Soc. Jap., 1935, 17, 48; Yukawa Н., Sakata S. Proc. Physic. Math. Soc. 

Jap., 1937, 19, 1084; Yиkawa Н., Sakata S. Proc. Physic. Math. Soc. Jap., 1937, 19, 712; Yukawa Н., Sakata S., 
Taketani М. Proc. Physic. Math. Soc. Jap., 1938, 20. 
89

) Frбh/ich Н., Heitler W., Kemmer N. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 166, 154; Kemmer N. Proc. Roy. Soc. 
Lond., 1938, 166, 127; Bhabha Н.J. Nature (Lond.), 1938, 141, 117; Bhahha H.J. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 
166, 501; Wentze/ G. Naturwiss., 1938, 26, 273. 
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электрическими. Соответственно, Юкава вводит силовое поле тяжелых ядерных 

частиц, которое аналогично электрическому полю описывается волновыми функци

ями, удовлетворяющими дифференциальному уравнению второго порядка. Однако 

ядерные силы отличаются от электрических сил тем, что они обладают конечным 

радиусом действия, равным по порядку величины классическому радиусу электро

на (r0 =2,81·10- 13 см). Поэтому Юкава заменяет уравнение для электростатического 
потенциала 

Л<р= О 

на другое уравнение 

Это уравнение дает для потенциала решение вИда e-kr /r. Постоянная k определяет 
радиус действия ядерных сил и имеет порядок величины k "' l/r0 • Обобщая 
уравнение для потенциала до волнового уравнения, мы получаем 

1 д2<р 2 
- - - +Ли - k tn =О. 

с2 дt2 т т 
(34) 

Это - волновое уравнение де Бройля для частиц с массой покоя µ = hk/c 90>. 
Таким образом, место световых квантов в теории Максвелла здесь занимают, ввиду 
конечного радиуса действия ядерных сил, частицы с массой покоя hk/ с, и эта масса 
покоя по порядку величины совпадает с массой, которая получается из немногих 

имеющихся экспериментов по определению массы тяжелых электронов (около 
160 электронных масс). Дальнейшее различие между ядерным и электрическим 
полем состоит в том, что ядерное поле создает обменные силы между нейтронами 

и протонами. Для этого Юкава вводит предположение, что соответствующие 

ядерному полю частицы заряжены, вследствие чего испускание частицы Юкавы 

сопряжено с изменением заряда испущенной частицы таким образом, что в целом 

заряд сохраняется. 

Из этих основных идей теории Юкавы следует, что наблюдаемые в высотном 
излучении тяжелые электроны, если их можно будет отождествить с частицами Юка

вы, в противоположность всем другим заряженным элементарным частицам должны 

удовлетворять правилам статистики Бозе и обладать целочисленным спином. При 
самой тесной аналогии частиц Юкавы со световыми квантами следует ожидать, что 

частицы Юкавы имеют спин 1. Теория для этого случая развита Баба 91 ), Фрели
хом, Гайтлером, Кеммером 92) и Юкавой 93

). По соображениям симметрии должны 
существовать положительно и отрицательно заряженные частицы Юкавы, причем 
по абсолютной величине заряд их всегда должен быть равен элементарному кванту 

электричества. Если силы между ядерными частицами не зависят от заряда в том 

смысле, в каком это предполагалось различными американскими исследователями 

на основании опытов Тюва, Хафстадта и Гейденбурга, то мы должны допускать, что 
существуют также электрически нейтральные частицы Юкавы. Однако достаточно 
обоснованные экспериментально или теоретически утверждения об этом делать 

пока еще невозможно. 

90> Pau/i W, Weisskopf V. Helvet. Physic. Acta, 1935. 
91 ) Bhabha H.J., Heit/er W. Ор. cit.; Bhabha H.J. Proc. Roy. Soc. Lond" 1937, 164, 257. 
92) Frбhlich Н., Heitfer W., Kemmer N. Ор. cit. 
93> Yukawa Н., Sakata S., Taketani М. Proc. Physic. Math. Soc. Jap., 1938, 20. 
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§14 

Распад тяжелых ~лектронов 

Юкава предполагает далее, что ядерное поле взаимодействует также с легкими 

частицами (электронами и нейтрино); например, электрон очень высокой энергии 
при отклонении в силовом поле должен {<!спускать отрицательно заряженную 

частицу Юкавы, превращаясь одновременно с этим в нейтрино. Вследствие такого 

взаимодействия частица Юкавы может сама по себе (без взаимодействия с другим 
ве.ществом) распадаться на электрон и нейтрино. Другими словами, частица 
Юкавы просто обладает естественной ,в-радиоактивностью. Время жизни частицы, 
связанное с интенсивностью указанного взаимодействия, можно оценить, вычисляя 
обычную {3-активность атомных ядер из теории Юкавы. Естественная /З-активность 
атомных ядер объясняется в этой теории с помощью предположения, что какой

нибудь нейтрон превращается в протон при одновременном испускании виртуальной 

частицы Юкавы, а эта виртуальная частица tотчас же распадается на электрон 
и нейтрино. Такое представление прив0.дит в основном опять к теории ,в-распада 

Ферми и тем самым позволяет определить среднее время жизни тяжелого электрона, 

что и проделал Юкщщ, получив r = 1/2 · 10-6 с. 
\'читывая, что спонтанный распад тяжелого электрона имеет важное значение 

при обсуждении свойств проникающей компоненты, мы рассмотрим его несколь

ко подробнее. В соответствии с законом сохранения и импульса, покоящаяся 

часrица Юкавы должна распадаться таким образом, чтобы обе легкие частицы 
ра:щетались точно в противоположных направлениях, с равными, но противо

пмщкно направленными импульсами. Суммарная энергия обеих леrких частиц 

должна соответствовать массе покоя тяжелого электрона. Ввиду того, что электрон 
имеет це~нач1пельную, а нейтрино исчезающую массу покоя, отсюда следует, 

что кинетическая энергия электрона и нейтрино при распаде довольно точно 

равняется µс2 /2 (при этом µ означает массу тяжелого электрона). Значит, радио
активность тяжелых электроноа отличается от .в-активности каких-либо атомных 
ядер в том отнщщщщt, что электрон должен приобретать при распаде стро

га (Щредещщную :щерrию около 40 МэВ. Испускание электрона или нейтрино 
должно щщисходить при этом с одинаковой вероятностью по всем направлениям 

п пространстве. 

Распад тяжелого электрона часто может проliсходитъ в то время, когда тяжелый 

электрон еще обладает значцтельной кинеrичсской энергией. В этом случае импульс 
испущенного электрощ;\ можно алределить с помощью преобразования Лоренца. Мы 
предположим, ЧТQ тяжелый электрон движется в направлении оси х со скоростью {Зс. 
llYQT\> щщрамеиие испускания составляет с осью х угол 'Р, измеренный в системе 
QТQЧtJTa, в которой тяжелый электрон покоится. Тогда для энергии электрона 
и его компоненты, параллельной или перпендикуляриой оси х в системе отсчета, 
в которой частица Юкавы покоится, мы получаем соотношения 

2 
JC' = µс . 
.р< . . 2 , 

, µс 

Pil = 2 cos '{J; 
, µс . 

PJ. = 2 SJll tp . 

В системе отсчета наблюдателя мь1 тогда имеем 

µt? 1 + .в cos 'Р 
Е-- . 
-2 ~· 

1 µс {3 + cos 'Р 
Р11=2~; 

' µс . 
PJ. = 2 SШ'(J. 

35 Зак. 6 
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Выражая теперь скорость частицы Юкавы через ее импульс Р, находим 

Е = ~ ( V(µc) 2 +Р2 + Р coscp ); 

Pll = ~ ( Р + V(µc) 2 + Р2 cos ip); pJ_ = ~с sin ер. 
(35) 

Когда энергия частицы Юкавы существенно превосходит энергию ее массы покоя, 
то электрон при радиоактивном распаде в большинстве случаев будет вылетать 

также почти по направлению движения частицы Юкавы. Его импульс в этом 
направлении может с равной вероятностью принимать все значения от О до Р. 

Если мы хотим определить по вероятности распада частицы Юкавы 1/т длину 
ее пробега до распада, если мы, следовательно, задаем вопрос о вероятности распада 
на 1 см пробега, то, как подчеркивал Баба, необходимо принимать во внимание 
замедление времени согласно теории относительности. Для вероятности распада 
на 1 см пробега мы получаем 

w = L. 
тР 

§15 
Вторичные процессы, обусловленные тяжелыми ;щектронами 

(36) 

В теории Юкавы взаимодействие между протонами, нейтронами и тяжелыми 
электронами рассматривается аналогично взаимодействию между легкими и тяжелы

ми частицами в теории Ферми 94
), и из этого рассмотрения следует вывод, имеющий 

значение для обсуждения ливней и толчков Гофмана (§ 23, 24). Именно, взаимодей
ствие между тремя названными выше видами частиц становится тем сильнее, чем 

больше энергия частиц, участвующих в столкновении 95
). Это приводит к тому, что 

тогда, когда в одном столкновении имеется энергия значительно выше 108 эВ, эта 
энергия в общем случае расходуется на то, чтобы в одном отдельном акте произвести 

ряд частиц, энергия которых будет находиться где-то в области около нескольких 

единиц, умноженных на 108 эВ 96>. Такой ливень взрывного характера по теории 
Юкавы (в противоположность теории ,в-распада Ферми) должен состоять в основ
ном только из пrотонов, нейтронов и тяжелых электронов. и лишь с уменьшенной 
на множитель е /hc или (е2 /hc)2 вероятностью должны возникать также световые 
кванты и обыкновенные электроны. Получить из теории Юкавы какие-либо более 
точные выводы об этих взрывах нельзя потому, что появление взрывов как раз 

обозначает границу применимости существующей теперь квантовой теории 97>. 
Составляя по этим теоретическим представлениям картину процессов, которые 

разыгрываются при прохождении тяжелого электрона через вещество, мы приходим 

примерно к следующему результату. Прежде всего тяжелый электрон действует 
на окружающее его вещество своим зарядом, производит таким образом ионизацию 

и из-за этого тормозится совершенно так же, как протоны и электроны. Здесь можно 

без сомнений применять обычные формулы для потерь энергии на 1 см (2) и для 
пробега в зависимости от энергии (11). Далее, при прохождении через атомные ядра 
тяжелый электрон может вступать во взаимодействие с протонами и нейтронами. 

94
) Fermi Е. Zs. Phys" 1934, 88, 161. 

95) Heitler W. Proc. Roy. Soc. Lond" 1938, 166, 529. 
96) Heisenberg W. Zs. Phys" 1936, 101, 533. 
97

) Heisenberg W. Zs. Phys" 1936, 101, 533; Heisenberg W. Arm. Phys" 1938, 37, 20; Heitler W. Proc. Roy. Soc. 
Lond" 1938, 166, 529. 
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Это взаимодействие не может быть описано силой в духе классической теории, 
но его можно сравнивать с взаимодействием между световыми квантами и элек

тронами. Следовательно, частица Юкавы, во-первых, может поглощаться в ядре, 

что возможно только при одновременном превращении нейтрона в протон (аналог 
фотоэффекта). Во-вторых, она может рассеяться на тяжелых частицах, причем 
в общем случае при рассеянии будет изменяться и ее энергия (аналог эффекта 
Комптона). При высоких энергиях тяжелого электрона второй процесс происходит 
чаще первого. Ибо при поглощении частицы Юкавы для сохранения энергии и им
пульса необходимо, чтобы взаимодействие происходило в присутствии двух тяжелых 

частиц. Рассеяние же может происходить уже на одной единственной частице в пу
стоте. При энергии тяжелого электрона порядка 108 эВ эффективное сечение этого 
процесса рассеяния по порядку величины составляет около 10-26 см2 • Кроме того, 
существуют процессы, которые вызываются взаимодействием ядерных сил с элек

трическими, на что обратил внимание Гайтлер. В качестве простейшего из таких 
процессов можно привести, например, следующий. Отрицательно заряженная ча
стица Юкавы сталкивается с протоном. Последний превращается в нейтрон, причем 
освобождается один световой квант. Эффективное сечение этого процесса для ча
стицы Юкавы с энергией"' 108 эВ составляет, по оценке Гайтлера, около 10-27 см2 • 
Если частица .Юкавы с энергией, значительно превышающей 108 эВ, встретит 
протон или нейтрон, то в общем случае произойдет упомянутый выше взрыв. 

В этих взрывах кроме тяжелых электронов, как уже говорилось, могут участвовать 
протоны и ней:т,оны, а также световые кванты и электроны, но с уменьшенной 

на множитель е /hc или, соответственно, (е2 /hc)2 вероятностью. 
Эффективное сечение для взрывов должно иметь порядок величины 10-26 см2 ; 

однако возможно, что это эффективное сечение уменьшается с ростом энергии 
сталкивающихся частиц. Сделать какое-либо определенное утверждение по этому 
поводу существующая сейчас теория не позволяет. 

Упоминавшиеся до сих пор процессы приводят к потерям энергии, в основ

ном пропорциональным массе, т. е. потери энергии на 1 г/см2 должны быть 
приблизительно одинаковыми во всех материалах. 

Наконец, частица Юкавы может спонтанно распадаться на электрон и нейтрино. 
Этот процесс происходит совершенно независимо от материала, пронизываемого 
частицей, и потому о пропорциональности поглощения массе здесь не может быть 

и речи. Правда, можно думать, что наряду со спонтанным существует и еще 

один распад, индуцируемый взаимодействием с другим веществом. Однако простые 

теоретические оценки показывают крайне малую вероятность того, чтобы этот ин

дуцированный распад вносил в поглощение заметный по сравнению со спонтанным 

распадом вклад. 

§16 
Вторичные процессы, 

обусловленные быстрыми протонами и нейтронами 98> 

В проникающей компоненте высотного излучения некоторая роль принадлежит 
также протонам и нейтронам. Правда, сейчас едва ли можно сказать, какая часть 
проникающих лучей высокой энергии состоит из протонов. Однако эксперименты, 

во всяком случае, все время указывают на появление тяжелых частиц с небольшой 

энергией. Эти тяжелые частицы, в соответствии с приведенными выше теорети

ческими соображениями, могут вызывать в первую очередь следующие процессы, 

98) Heisenberg W. Natшwiss., 1937, 25, 749; Heisenberg W. Siichs. Akad. Wiss., 1937, 89, 369. 
35* 
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из которых ионизация протонами в основном была уже рассмотрена во введении. 
При столкновении с атомными ядрами протоны и нейтроны могут вступать в обмен

ное взаимодействие с ядерными частицами. Таким образом, при прохождении через 
атомные ядра тяжелые частицы (в отличие от частиц Юкавы) ведут себя совершенно 
аналогично электронам в веществе. С помощью ядерных сил, обладающих радиусом 

действия, равным по порядку величины 10-13 см, пролетающий через ядро протон 
высокой энергии может передавать свою энергию ближайшим к нему протонам или 

нейтронам, т. е. образовывать вторичные частицы с определеннь1м энергетическим 

спектром. По теории Бора 99>, при этом большая часть энергии протона, попавшего 
в ядро, расходуется на нагревание атомного ядра, а ядро вследствие нагревания 

начинает затем испускать протоны и нейтроны, как бы испаряясь. Часть ядерных 
частиц, непосредственно испытавших удар налетающих протонов или нейтронов 

и получивших достаточную энергию, может также покидать ядро и появляться 

в виде вторичных частиц. 

Энергия, передаваемая 1 см ядерного вещества протоном или нейтроном, 

летящим со скоростью flc, дается приближенной формулой JOO) 

дЕ Мс2 з 
- ~ --·6· 10-
дх rofЗ2 

(37) 

( r0 - классический радиус электрона, М - масса протона). Отсюда для длины про

бега тяжелой частицы R в зависимости от кинетической энергии Е получается 101 >: 

Е2 2 

R ~ ro Мс2(Мс2+Е)·1,7·10. (37а) 

Из этих формул следует, что протоны и нейтроны, движущиеся почти со ско

ростью света, передают атомному ядру в среднем лишь малую энергию (по
рядка 20 МэВ). Напротив, менее быстрые частицы, например, протоны с энерги
ей 3·108 эВ, при прохождении через атомное ядро могут потерять всю свою энергию. 

При столкновении с протонами или нейтронами часть ядерных частиц, по

лучивших достаточную энергию, может покинуть ядро и образовать вторичные 
частицы. Энергетический спектр этих вторичных частиц не зависит от энергии 

ударяющей частицы, если только энергия последней значительно выше энергии 

вторичных частиц. Этот спектр также почти не зависит от величины атомного ядра

мишени. Количество вторичных частиц п(Е) с энергией больше Е приближенно 

определяется по формуле 102>: 

п(Е) ~ const · ехр {-78 ~2 }· (38) 

Наряду с этими процессами, проявляющими большое сходство с обычными про
цессами, происходят еще и другие процессы, которые можно сравнить с тормозным 

излучением электронов и которые могут играть главную роль при больших энергиях 

ударяющей частицы. Протон высокой энергии при соударении с другой тяжелой 
частицей может испускать частицу Юкавы, превратившись при этом в нейтрон. При 

достаточно высокой энергии он может произвести в одном столкновении много 

99) Bohr N. Nature (Lond.), 1936, 137, 344. 
IOO) Heisenberg W. Naturwiss., 1937, 25, 749; Heisenberg W. Siichs. Akad. Wiss., 1937, 89, 369. 
101) fbld. 
102) !Ьid. 
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тяжелых электронов и других тяжелых частиц, например, в обсуЖдавшихся ранее 

взрывах. Эффективное сечение для этих процессов, как и для соответствующих 

процессов с частицами Юкавы, должно составлять по порядку величины 10-26 см2 . 

IV 

СПЕКТРЫ И ПОГЛОIЦЕНИЕ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ 

§ 17 

Ос11ов11ыс :эмпири•1ссю1с факты 103> 

При феноменологическом описании космических лучей вслед за Оже принято 
различать жесткую и мягкую компоненты, причем под «жесткой компонентой» пони

мается та часть ионизирующих лучей, которая проникает на глубину более чем 1 О см 
свинца, а под «мягкой компонентой» - часть, 

которая задерживается в 10 см РЬ 104>. Это раз- 50 
личие основывается на опытах с совпадениями, 40 
представленных на рис. 9. На нем изображены 
числа совпадений в расположенных по прямой 30 

1 Вудоо,л н с"ю 
52 см рт. ст. 

линии счетчиках в зависимости от толщины 

слоя свинца, помещаемого меЖду счетчиками. 

Мы видим, что частота совпадений резко па

дает в первых 1 О см РЬ и затем переходит 

в медленно спадающую кривую; эти две ветви 

кривой поглощения можно объяснить тем, что 
в излучении имеются две компоненты, пер

вая из которых поглощается уже на коротком 

пробеге, а вторая поглощается в свинце слабее. 
Съемки в камере Вильсона, обсуждавшиеся 

во введении, показывают, что мягкая компо

нента состоит из электронов и позитронов, 

которые подвергаются превращению и погло

щению уже на первых сантиметрах свинца lOS), 

20 

10 

O'---"------------L-
15,2 91,5 

см РЬ 

Рис. 9. Поглощение совпадений 
в свинце по Вудворду и Стриту. 

Абсцисса: толщина слоя поглотителя. 
Ордината: частота совпадений по из

мерениям Вудворда и Стрита на двух 

различных высотах, соответствующих 

76 см рт. ст. и 52 см рт. ст. 

и что жесткая компонента содержит тяжелые электроны, т. е. частицы с массой 

100-200 электронных масс. Вопрос о том, содержит ли жесткая компонента при 
энергиях выше 109 эВ также существенную примесь протонов или других тяжелых 
частиц, пока еще не имеет ответа. Мы будем пока предполагать здесь, что жесткая 

компонента состоит преимущественно из тяжелых электронов и что совпадения 

соответствуют этому предположению. 

Доля мягкой компоненты в общих ионизирующих лучах составляет, как мож

но увидеть из рис. 9, примерно 30 % на уровне моря; по измерениям Оже lОб) 
с сотрудниками она уменьшается на глубине 1,5 м под водой на 15 % и на глуби
не 8 м под землей на 7 % 107>, но возрастает на 50 % на высоте, соответствующей 

103) См. Miehlnickel Е. Ор. cit.; Steinke Е. G. Erg. exakt. Naturwiss" 1934, 13, 89. 
104

) Auger Р. Zйricher Vortrag iп der San1111lung "Kernphysik". Berlin: Julius Springer, 1936; Auger Р., 
Leprince-Riguet L" Ehrenfest Р. J. Physique et Radium, 1936, 2, 58. 
IOS) См. Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss" 1935, 14, 42. 

/Об) Auger Р. Zuricher Vortrag in der Sammlung "Kernphysik". Berlin: Julius Springer, 1936. 
1 о7) По Эмсрту доля, задержанная в слое 5 см свинца, составляет во всяком случае от 15 % до 20 % 
в Баденском озере (Ehmert А. Zs. Phys" 1937, 106, 751). Однако вопрос о том, насколько этот результат 
можно сравнивать с данными измерительной аппаратуры Оже с сотрудниками, нуждается в более 
детальном выяснении. 
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1 3 
Ионов/см · атм 
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Рис. 10. Жесткая и мягкая компо
нента в нижней атмосфере по Бо

уэну, Милликену и Нееру 108>. Аб
сцисса: глубина атмосферы в м 

воды. Ордината: ионизация без 
панциря (о о о) и с панцирем 10 см 
свинца ( •••) по измерениям Мил
ликена (Марчфилд, Калифор
ния). Заштрихованная область: 
вклад мягкой компоненты 

300 

:i:: 250 
~ 

'<!" 

~ 200 
>:S: 

~ 
~ 150 

~ 
<) 100 

~ 
::r 50 

50 см рт. ст. На большей высоте над поверхностью 
Земли отношение мягкого излучения к жестко

му вначале продолжает медленно возрастать, как 

показывают измерения ионизации Боуэном, Мил
ликеном и Неером (рис. 10). 

Измерение полной интенсивности с высотой 

над поверхностью Земли показано на рис. 11 и 12. 
На рис. 11 представлены совпадения по вертикали, 
зарегистрированные Пфотцером 109) с применени
ем счетчиков на шарах-зондах. Интенсивность 
по вертикали вначале возрастает на высоте, со

ответствующей 50 см рт. ст" вдвое по сравнению 
с поверхностью Земли и, в конце концов, достига
ет в стратосфере максимального значения, превы

шающего интенсивность на уровне моря в 40 раз. 
В самом верхнем слое атмосферы, эквивалентном 

менее чем 8 мм рт. ст" снова наблюдается спад 
числа совпадений. 

На рис. 12 представлено число совпадений 

в Боденском озере по Эмерту l lO). Мы видим, 
что здесь интенсивность на 1 г/см2 спадает значи
тельно медленнее, чем в стратосфере, и что спад ее 

с глубиной Т может быть представлен степенным 

законом т-1 , в котором показа
тель степени 'У на глубине бо
лее 50 м под водой составляет 

по Эмерту 1,87 112). 

oL..:~===2~~~~_L~--L-~-1-~..l..___J 

Несколько большее, чем при 

совпадениях по вертикали, отно

шение интенсивности в страто

сфере к интенсивности в Боден
ском озере получается при из

мерениях ионизации, т. е. всесто

роннего излучения, как показа

но на верхней кривой рис. 13 113
). 

При некоторых упрощающих пре

дположениях о поглощении ко

сых лучей в атмосфере, по Грос

су 114), из интенсивности по вер
тикали можно рассчитать иониза

цию и наоборот 115). 

80 70 60 50 40 30 20 10 о 

Убывающее давление воздуха см рт. ст. 

Рис. 11. Интенсивность космических лучей по верти
кали в атмосфере по Пфотцеру 111>. Абсцисса: глубина 
атмосферы в см рт. ст. Ордината: число совпадений 

108> Bowen J. S" Mi//ikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev" 1934, 46, 645. 
io9) Pfotzer G. Zs. Phys., 1936, 102, 23. 
IIO) Ehmert А. Zs. Phys., 1937, 106, 751. 
111) Pfotzer G. Zs. Phys" 1936, 102, 23. 
112) Ehmert А. Zs. Phys., 1937, 106, 751; Wilson V.C. Phys. Rev" 1937, 52, 559; 1938, 53, 337. 
113) Bowen J. S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
114) Gross В. Zs. Phys., 1933, 83, 214. 
115) См. Pfotzer G. Ор. cit. 
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При интегрировании ионизации 

по атмосфере получается полная 

энергия, приходящая из космическо

го пространства 117
). Ведь эта энер

гия в конце концов когда-нибудь 
полностью израсходуется на образо

вание ионов, как только она про

никнет достаточно глубоко в ве

щество Земли. Регенер 118
) нахо

дит для полной ионизации вели

чину 6,1 · 109 пар ионов в минуту 
на 1 см2 ; следовательно (§9), по
ток энергии 1,9 · 1011 эВ/мин· см2 • 
Боуэн, Милликен и Неер 119

) указы
вают для потока энергии значение 

1,7 · 1011 эВ/мин· см2 • 
Теперь мы сравним с распреде

лением интенсивности по глубине 
спектральное распределение интен

сивности по различным интервалам 

энергии. Рис.16 показывает спектр 
проникающих частиц на уровне моря 

по Блэккету 120>. По оси абсцисс отло
жено значение импульса Нр, по оси 
ординат - значение частоты частиц 

в интервале импульса. Полную энер
гию проникающих частиц на уровне 

моря можно оценить отсюда величи

ной около 6 · 109 эВ/мин· см2 • 

\ 
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1::: 
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Рис. 12. Интенсивность по вертикали в Баден
ском озере по Эмерту 116>. Абсцисса: глубина в м 
воды от границы атмосферы (в логарифмиче
ском масшrабе). Ордината: число совпадений 
(в логарифмическом масштабе). Самая нижняя 
экспериментальная точка BF взята по измере
ниям Барноти и Форро, проведенным в шахтах. 
Кривая ~в воздухе» была снята Эмертом при 

измерении совпадений по наклонной прямой 

§18 
Качественное теоретическое рассмотрение 

Ход интенсивности по вертикали в верхней атмосфере можно понять на основе 
каскадной теории, если предположить, что электроны или световые кванты прихо

дят из космического пространства 121>. Эти электроны затем размножаются в первом 
слое и поглощаются в последующих слоях, теряя энергию, и они дают таким обра
зом кривую интенсивности в атмосфере (рис.11), очень похожую на кривые рис. 7, 
полученные из каскадной теории. Поскольку радиационная единица длины (l = 1, 
таблица 2) в воздухе (275 мм нормального воздуха) соответствует разнице давле
ний 2,6 см рт. ст. или 0,34 м водяного столба, то измерение интенсивности на поря
док своей величины происходит при этом всегда на участках, отвечающих несколь

ким сантиметрам ртутного столба. Из положения максимума при 8 см рт. ст. (Z ~ 3) 

116
) Ehmert А. Zs. Phys., 1937, 106, 751. 

117) Bowen J. S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
118

) Regener Е. Nature (Lond.}, 1933, 131, 130. 
119

) Bowen J.S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
120> Вlackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 159, 1; см. также Кипzе Р. Ор. cit.; Нerzog G., Scherrer Р. J. 
Physique et Radium, 1935, 6, 489; Anderson С. D. Ор. cit. 
121 ) Bhabha Н. J., Нeit/er W. Ор. cit.; Carlson J. F., Oppenheimer J. К Ор. cit. 
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мы можем, используя рис. 7 и таблицу 14, получить для средней начальной энергии 
оценку в несколько единиц, умноженных на 109 эВ. Более точное сравнение излу
чения в верхней атмосфере с каскадной теорией мы проведем в§ 19. При этом будет 
показано, чт0, хотя мягкое излучение в верхней атмосфере можно приписывать 
каскадному ливнеобразованию, однако электроны в нижней атмосфере следует 

объяснять другими процессами, связанными с проникающей компонентой 122>. 
При рассмотрении проникающей компоненты мы будем исходить из теории 

Юкавы (гл. III):J1o этой теории тяжелые электроны нестабильны, т. е. они могут 
распадаться и в пустоте. Поэтому мы должны предполагать, что они не могут 

длительно существовать и в космическом пространстве и что тяжелые электроны, 

которые мы находим на поверхности Земли, образуются только в атмосфере 

из мягкого излучения 123>. Правда, образование проникающих частиц в атмосфере 
еще не доказано при измерениях с помощью шаров-зондов (которые в этом 
случае должны бьmи бы обнаружить новый спад интенсивности проникающих 

частиц в самой верхней атмосфере). Однако мы можем считать его возможным 124> 
на основании того факта, что энергия, содержащаяся в проникающей компоненте, 

rv 6 · 109 эВ/мин· см2 , мала по сравнению с полной энергией 2 · 1011 эВ/мин· см2 , 
попадающей на верхнюю границу атмосферы 125). 

Возможность образования тяжелых электронов в атмосфере обеспечивается 
обращением процессов, обсуждавшихся в § 15 в рамках теории Юкавы. Световой 
квант высокой энергии при столкновении с тяжелой частицей может образовать 

одну или несколько частиц Юкавы 126>. Но так как ход этих процессов в области 
высоких энергий в силу ограниченности сегодняшней теории пока еще не поддается 
расчету (гл. III), мы будем рассматривать здесь образование тяжелых частиц полу
эмпирически. Мы будем ожидать, что тяжелые электроны чаще всего образуются 
в стратосфере, потому что там интенсивность мягкого излучения наибольшая, и по

этому мы будем несколько схематически предполагать, что спектр тяжелых частиц, 

который зависит от энергии примерно таким же образом, как спектр исходных 

электронов, возникает вблизи максимума ионизации ("' 8 см рт. ст.). Допустимо ли 
это простое предположение, мы увидим несколько позже, рассматривая ход спектра 

Блэккета на поверхности Земли. Этот спектр тяжелых электронов при распростра
нении в атмосфере и в Земле будет подвергаться следу1ощим воздействиям. 

Во-первых, он будет тормозиться вследствие ионизации. Тогда из теории иони
зации можно вывести с известным приближением закон поглощения проникающих 

частиц (§ 20). 
Во-вторых, тяжелые электроны будет спонтанно распадаться на электроны 

и нейтрино. Этот процесс, как будет показано, вносит значительный вклад 

в поглощение проникающей компоненты в атмосфере (§ 20), так что возникающие 
при этом электроны образуют, вероятно, существенную часть мягкого излучения 

в нижней атмосфере, интенсивность которого может быть определена из постоянной 

распада Юкавы (§21). 
В-третьих, тяжелые частицы при столкновении с атомными ядрами будут 

вызывать процессы, о которых говорилось в § 15. Как показывает обсуждение 

эмпирического материала, мягкое излучение, возникающее в этих процессах, можно, 

вероятно, наблюдать только под водой вместе с ионизационными ливнями (§ 12), 

122) Bowen J.S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
123

) Wentzel G. Ор. cit.; Bowen J. S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
124

) Bowen J. S., Miffikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
125

) Согласно любезному сообщению П. Блэккета. 
126) Wentze/ G. Ор. cit.; Heitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 166, 529. 
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тогда как в нижней атмосфере оно по сравнению с эле.ктронами спонтанного 

распада отступает на задний план. 

§19 

Каскадный спектр :электронов в всрхflсй атмосфе~. Широтньtй эффект 

3 
Число ионов/см ·с· атм 

500 

400 

300 

200 

100 

{•А - пос. Фордни: 53' с. ш. 
о А - Кеnнер, Стивенс, Андерсон 

В - форт Сэм Хоустон 38,5' с. ш. 
С - r. Мадрас 13° с. ш. 

При более детальном 
рассмотрении каскадного из

лучения в атмосфере мы 
будем исходить из измере

ний ионизации, проделан
ных Боуэном, Милликеном 

и Неером 128
) на различных 

широтах и воспроизведен

ных на рис. 13. Грубые раз

личия стратосферной интен

сивности на различных ши

ротах могут быть поняты 

по Штермеру 129), Леметру 
и Валларта ~зо), если пред
положить, что излучение, 

приходящее из космическо

го пространства, в значитель

ном количестве содержит за

ряженные частицы. Действи

тельно. заряженные частицы 

могут проникнуть через маг

нитное поле Земли на гео
магнитной широте 'Р лишь 

тогда, когда их импульс бу

дет больше характерного для 

каждой широты предельного 

импульса 131
): 

о 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
мНр 

Рис. 13. Ионизация в атмосфере на трех различных 

ре= Erp = 1,9 · 10
10 эВ· cos 

4
ip. широтах по измерениям Боуэна, Милликена и Неера 121

> 

'Р (о} = о 20 40 60 80 90 

Е"' · 10-10 (эВ) = 1,9 1,5 0,65 0,12 0,0017 о 
(39) 

При этом предполагается, что заряд частиц равен элементарному заряду. 

Следовательно, на экватор может попасть меньшее число электронов, чем 

в более высоких широтах; поэтому на рис. 13 максимум ионизации на экваторе 
ниже, чем вблизи полюса. Далее, на экваторе средняя энергия падающих частиц 

!27) Bowen J. S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80. 
128) Bowen J.S" Mil/ikan R.A. Phys. Rev., 1938, 53, 217. 
129) Stбrmer С. Zs. Astrophys., 1930, l, 237; 1937, 2, 4. 
130> Lamaitre G., f!allarta М. S. Phys. Rev., 1933, 43, 87. 
131 ) Street J. С., Wvodward R. Н., Stevenson Е. С. Phys. Rev., 1935, 47, 891. 
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выше, чем вблизи полюса; поэтому более плоский экваториальный максимум 

появляется только при более толстом слое, чем максимум на высоких широтах 132
). 

В соответствии с формулой (39) изменяющуюся по широте часть ионизации, 
т. е. разность кривых для различных широт 53°-38°, 38°-3°, мы должны понимать 
как результат действия электронов в узком интервале энергии 

2,5 · 109 эВ< Е < 6,7 · 109 эВ, 6,7 · 109 эВ< Е < 17 · 109 эВ, 

т. е. как результат действия электронов почти определенной энергии 133
) 

Е ~ 4 · 109 эВ, Е ~ 1010 эВ. (39а) 

С другой стороны, каскадная теория для интенсивности образовавшихся в ат
мосфере электронов этих энергий, у = 3,3, у = 4,2 дает формулу (14) и рис. 7. 

о 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 м н2о Сравнение экспериментально-

100 

50 

20 

10 

5 

2 

0,5 

о 

100 

50 

20 

10 

5 

2 

0,5 

0,2 

0,1 
0,{)5 

0,2 

0,1 

В-С форт Сэм Хоустон - Мадрас 
10 0,02 

E0=l0 эВ 

А-В пос. Фордни - форт Сэм Хоустон 

Е0=4·109эВ \ 

0 0,05 

0,02 

Рис. 14. Сравнение широтно зависимой части иони
зации с каскадной теорией по Боуэну, Милликену 

и Нееру 134>. Разность между кривыми на рис. 13 в ло
гарифмическом масштабе. 

-- - каскадная теория, о о о - измерения 

го и теоретического широтного 

эффекта показано на рис.14, 
взятом из работы Милликена 

и Неера l35). 

Как мы видим, ход измере

ний в верхней атмосфере может 

быть описан каскадной теори

ей, если отвлечься от неболь
шого расхождения в положе~ 

нии максимумов, обусловлен
ного усреднением по форму

лам (39а) 136
). 

Однако в нижней атмосфе

ре интенсивность, вычисленная 

по каскадной теории, оказы

вается значительно меньше из

меряемой интенсивности мяг

кой компоненты, составляю

щей по Оже и Лепринс-Риге 137> 
на всех широтах одну и ту же 

часть полного излучения на 

уровне моря, равную пример

но 1/3. Отсюда мы должны 
сделать вывод, что электроны 

в нижней атмосфере появляют-

ся в результате вторичных про

цессов, вызываемых проникающей компонентой 138). К этому же выводу мы придем 
позднее на основании высотной зависимости толчков Гофмана(§ 13). 

\32) Heit/er W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261; 1938, 166, 529. 
133) Воwеп J. S., Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev" 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. 
134) IЬid. 
135) IЬid. 
136) Nordheim L. W. Phys. Rev., 1938, 53, 694. 
137

) Auger Р., Leprince-Riguet L. Nature (Lond.), 1934, 133, 138. 
138) Bowen J. S" Millikan R.A., Neher Н. V. Phys. Rev., 1937, 52, 80; 1938, 53, 217. Это еще яснее следует 
из рис. 14, если учесть преобразование Гросса(§ 17). 
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Мы рассмотрим теперь действие электронов с энергией выше магнитной 

энергии Е"', которое обсуждалось Нордгеймом 139
) и Гайтлером 140>. Для этого мы 

предположим, что из космического пространства налетают электроны со спектром 

, (108 эВ)
7 

Fl (Е , О) = Jo ---W- (40) 

выше энергии Е' (причем постоянные 1, J сначала мы будем считать неопределен
ными), и поставим вопрос о спектре F 1(E, l), который устанавливается на глубине l 
от границы атмосферы и, в частности, на уровне моря при l = 29. 

Как показал Нордrейм 141>, ддя более глубоких слоев (l ~ 15) спектр F1 (Е, l) 
опять имеет вид первоначального степенного закона (40), а интенсивность спек
тра F 1 (Е, l) убывает в атмосфере экспоненциально с показателем тем большим, чем 
сильнее степень спада 1. 

Ибо в соответствии с § 1 О мы имеем 

F1(E, Z) = 
00 

! 
Е'=Е~ для Е<Е~ 
Е'=Е для Е>Е~ 

z l ln- - dE ( 
Е') ( дF1(Е:о)) , 

' Е дЕ' 

или, подставляя Е'/Е = еУ' и формулу (40), 

со~эв) 1 

00 

! 
y'=ln ~ для Е<Е~ 
у'=О для Е>Е~ 

z(l, у') е-1и' 1 dy'. 

(Е ~ Е;), 

Для больших l значение интеграла почти не зависит от Е и тем самым 
от широты ip; в соответствии с формулой (19) интеграл спадает с l экспоненциально; 
численный расчет дает 

где 

/(1) ~ о,з6V7=1 (1 ~ 5). 

По Нордгейму, ддя l -+ оо более точная формула имеет вид 

4 1 
/(1) = - - - -

3 1+1 

(41) 

(42) 

При вычислении интенсивности ддя более тонких слоев получается максимум, 
который в наших широтах (ддя 1 от 1,5 до 2,5) наступает при l =от 3 до 4, причем 
интенсивность в нем достигает значения J 1 ~ 4J0 

142>. 
139) Nordheim L. W. Phys. Rev., 1937, 51, 1110; Nordheim L. W. Phys. Rev., 1938, 53, 694. 
140) Нeitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261. 
141> Nordheim L. W. Phys. Rev., 1937, 51, 1110. 
142> Heitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261; Nordheim L. W. Phys. Rev., 1938, 53, 694. 
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Постоянную J1 можно определить из измерений Пфотцера в стратосфере: 

4J0 ~ J 1 ~ 40 см-2 
• мин- 1 • 

Труднее определить постоянный показатель спада 'У. Из условия, что ин
тенсивность каскадного спектра на поверхности Земли (l = 29) должна быть 
не больше истинной интенсивности электронов("' 1/2 см- 2 

• мин- 1 ), мы получаем 
для показателя оценку снизу: 'У > 1,3. 

Еще одну оценку можно получить из широтного эффекта (рис. 14), предпо
лагая, что спектр частиц, приходящих из космического пространства, содержит 

преимущественно электроны и позитроны при сравнительно малом количестве 

световых квантов. В этом случае энергия приходящих извне частиц ( f -~ Е dE 

по формуле (40)) должна вести себя как Е~ 

(~~) 7-I' 

где Е~ означает магнитную предельную энергию (39). 
Из измерений Боуэна, Милликена и Неера теперь получается 

'У~ 1,8. 

Это значение следует из приводимой ниже таблицы Джонсона 143>: 

Широта 

30 39° 52° 

Интенсивность ионов, см-2 • мин- 1 1,8· 109 3,2. 109 6 · 109 

Интенсивность энергии, эВ· см-2 
• мин- 1 о,6 · 10 11 1,0· 10 11 1,9. 1011 

Е"', эВ 15. 109 8. 109 2. 109 

До сих пор мы предполагали, что первоначальный спектр частиц, приходящих 

из космического пространства, может быть представлен в виде чисто степенного 

закона (40). Для обсуждения общего спектра удобнее всего разложить его на от-
дельные слагаемые вида (40) 144>. Можно также построить такой спектр, который 
представлял бы интенсивность мягкой компоненты во всей атмосфере 145

). Однако, 
как показал Гайтлер 146), широтный эффект для мягкой компоненты составлял бы 
в таком спектре менее 1 % на уровне моря, тогда как на самом деле широт

ный эффект для мягкой компоненты, по Оже и Лепринс-Риге 147
), достигает 

примерно 10 %. Отсюда, как и выше, мы должны делать вывод, что электроны 
на уровне моря возникают не в каскадных процессах, а образуются из проникающей 

компоненты. 

143) Johnson Т. Н. Phys. Rev., 1938, 53, 499. 
144

) Nordheim L. W. Phys. Rev., 1937, 51, 1110. 
145) Nordheim L. W. Phys. Rev" 1938, 53, 694; Нeiller W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261. 
146) Нeitler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261. 
147) Auger Р., Leprince-Riguet L. Ор. cit. 
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Разделение различных частей кос
мических лучей в атмосфере предста
влено на рис. 15. Сплошная кривая 
еще раз воспроизводит интенсивность 

по вертикали из работы Пфотцера в за

висимости от высоты (рис. 11). Са
мая нижняя пунктирная кривая В по
казывает экстраполяцию доли, кото

рую можно приписывать проникаю

щей компоненте (§ 20), а заштрихо
ванная область А дает теоретическое 
число каскадных электронов, которое 

мы получаем из приходящего из кос

моса первичного спектра (40) при по-
казателе спада 'У = 1,9 148>. Мы ви
дим, что измерения в верхней атмо
сфере воспроизводятся этим спектром 
очень хорошо, но в нижней атмосфере 
некоторая часть С, которая по из

ложенным выше причинам должна 

иметь другое происхождение; начало 

ее, по-видимому, было названо Реге

нером и его учениками 149
) «горбом» 

при 30 см рт. ст. Эту часть С мы 
вычислим в § 21. 

300 
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L-=::t:::::==:~!:t::::X.::::i.~~Q 
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1 1 1 1 
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--1 

Рис. 15. Разложение космических лучей а пт
мосфере. -- - пзмерение интенсивности 
по вертикали Пфоrцером. - - - - экстрапQ
ляция проникающей части. А (заштрихова
но) - •каскадцые щ~ектроны•, возццQющие 
из космических электронов ттутем «раздробле

ния• в атмосфере (§ 19, 1 == 1,9). В - тяжелые 
электроны, образованцые компоненщй А в ат
мосфере (§ 20). С - сэлектронJ>I распад2>1>, 
возникающие из В (§21) 

§20 
Про11икающая компонента 

В следующем рассмотрении мы будем предтто.rщгать, ч:то в стр;щ:х;фере (точJiее, 
npJI 8 мм рт. ст.) позникает спектр тяжелых электронов, в котором распределение 
энерrии должно быть аналогично расn:редсленJ11О энеJЩЩ MJJП<:Pff компоненты. 
Таким образом, в стратосфере должно быть следущщщ~ число тяжеJJЬiх электроцов 
с импульсом выше р: 

F.(p) ~ 10 (:2. 1;: ~в) 1, (43) 

Мь~ аычисл»м те.щерь для: тщ<.оrо сщнщэа поrдQщение, Qgуслоцл~tщое ИPflJЦalf.tf~ff 
и спонтанщ,1м расщщом, 

При пwщслении uщщзации мы бумм ИGW411П> и~ фopмyJJ~J (101 сqрщсцр 
которой тяжелая: част1ща с имnуЛJ.СQМ р им:~~f .щпшу пробещ Я1 оттр~~ляе~у~р 
соотноше1шем · 

Р,(р) ~ µс2 ( 2 + ( ;J 2 - 2) . 
а .. J1+(fc}2 

(Здесь µ, ~ 160m _,. масса тя:~JJQJ'Q электрощ, нr:2 c:i & · JQ7 э~.) 

14В) Hf!itler W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261; Nordheim L. W. Phys. Rev., 1938, 53, 694. 
149

) Regener Е. Ор. cit. 
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Рис. 16. Спектр на уровне моря. Абсцисса: им
пульс р частиц. Ордината: число дF/др частиц 
в интервале импульса. Кривая дF,/др: теоре
тический спектр тяжелых электронов. Кривая 
дF2/др: теоретический спектр легких электро
нов (§21). Кривая д(F, +F2)/др: теоретический 
полный спектр. Экспериментальные точки: пол
ный спектр по Блэккету. Верхняя часть: спектры 
при низких импульсах; нижняя часть: спектр 

проникающих частиц при высоких импульсах 

Таблица 6 

Вода Воздух 

2. 106 2,5. 103 

Частица, которая первоначально 

имела импульс Ро, после прохожде

ния через слой толщиной Т будет 
иметь меньший импульс р, который 
определяется уравнением 

Т = R(po) - R(p), 

следовательно, для Ро ~ Зµс: 

Т = РоС - 2µс2 _ R(p). 
а 

Из-за поглощения спектр (43) 
превращается на глубине Т в спектр 
с меньшей энергией для частицы 

с импульсом выше р 

( 
а- 1 ·2·109 эВ )

1 

Fs(p)=Jo 2 с2 • 
T+R(p)+=i;f 

(44) 

(Вследствие условия Ро > Зµс эта 
формула справедлива для малых им

пульсов, начиная только от Т > 
µс2/а ~ 40 см Н2О.) Этот интеграль
ный спектр проникающих частиц при 

высоких импульсах (р > 3µс) спадает 
по формуле 

(
2 · 10

9 эВ) 1 

F.(T,p) ~ Jo 
аТ+рс 

(45) 

(ат ~ 2 · 109 эВ на уровне моря), 
т. е. число тяжелых электронов с им

пульсом выше р на глубине Т равно 
первичному числу частиц выше им

пульса р, увеличенного на потерю 

на отрезке Т. 
При меньших импульсах формула (43) может быть разложена в ряд по R(p), 

и тогда для числа частиц с импульсом ниже р мы получаем 

(2 · 109 эВ)1 
Jo'"'f (ат+ µс2)1+1 . aR(p). (46) 

Так как с убыванием импульса длина пробега спадает очень быстро, то 
формула ( 46) прямо объясняет нам, почему так редко наблюдаются тяжелые 
электроны с малыми импульсами. На рис. 16 представлена теоретическая кривая 
дифференциального спектра при импульсах ниже ре= 7 · 108 эВ. 
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До сих пор мы говорили о поглощении в результате ионизации, пренебрегая 
поглощением вследствие спонтанного распада. Это пренебрежение законно, если 

мы рассматриваем поглощение проникающей компоненты в воде или в твердых 

телах, учитывая оценку Юкавы для среднего времени жизни тяжелого электро

на (т ~ 1/2 · 10-6 с; ер. § 14). Например, в атмосфере спонтанный распад играет 
существенную роль. При этом мы можем ограничиться видом спектра при больших 
импульсах (ре> 2· 108 эВ), так как при малых импульсах (ре< 2· 108 эВ) спонтанный 
распад мало изменяет качественную формулу (46). Для изменения дифференци
ального спектра /(Т, р) = -aF.(T, р)/др с глубиной Т мы получаем, учитывая 
одновременно поглощение и спонтанный распад, дифференциальное уравнение: 

д/(Т,р) _ ~ д/(Т,р) _ _!!__ ( ) 
ат - с др рТ 1 т, Р · (47) 

Здесь Т означает глубину в см воды, измеряемую от верхней границы атмосферы; 
а - потери энергии на 1 см воды (см. таблицу 6). Вероятность распада на см воды 
становится в атмосфере тем больше, чем меньше плотность воздуха, и поэтому, 
если предполагать справедливость барометрической формулы, второй член в урав

нении (47) содержит Т в знаменателе. Множитель Ь связан с временем распада 
тяжелого электрона т формулой 

Ь = !!_ ПЛОТНОСТЬ ВОДЫ (Туровня моря) 
т плотность воздуха на уровне моря 

Решение дифференциального уравнения (47) гласит 

( ре) рс~ат /(Т,р) =g(pe+aT) аТ . (48) 

Здесь g(pc + аТ) означает произвольную функцию аргумента ре + аТ. Она опреде
ляется условием, что для стратосферы, точнее для Т ~ 100, функция /(Т, р) должна 
переходить в дифференциальный спектр (43). Тем самым для дифференциального 
спектра в зависимости от глубины мы получаем 

(2 · 109 эВ)7 е ( ] ООре ) рс1:'~т 
/(Т,р) = 7 Jo(pe+a(T-- l00))1+ 1 Т(ре+а(Т-100)) · (49) 

В частности, спектр на уровне моря (Т ~ 1 ООО) приобретает вид 

Ьс 

(2 · 109 эВ)7е ( ре ) рс+ат 
/(l ООО, р) = "(Jo (ре+ 900а)7+ 1 IO(pe + 900а) (50) 

Второй множитель в правой части этого уравнения приводит к тому, что спектр 
спадает медленнее, чем спектр мягкой компоненты. В этом находит выражение то 

обстоятельство, что спонтанный распад на заданном участке наступает при малых 

импульсах чаще, чем при больших. Только при очень высоких энергиях (ре ~ 900 
а~ 1,8 · 109 эВ) крутизна спада снова определяется только показателем степени 'У· 
Этот вывод подтверждается измерениями Блэккета 150>. На рис.16 (в нижней 
части) приведено сравнение с измерениями Блэккета теоретического спектра, 

ISO) Вlackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond" 1937, 159, \. 
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рассчцтанного при значен:иях 1 = 1,87 и Ьс/ 1 ООО а = 0,37 с учетом обсуждаемых 

ffИЖе измерений Эмерта 151>. Теория удовлетворительно воспроизводит обший вид 
спектра, но, конечно, не во всех его деталях. 

Далее, формулы (49) и (50) согласно Куленкампфу 152
) дают простое oбl:>ЯCtfefftle 

qщщзиrельнр1([у, наблюдаемому Эмертом 153
) и Куленкампфрм 154), факту, что ттq

глощение в воде происходит вначале медленнее, чем в воздухе (рщ:. 12). При "!'fQM 
Эмерт варьцровал толшину поглощающегр слоя воздуха, изменяя в заданном месте 

наf)людения (приблизительно на уровне моря) 155
) угол rp между падающими лучцми 

и вертикалью при наклонном положении устано13ки для регистрации совпадщшй. 

Затем он опр1щелял кажущуюся глубину Т' = 1 ООО/ cos rp. ПPii вычислениях для 
этой установК» следует заменить в уравнении (47) а на а/ cos rp и Ь на Ь/ cos rp. 
Тогда для Раr;пределения интенсивности на уровце моря в за~щсимости QТ Т' мы 
поцучаем 

1 (2 · 10!! эВ)'У с ( ре ) рсЧ§Ю+1ооаа 
f(T,p)=1Jo +1 9, 
воздух (ре+ -foaT') 1 10 (ре+ 10аТ) 

(51) 

Для изменещ1я интенсивности в воде, где спонтанщ,1й распад уже не играет роли, 
мы находим из формул (48) и (50) 

Ьс 

(2 · 109 эВ)'Уе ( ре+ а(Т- 1 ООО) ) ~ 
/~~Дf) = 7 Jo (ре+ а(Т - 100))1+1 lO(pe + а(Т - 100)) (52) 

Интегрируя интенсивности (51) и (52) по всему спектру, мы получаем зависи
мость интенсивности от глубины б = Ье/1 ООРа): 

1 (2·10
9 э:Ц)

1

/
00 

du ( и ) •+~~ 
Fsz~o)=1Jo -fоат' о (l+u)r+1 IQ(I+u). ' 

00 6·1000 

( 2·109 эв)-r/ du [ ~ ( Т-JОQО)]•(т-1оонт 
Fs~1;;0)=7Jo a('f-100) (l+и)1+1 lO(l+u) и+ T-.,-\QO 

о . . . 

fi FоответСТJ!ИИ с этим11 уравнен~Я}4J1 qтнощеtt\1~ ~ЩтС.tЧ~~пщqс1е~ в 1щде и воздухе 
в очень толстых слоях будет постоянным, равнь1rr~ no Эt.1ерту (см. рис. 12) 2 : 1, 
а сnад с глуриной будет проис~рдить по закон\' p(-r. Полученное Эмертом 
значение 'У ::= · l,87 хорошо срглщ:уется со значениямu, Щ\Йдеt~н1>1ми для ~5\Г\\ОЦ 
~р~nрненть1(§19). Из постоянноrо ощощен~я ~ожнq q{IЩЩ6J\ИТЬ в~я~~uну ~.а т~м 
самым и СР,~д~ее премя распада тяжелого электрона. ПQЛ~ае~ · 

151
) Ehmert А. Zs. Phys" 1937, 106, 751. 

152
) Kulenkampjf Н. Verh. dtsch. Physik. Ges" 1938 (~n:slaue~ Vprtп1g). 

153
) Ehmert А. Z:s. Phys" 1937, 106, 751; 1937, 38, 97$. 

154) Kulenkampjf Н. Ор. cit. 

(55) 

155
) Эмерт производил измерения частью в Штуrrарте, частью на верш!!'t~ Hff• tiP прсле f!Р!fПj:Д~НIЩ 

к одной высоте они еще хорошо укладываются на одну кривую, котор'ую без с;iишкрt,1 большой ошибки 
мы можем относить к уровню моря. 
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Это значение примерно в 5 раз больше вычисленного из теории Юкавы (§ 14). 
Принимая во внимание неопределенность некоторых деталей в теории Юкавы, такое 
согласие можно считать вполне удовлетворительным. Следует еще подчеркнуть, что 

в экспериментах определяется прежде всего отношение времени распада к массе 

частицы Юкавы, так что изменение массы повлечет за собой соответствующее 

изменение экспериментального времени распада тяжелого электрона. 

Наконец, мы сравним еще теоретические формулы для убывания интенсивности 

с глубиной (49) и (50) с измерениями Оже 156
), показывающими несколько замедлен

ное по сравнению с измерениями Эмерта убывание интенсивности. Теоретические 
значения, вычисленные с использованием найденных Эмертом постоянных 'У и 6, 
показывают, что теория воспроизводит сравнительно медленный спад интенсивно

сти правильно, но что для более точного описания опытов Оже следует выбрать 
несколько меньшее значение. 

Таблица 7 

тв м воды 
Интенсивность Теоретическая 

ПО Оже интенсивность 

Седловина Юнгфрау 6,6 108 120 
Париж 10 75 75 
Подвал 30 28 17 
Катакомбы 75 5 3 

В предыдущем вычислении спектра проникающих частиц и их поглощения еще 

не бьши учтены процессы (§ 15), которые происходят при взаимодействии между 
тяжелыми частицами и атомными ядрами. Однако, рассматривая рис.16 и 12, мы 
получаем впечатление, что ядерные процессы оказывают влияние на спектр прони

кающих частиц, по-видимому, только в некоторых деталях. Провести теоретическое 

рассмотрение указанных процессов, о которых говорилось в § 15, пока невозможно. 
Проникающая компонента обладает на уровне моря широтным эффектом око

ло 10 % 157). Тот факт, что широтный эффект так незначителен, можно рассматривать 
в качестве независимого аргумента в пользу образования проникающей компоненты 

из мягкого излучения. Действительно, проникающая частица теряет в атмосфере 

из-за ионизации всего около 2 · 109 эВ. Если для первичных падающих частиц мы 
примем энергию 2 · 109 эВ, то широтный эффект должен достигать по порядку 
величины 100 %, ибо хотя в наших широтах магнитным полем Земли бьши бы 
пропущены все частицы с энергией выше 2 · 109 эВ, но на экваторе лишь частицы 
с энергией выше 1010 эВ. Если же мы будем считать, что проникающая компонента 
образуется из мягкой компоненты в результате вторичных процессов, то следует 

предполагать, что наблюдаемые на поверхности Земли проникающие частицы про
исходят от световых квантов в стратосферном максимуме (l ~ 4). Эти световые 
кванты, которые должны сами обладать энергией больше 2 · 109 эВ, в свою очередь 
образуются в среднем такими электронами из космического пространства, которые 

имеют энергию выше 2 · 10 10 эВ (из-за фрагментации энергии в стратосфере). 
Однако космическим электронам столь высокой энергии магнитное поле Земли 

уже не мешает (§ 12). Конечно, незначительная зависимость от магнитного поля 
должна быть, так как в образовании проникающей компоненты в стратосферном 

------·-----
156) Auger Р. Zuricher V011rag in der Sammlung "Kemphysik". Berlin: Julius Springer, 1936. 
157

) См. Miehlnickel Е. Ор. cit.; Street J. С" Young R. Т. Phys. Rev. 1934. 46, 823. 
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максимуме участвует не одно только мягкое излучение, хотя вследствие своей 

большой интенсивности оно вносит, без сомнения, главный вклад. 

§21 
Электроны распада в нижней атмосфере 

Проникающая компонента по теории Юкавы производит вторичные лучи двумя 

способами. 
Во-первых, проникающие частицы могут спонтанно распадаться на нейтрино 

и электроны, которые потом дополнительно умножаются в каскадах(§ 14). 
Во-вторых, при столкновении с атомными ядрами тяжелые электроны мо

гут производить световые кванты, которые потом со своей стороны вызывают 

каскады (§ 15). 
Электроны, образованные в ядерных процессах, должны встречаться почти про

порционально массе, а поглощаются (согласно§ 111) также почти пропорционально 
массе. 

Однако электроны спонтанного распада будут встречаться в воздухе значительно 

чаще, чем в воде или в других слоях плотного вещества, так как в воздухе участок 

пути, из которого могут выходить вторичные частицы, геометрически больше, 

чем соответствующий участок в воде, и на этом геометрически большем участке 

образуется больше электронов из-за спонтанного распада. 

Но так как эмпирическое отношение мягкой компоненты к жесткой в воздухе 

на уровне моря оказывается больше, чем в твердых телах (§ 17), то мы будем 
предполагать, что электроны в нижней атмосфере, которые согласно§ 19 возникают 
в результате вторичных процессов, вызываемых жесткой компонентой, образуются 

преимущественно при спонтанном распаде, и что электроны, рожденные в ядерных 

процессах, наряду с ионизационными ливнями становятся заметными только под 

водой или под толстыми слоями твердых тел. 

Вычислим теперь спектр электронов спонтанного распада 

находящийся в равновесии со спектром проникающих частиц 

F.(T,p). 

(Здесь F(T, р) - число частиц с импульсом выше р на глубине Т от верхней 
границы атмосферы.) 

Электроны распада мы разделим на две группы. Во-первых, те электроны, 

которые образуются при распаде тяжелых электронов, остановившихся в результате 
ионизации (А). Во-вторых, те электроны, которые испускаются при распаде 
движущихся тяжелых частиц. 

Электроны первой группы имеют лишь небольшую энергию, меньше 4 · l 07 эВ, 
так как энергия покоя тяжелой частицы, расходуемая на образование электрона 

и нейтрино, составляет µс = 8 · 107 эВ. Эти электроны в соответствии с § 9 и II 1 
имеют длину пробега около µс /2а ~ 20 г/см2 • Поэтому их общее количество А 
приблизительно равно числу тяжелых электронов, остановившихся в последнем 
слое толщиной µl? /а с:= 20 г/см2 , т. е. согласно уравнению (46): 

_ 1 µс 
А~ - -F.(T, О). 

2 ат 

На уровне моря это число составляет около 2 % проникающих частиц. 

(56) 
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Большой вклад можно получить от распада движущихся тяжелых электронов. 

Ведь в соответствии с § 14 вероятность распада тяжелого электрона с импульсом р 
составляет на 1 см µ 

рт' 

причем т означает время жизни тяжелой частицы в сопутствующей системе отсчета. 

При распаде проникающей частицы с импульсом р образуется электрон, импульс 
которого в направлении движения составляет в среднем р/2 (§ 14). Этот электрон 
со своей стороны производит каскад, содержащий еще через один слой толщиной l 
следующее число электронов с импульсом выше р' > Е; 

z (z, Р;,2 ), 
при этом число z означает функцию умножения (§ 10, 11), l - толщину слоя, 
измеряемую в соответствии с таблицей 2, в которой приведены характерные для 
каждого материала единицы расстояния Хо и энергии Е;. 

Итак, в равновесии с проникающим спектром F,(T,p) возникает электронный 
спектр (для р' е > Е;) 

00 00 

F (Т ') = / d -дF,(Т,р) / dl (z р/2 ) Хо µе +А 
2 ,р р д z ' , ' . р р те р 

р=2р' 1=0 

или в соответствии с соотношением ( 17) 

, µе 3 Хо , 
F2(T, р) = -

2 / -
4 

-F,(T, 2р) +А. 
р те 

(57) 

Теперь мы обсудим сначала полную интенсивность, а потом спектральное 
распределение электронов распада F2(T,p'). ~ 

Полное число электронов согласно таблице (14а) составит примерно ЗF2(Т,Е;/е). 
Относительная полная интенсивность, т. е. отношение числа электронов к числу 

проникающих частиц, тогда в соответствии с формулами (56) и (57) примет вид 

ЗF2(Т, Е;/е) 9 Хо µс2 1 µе2 
Н"' "'----+--

- F,(T,O) - 4 те 2Е; 2 ат· 
(58) 

Формула (58) после учета спектра ионизационных электронов(§ 12) правильно 
воспроизводит эмпирическое отношение мягкого излучения к жесткому на уровне 

моря (Хо= 275 м), 
1 

Н= -, 
3 

если мы для времени распада тяжелых электронов т будет принимать значение 158) 

т = 2. 10-6 с. (59) 

Таким образом, это значение времени распада тяжелых электронов, полученное 
из интенсивности мягкой компоненты в нижней атмосфере, приблизительно 
согласуется со значением (55), найденным Эмертом из измерений поглощения. 

158) Euler Н. Naturwiss., 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
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Радиационная длина Хо в формуле (58) выражает упоминавшуюся выше за
висимость интенсивности электронов распада от удельного объема равновесного 

материала. По формуле (58) с увеличением высоты над уровнем Земли отно
шение мягкого излучения распада к жесткому излучению возрастает обратно 

пропорционально давлению воздуха, что, по-видимому, согласуется с измерениями, 

представленными на рис. 10 и 15. Этот рост продолжается до наблюдавшегося Реrе
нером и его учениками горба полной интенсивности вертикальных совпадений при 

30 мм рт. ст. (рис. 11, 15), который мог бы означать повышение роли спонтанного 
распада в соответствии с формулой (48). 

Под водой (Хо = 34 см) или в других аналогичных слоях плотного вещества 
число электронов распада сокращается до небольшого второго члена в формуле (58); 
следовательно, здесь преобладают также электроны, умноженные в ионизационных 

ливнях Баба(§ 12), и, возможно, электроны, возникающие в ядерных процессах. 

Форма дифференциального спектра электронов распада li,Fs(T, р), т. е. число 
электронов распада в интервале энергии dp, показана на рис.16 для уровня моря 
в предположении, что постоянная распада составляет т = 2 · io-6 с 159>. Этот спектр 
при высоких энергиях спадает по степенному закону с показателем, примерно на 1 
меньшим, чем в случае спектра проникающих частиц. 

Отношение этих двух спектров в зависимости от импульса можно сравнивать 

с опытом, потому что средние потери энергии частиц различных масс определяются 

их импульсом р. Ведь тяжелые частицы в тонком слое теряют энергию в общем лишь 

незначительно, вследствие одной только ионизации, электроны же испытывают 

полные радиационные потери (7), относительная величина которых не зависит 
от энергии: 1, 72 на 1 см РЬ. Поэтому относительные потери энергии в тонких слоях, 
усредненные по всем видам частиц, на 1 см РЬ определяются по формуле 

l 
72 

aF2(p) 
, ар 

(60) aF2(p) дF.(р) . 
--+--
ар ар 

Полученное теоретическое значение относительных потерь энергии на 1 см РЬ 
представлено на рис. 3 в зависимости от импульса. Мы видим, что оно согласуется 
с измерениями Блэккета 160>. 

Хотя в тонких слоях относительные потери энергии тяжелых электронов на ио

низацию очень малы, в толстых слоях они становятся уже большими. Например, 

в 2 см золота должны задерживаться не только обычные электроны, но и все тяжелые 
электроны с импульсом ниже определенной величины, составляющей по форму

ле (11) ре= 1,3 · 108 эВ. Эта величина может несколько повыситься из-за рассеяния 
и ядерных процессов. В измерениях Блэккета 161

) через золотую пластину толщиной 
2 см прошли все частицы с импульсом больше ре= 2,4 · 108 эВ, но в пластине бьши 
задержаны все частицы с импульсом меньше ре = 1,65 · 108 эВ. Таким образом, 
эти результаты, которые вначале как будто указывали на наличие индуцированного 
распада, качественно могут быть объединены с теорией спонтанного распада. 

159) Euler Н. Natшwiss., 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. lm Erscheinen 1938. 
160> В/ackett Р. М. S. Proc. Roy. Soc. Lond., 1938, 165, 11. 
161) IЬid. 
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v 
ОБСУЖДЕНИЕ ВТОРИЧНЫХ ПРОЦЕССОВ 

§22 
Обаор 

Основываясь на спектрах, рассмотренных в предыдущих параграфах, мы должны 

ожидать, что будут происходить следующие процессы. 

Во-первых, мягкая компонента будет образовывать каскадные ливни (§ 10, 11). 
Эти каскады развиваются в слоях толщиной 1-5 см РЬ (рис.8), в зависимости 
от того, содержат они несколько частиц или несколько тысяч. В тяжелом материале 
ливни будут выражены сильнее, чем в легком (§ 11 'У). Значения энергии Ej и длины 
пробега l = 1, характерные для образования каскада в различных материалах, 
приведены в таблице 2. 

Во-вторых, проникающая компонента в толстых слоях будет сопровождаться 
ионизационными ливнями(§ 12). Число малых ионизационных ливней (N ~ в РЬ 
N ~ 5 в Al) должно быть почти независимым от материала; напротив, частота 
больших ионизационных ливней в легких материалах должна быть меньше, чем 

в тяжелых 162). Ведь, интегрируя указанную Баба частоту больших ионизационных 
ливней (31) по спектру проникающего излучения (45), мы получим для относи-

оо 

тельного числа q(N) = ~ J Q(N, Е) - д~1:) dE ливней с числом частиц больше N 
о 

на каждую проникающую частицу 

0,03 ат 
q"'-- для N~ 8Е·' - N 

J 
(61) 

~ О,03 ( ~ )r ат 

q N 8NEj 
для N> 8Ei. 

Имеем аТ ~ 2 · 109 эВ на уровне моря, 'У = 1 - 2 в соответствии с формулой (50). 
В-третьих, мы будем ожидать, что космические лучи производят ливни взрыв

ного типа (§ 15). Если даже эффективные сечения образования взрывов не очень 
различаются для разных частиц, на уровне моря все :же будут наблюдаться преиму
щественно те взрывы, которые производятся проникающей компонентой, так как 

мягкая компонента может участвовать только в более редких взрывах из-за сильного 
поглощения ее в большей части в значительно более интенсивных радиационных 
процессах. 

Поскольку взрыв происходит уже на одном отдельном атомном ядре, частота 

взрывов в тонких слоях будет линейно возрастать с толщиной независимо от ве
личины ливня, в противоположность каскадам, которые вследствие участия в их 

образовании многих атомных ядер требуют для своего развития тем большего пути, 
чем больше ливень (27). При более толстых слоях интенсивность взрывов будет лишь 
медленно убывать с толщиной слоя в соответствии с поглощением возбуЖДающей 
проникающей компоненты, в то время как интенсивность каскадов очень быстро 

спадает до нуля (рис. 8). Это «насыщение» взрывных процессов наступит при такой 
толщине слоя, которая отвечает длине пробега частиц, образуемых при взрыве (§ 15). 
Наконец, к ливням, которые образуются на ядре, часто присоединяются ядерные 

процессы. 

162) См. BhaЬha Н. J. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 164, 257. 
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§23 

Малые ливни 163> 

А. Прямое решение вопроса о том, происходят ли в действительности обсу

ждаемые здесь процессы ливнеобразования, в последние годы стало возможным 
благодаря съемкам в камере Вильсона, при которых лучи пронизывали много 

поглощающих пластин 164>. 
Рис. 17, который был любезно предоставлен нам Фасселлом 165>, показывает 

типичную картину каскада: упомянутый выше проникающий луч увеличивает число 

своих ионизирующих частиц в четыре раза на первой пластине толщиной 6 мм 
и увеличивает его еще в четыре раза на второй пластине той же толщины. Эти 16 
лучей затем лишь немного рассеиваются на третьем тонком слое толщиной 0,7 мм. 
Такое пошаговое умножение числа лучей соответствует каскадной теории, если мы 

припишем первичному лучу энергию около 2 · 109 эВ (рис. 7). 

Рис. 17. Каскадный ливень на снимке 
Фасселла 166

). Толщина пластин сверху 
вниз: 6,3 мм РЬ, 6,3 мм РЬ, 0,7 мм РЬ 

Рис. 18. Взрывной ливень на снимке Фас
селла 167

). Поглотитель тот же, что на рис. 17 

Следующий снимок Фасселла (рис. 18) показывает типичный взрыв. Взрывной 
характер следует здесь из того факта, что возбуждающий луч пронизывает первую 
свинцовую пластину (толщиной 6 мм) без взаимодействий и только во второй 

163) См. Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42.; Miehlnicke/ Е. Ор. cit.; Geiger Н. Zs. Phys., 1937, 38, 936. 
164) Fusse/l L. Phys. Rev., 1936, 51, 1005. 
165) Мы хотели бы сердечно поблаrодарить Фасселла за любезное предоставление снимков 17, 18, J8a 
и за разрешение их опубликовать. 
166) Снимок ранее не публиковался. См. Fussell L. Ор. cit. 
167) Снимок ранее не публиковался. См. Fussell L. Ор. cit. 
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пластине (6 мм) производит целый ливень. Взрывной характер подтверждается 
далее тем обстоятельством, что ливень содержит некоторые сильно ионизирующие 

следы. Эти сильно ионизирующие частицы могут быть или протонами, которые 
выбрась~ваются из ядра при его испарении, вызванном на поверхности вторичными 

частицами ливня, или же они могут быть медленными тяжелыми электронами, 
образующимися непосредственно во взрывном ливне. На вопрос о том, весь ли 
ливень состоит из тяжелых электронов, рис. 18 ответить не может. Для ответа 

Рис. 18. а. Взрывной ливень на снимке Фасселла 168
). Толщина свинцовых пластин сверху 

вниз: 0,7 мм, 6,3 мм, 6,3 мм. Следы траекторий были подретушированы Фасселлом, чтобы 
сделать их более отчетливыми 

---·-----· 
168) Снимок ранее не публиковался. См. Fusse/I L. Ор. cit. 
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на этот вопрос мы должны ждать дальнейших снимков, на которых все ливневые 

частицы пройдут еще через одну пластину толщиной несколько миллиметров 

свинца. При этом будет видно, производят ли ливневые частицы новые каскады 
как электроны, или же они проходят через поглотитель без взаимодействий, как 

это следует ожидать для тяжелых электронов. 

В пользу последнего предположения говорит снимок Фасселла (18. а). Ливень 
на рис. 18. а снова должен быть взрывом, потому что он содержит несколько 
сильно ионизирующих следов и потому что он возникает в свинцовой пласти -
не толщиной всего 0,7 мм, в которой образование каскадов в высшей степени 
невероятно. Однако ливневые частицы, по-видимому, в большинстве представля

ют собой тяжелые электроны, потому что большая часть их может проникать 
через следующие пластины толщиной 6 мм, из которых только в одной образует
ся каскад. 

Среди 900 снимков каскадного типа (рис. 17) Фасселл 169
) нашел три снимка 

типа взрыва (рис.18). Трампи 170> также установил преобладание каскадов. Это 
показывает, что большая часть меньших ливней из РЬ образована каскадами; это 
понятно, принимая во внимание, что каждый электрон и световой квант вызывает 

каскад в слое свинца толщиной несколько миллиметров, а проникающие частицы 

производят взрывы лишь с очень малой вероятностью. 

Б. Статистическое изучение меньших ливней возможно на основе совпадений 

Росси 171
), наблюдаемых на установке из большого количества расположенных 

в треугольнике счетчиков, которые регистрируют совпадения при попадании в них 

лучей из одного ливня. Частота совпадений Росси в зависимости от толщины 
ливнеобразующего слоя показана на рис. 19 по измерениям Моргана и Нильсона 
в РЬ и Fe 172>. Она сначала возрастает до максимума при 1,5 см РЬ ( l = 4) или 4,5 см 
Fe (l = 3), а потом снижается до некоторого уровня, очень слабо изменяющегося 
при дальнейшем увеличении толщины слоя. 

Теперь мы покажем, что совпадения Росси получаются в максимуме каскадов 

и что при более толстых слоях они вызываются главным образом ионизационными 
ливнями Баба и, по всей вероятности, только в очень малой части образуются 

lf процессах, родственных взрывам. 

Экспериментальное отделение чистых каскадных ливней от ливней, содержа

щих сильные проникающие вторичные частицы, бьmо проведено Швеглером 173>. 
Швеглер сравнил число обычных совпадений Росси (верхняя кривая на рис. 20) 
с сокращенным числом совпадений Росси, которое он получал, вставляя между 

счетчиками пластину из свинца толщиной 10 см (нижняя кривая на рис. 20). 
При этом оказалось, что все совпадения под толстыми слоями сохраняют

ся и при наличии свинцовой пластины 10 см толщиной. Поскольку зависи
мость совпадений при наличии 10-сантиметровой пластины из свинца от тол

щины возбуждающего слоя (рис. 20) получается по характеру такой же, как 
для ионизационных ливней Баба, мы будем приписывать преобладающую часть 
совпадений Росси под толстыми слоями ионизационным ливням, образуе
мым проникающим излучением. Правда, как показывают новейшие измере-

169) Fussel/ L. Ор. cit. 
170> Trumpy. Norske Vidensk. Selsk., 1938, 37, 137. 
171 > Rossi В. Zs. Phys., 1933, 82, 151; 1932, 33, 304; ер. Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42; 
Miehlnickel Е. Ор. cit. 
172

) Morgan J. Е., Nie/sen W. М. Phys. Rev., 1937, 52, 564. 
173

) Schweg/er А. Zs. Phys., 1935, 96, 62. 
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ния Шмайсера и Боте 174
), которые будут обсуждаться в § 24, некоторую часть 

совпадений Росси под более толстыми слоями мы должны отнести к дру
гим процессам. 

35 
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Рис. 19. Совпадения Росси 
по Моргану и Нилъсену 175>. 
Абсцисса: толщина возбуж
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~ 

г 
о 10 
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х-
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Рис. 20. Эмпирическое отделение каскадных 
ливней от ливней других типов по Швеrлеру 176>. 
Абсцисса: толщина слоя свинца на счетчиках. 

Ордината: частота совпадений Росси. Верхняя 
кривая: без свинцового поглотителя Q; нижняя 
кривая: с поглотителем из свинца Q толщи
ной lO см между счетчиками. Заштрихована 
доля каскадных ливней 

Разность между измерениями Швеглера в отсутствие свинцовой пластины и при 
ее наличии (заштрихованная область на рис. 20), т. е. преобладающая часть совпа
дений в слоях толщиной меньше 5 см РЬ, по своей форме соответствует каскадным 
ливням (рис. 8), что приобретает высокую степень достоверности по следующим 
причинам. 

а) Зависимость от массы отклоняется от пропорциональности в соответствии 
с таблицей 2. Это обстоятельство еще до каскадной теории бьщо подчеркнуто 
Гейгером и Фюнфером в качестве довода в пользу возникновения этих линий 

в результате тормозного излучения и образования пар 177
). 

б) Ливни из свинца больше, чем линии из алюминия, как показывают иссле-

дования Гейгера 178
) с большим числом счетчиков. Это может быть понято с точки 

зрения каскадной теории, так как умножение происходит в свинце при энергиях 

ниже 107 эВ, тогда как в алюминии оно прекращается уже при 6 · 107 эВ из-за 
ионизации (таблица 2). 

в) По той же причине становится понятным результат измерений поглощения 

Ху Чиен Шаном 179), показывающих, что ливневые частицы А1 обладают более 
высокой энергией, чем из свинца. 

174> Schmeisser К., Bothe W. Naturwiss., 1937, 25, 833; Schmeisser К. Ann. Phys., 1938, 32, 161. 
175) Morgan J. Е., Nielsen W. М. Phys. Rev., 1937, 52, 564. 
176) Schwegler А. Zs. Phys., 1935, 96, 62. 
177> Geiger Н., Fiinfer Е. Ор. cit.; Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42. 
178) Geiger Н. Zs. Phys., 1937, 38, 936. 
179> Ни Chien Shan. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 95. 
38 Зак. 6 
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Определить количественно на опыте легко вычисляемую теоретически частоту 
ливней H(N, l) с числом частиц более чем N = 2, 3, 4 ... в зависимости от толщины 
слоя l (рис. 8, § 111) для малых величин ливней N < 1 О сегодня еще невозможно. 
Пока количественно могут быть определены следующие величины. 

Частота п-кратных совпадений в различных установках. Из нее можно опре

делить «Вероятность срабатывания» 180
) счетчика в установке некоторой заданной 

конфигурации, т. е. относительное число случаев, в которых этот счетчик сраба

тывает одновременно с группой других счетчиков. Зная вероятность срабатывания 

и частоту совпадений, можно делать выводы о средней величине ливней и о ча

стоте среднего ливня, величина которого изменяется с толщиной слоя. Арли 181
) 

рассмотрел опыты с совпадениями в предположении, что частота двукратных совпа

дений равна частоте ливней, содержащих более двух частиц. Он получил в общем 
и целом согласие с каскадной теорией, аналогичное показанному на рис. 20. Более 
точное рассмотрение стало возможным на основе введенного Гейгером понятия 

вероятности. 

200 ----------

100 

о 5 10 
смРЬ 

Рис. 21. Измерения совпадений Оже, Ле
принс-Риге и Эренфеста 182>на перевале Юнг
фрау. Абсцисса: толщина поглотителя. Ор
дината: число совпадений. Нижняя кривая 
дает совпадения, при которых поглотитель 

был помещен между счетчиками, так что 
могли действовать только заряженные ча

стицы. При снятии верхней кривой слой 
поглотителя бьm расположен над счетчика

ми, так что и световые кванты с энергией 
выше Ej ~ 107 эВ превращались в элек
троны и давали совпадения (см. рис. 9). 
- - - - экстраполированная доля жесткой 
компоненты 

Штулингер 183
) измерил пропорцио

нальным счетчиком распределение лив
ней, т. е. относительное число H(N, l) 
ливней более, чем из 1, 2, ... N частиц 
в слое толщиной 1,5 см РЬ (l = 4). 
Его результаты для 1 < N < 100 мож
но представить приближенной форму
лой H(N, 4) = const/N. Правда, их 
еще нельзя сравнивать прямо с теори

ей § 117, 19, поскольку мы не зна
ем геометрические условия, определя

ющие угол расхождения лучей. Теоре
тическое распределение ливней Hm(N), 
которое должно существовать при сред

нем угле расхождения в равновесном 

слое lm ~ 3 lgN + 2,7 (§ 111), показа
но на рис. 24, который подробнее будет 
рассмотрен в следующих параграфах. 

Число световых квантов, способных 
образовать ливни, т. е. число световых 

квантов с энергией выше границы ио

низации Ej (таблица 2), содержащихся 
в мягком излучении, согласно каскад

ной теории будет таким же, как чи
сло электронов. Это находится в со

гласии с измерениями Оже, Лепринс

Риге и Эренфеста 184
) (рис. 21), в соот

ветствии с которыми кривая поглощения 

для прямолинейных совпадений мягких 

180> Geiger Н. Zs. Phys., 1937, 38, 936; Geiger Н., Zei/ler О. Zs. Phys., 1935, 97, 300. 
181 ) Arley N. Ор. cit. 
182) Auger Р, Leprince-Riguet L., Ehrenfest Р Ор. cit. 
183

) Stuhlinger Е. Ор. cit. 
184) Auger Р., Leprince-Riguet L., Ehrenfest Р. Ор. cit. 

________ , _______ --
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лучей повышается на порядок своей собственной величины, когда поглотитель 

перемещается из положения между счетчиками в положение над счетчиками, в ко

тором он превращает в электроны все световые кванты с энергией больше Ej. 
Напротив, согласно теории излучения число световых квантов с энергией ни
же границы ионизации должно быть значительно больше, чем число электронов 

такой же энергии. Ибо электроны с энергией Е < Ej тормозятся вследствие ио
низации; световые же кванты теряют энергию при значительно меньших энергиях 

порядка 106 эВ вследствие фотоэффекта и эффекта Комптона. Таким образом, 
в то время как дифференциальный спектр электронов 8F(Е)/дЕ мягкой компо
ненты (рис.16) (или вторичных лучей ливня) ниже границы ионизации Ej почти 
не зависит от энергии, соответствующий спектр световых квантов при малых энер

гиях k < Ej будет сначала еще возрастать как dk/k (§ 7). Следовательно, частицы 
в ливне будут сопровождаться большим количеством световых квантов низкой 

энергии, которое может во много раз превосходить число электронов. Согласно 

измерениям совпадений Гейгера и Цейлера 185
) это число световых электронов при

мерно в 50 раз больше числа электронов. Эффекты отражения лучей, измеренные 
Гейгером и его сотрудниками 186

), были объяснены этими авторами также действием 
световых квантов низкой энергии. 

§24 
Большие лив11и 187> 

А. Информацию о больших ливнях мы можем получить, рассматривая толчки 
Гофмана, т. е. внезапное образование большого количества ионов, которые на
блюдаются в ионизационной камере и которые имеют вид пучков из 10-1 ООО 
слабо ионизирующих частиц, 

иногда наблюдавшихся ранее 

также на снимках в камере 

Вильсона (рис. 22). Правда, не
точность при расчете размера 

толчков N по ионизации и ча
стоты ливней по снимкам их 

в камере Вильсона пока еще 

довольно велика; однако эти 

расчеты, в которых величина 

и частота ливней определяет

ся с точностью до множите

ля, равного 2 или 3, в преде
лах ошибок все-таки позволя

ют делать некоторые утвержде

ния о статистике больших лив
ней. Используемые здесь ре
зультаты пересчета эмпириче

ских величин в соответству

ющие теоретические сведены 

в следующую таблицу. 

Рис. 22. Снимок ливня взрывного типа приблизительно 
более чем из 300 ча'стиц с полной энергией более чем 
1,5 · 109 эВ по Андерсону и Неддермейеру 188) 

185) Geiger Н., Zeiller О. Zs. Phys., 1938, 108, 212. 
186) См. Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42. 
187) См. Miehlnickel Е. Ор. cit.; Steinke Е. G. Ор. cit. 
188) Anderson С. D., Neddenneyer S. Н. Phys. Rev., 1936, 50, 263. 
38* 
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Таблица 8 

Автор 
Эффективная Число частиц 

площадь, см2 на 106 пар ионов 

Бёгrильд 700 40 
Ни 1600 50 
Мессершмидт 500 20 
Янг и Стрит 50 -
Кармайкл 2000 -

При этом предполагалось, что ионизация составляет 70 пар ионов на 1 см, 
а эффективная площадь защитного панциря приравнивалась во всех случаях 
поперечному сечению камеры. 

20смFе 

На рис. 23 изображена полу

ченная Ни 189) кривая возбуждения 
для толчков в различных матери-

~~~~!.... ___ _;з10о~с~м!]Fе алах с числом частиц более 200, 
т. е. частота толчков с числом ча

стиц больше N = 200 в зависимо
сти от толщины панциря. Кривая 

по своему виду аналогична соот

ветствующей кривой для меньших 

ливней, регистрируемых в совпаде

ниях Росси (рис. 19, 20); с вели
чиной толчков N ее форма почти 

не изменяется 190
). Далее мы пока

жем, что на рис. 22 заштрихован
ная область должна быть отнесена 
к доле толЧков в максимуме кри
вой каскадов и что остальные толч

ки и, значит, прежде всего толчки 

о 100 150 200 

20смРЬ 

250 
2 

г/см 

Рис. 23. Кривые возбуждения толчков по Ни. 
Абсцисса: толщина возбуждающего слоя в r / см2 • 
Ордината: частота толчков более чем из N = 200 
частиц. {> - измерения Ни в РЬ, Fe, А!. Заштри
ховано: теоретическая доля каскадных ливней 

по рис. 8, § 11. о о о - некаскадная часть, полу-
ченная вычитанием кривых 

под более толстыми и под более 

тонкими слоями, образованы взрывами, если только прежние измерения под

тверждаются теперь в более чистых условиях 191). Разделение двух видов толчков 
на рис. 22 бьmо произведено так, что теоретическая частота больших каска
дов (рис. 8; § 111) была отложена от каждой измеренной точки вниз, причем 
неопределенный общий множитель, показывающий интенсивность, бьш вьiбран 
соответствующим образом. 

За каскадную природу толчков в максимуме кривой возбуждения (заштрихован
ные области на рис. 23) говорят следующие доводы: 

а) Положение максимумов lm воспроизводится каскадной теорией примерно 
правильно, как показывает следующая таблица. 

189) Nie Н. Zs. Phys" 1936, 99, 453; 1936, 79, 776. 
190> Messerschmidt W. Zs. Phys" 1936, 103, 27; Carmichael Н. Proc. Roy. Soc. Lond" 1936, 154, 223; 
Bбggild J. К. Diss. Kopenhagen, 1937; Уоцпg R. Т., Street J. С. Phys. Rev" 1934, 46, 823; Уоцпg R. Т. jr. Phys. 
Rev" 1937, 52, 559. 
191

) Eцler Н. Naturwiss" 1938, 26, 382; Ец/еr Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
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Тhблица 9 
Положение максимума кривой возбуждения толчков 

Величина толчков N= 10 20 30 40 80 200 300 400 

Янг и Стрит 192)РЬ lm = 4±2 5±2 5,5 ±2 

Бёггильд 193)Fe lm = 3 ± 1,5 4±1,5 5 ± 1,5 
Ни194)рь lm = 7,5 ±4 9±4 10±4 
Ни 195)рь lm = 8±2 9±2 10 ± 2 

Теория (§ 11-у) 
2,7+ 3 lgN N= 5,7 6,6 7,2 7,5 8,5 9,6 10,2 10,5 

Расхождение между теорией и экспериментом больше для измерений Бёггильда, 
как и следовало ожидать, учитывая неточности в пересчетных множителях (таб
лица 8). 

б) Ширина максимумов, которая может быть проверена прежде всего в вы

полненных Янгом и Стритом 196
) измерениях толчков, воспроизводится правильно. 

В частности, для Fe она воспроизводится правильно в том случае, если теоретически 
предсказываемую долю толчков, незначительную по сравнению с долей для свинца, 

мы будем приписывать каскадам (рис. 23). 
в) Отношение· интенсивностей в максимумах кривой возбуждения толчков вос

производится, по-видимому, правильно электронным спектром, предсказываемым 

теоретически в соответствии с § 21 и 19. 
Это следует, в частности, из рис. 24, на котором изображены эксперимен

тальные значения частоты каскадных толчков Hm(N) в максимуме кривой воз
буждения для РЬ (§ 11-у), т. е. в максимуме заштрихованных площадей на рис. 23, 
как функции величины толчка N. В соответствии с формулой (15) эта функ
ция должна давать прямо долю спектра электронов, производящих толчки, так 

как в рассматриваемом случае частота толчков с числом частиц больше N 
равна частоте попадания на слой свинца для электронов с энергией больше 
Е = (8N) 1•

07 Ej эВ. Соответственно, шкала энергии приведена на рис. 24 рядом 
со шкалой числа частиц. 

На рисунке мы видим, что участки кривой, на которых представлены получен

ные при измерениях в различных ионизационных камерах величины ливней 197
), 

можно объединить в одну кривую, изображающую спектр электронов, падающих 

на поверхность Земли, если только будут точно известны абсолютные значения 
частоты толчков. Этот эмпирический спектр электронов, по-видимому, не очень 
сильно отличается от теоретического спектра электронов, рассмотренного в § 21 
и 19. Теоретический спектр содержит две части: во-первых, спектр электронов 
распада (§ 21), который преобладает при низких энергиях и который обозначен 
на рис. 24 крестиками; во-вторых, спектр каскадных электронов (§ 19), который 
на уровне моря становится заметным только при высоких энергиях и который 

192) Young R. Т., Street J. С. Ор. cit.; Young R. Т. jr. Ор. cit. 
193) Bбggild J. К. Ор. cit. 
194) Nie Н. Zs. Phys" 1936, 99, 453. 
195) IЬid. 
196) Young R. Т., Street J. С. Ор. cit. 
197) Young R. Т. jr. Ор. cit.; Messerschmidt W Ор. cit.; Carmichae/ Н. Ор. cit.; Bamothy J" Forre М. Zs. Phys., 
1937, 104, 744; Nie Н. Zs. Phys" 1936, 99, 453; 1936, 79, 776. 
37 Зак. 6 
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N
______ 10 20 30 50 100 200 

8 
10 

9 10 
10 Е- 10 

1011 эВ 

Рис. 24. Спектр и частота каскадов. Абсцисса: импульс р частиц в эВ (масштаб лога
рифмический). Ордината: число частиц F с импульсом больше р в мин/см2 на уровне 
моря (масштаб логарифмический). о о о - F1 : каскадные электроны(§ 19, 'У= 1,85). - - - -
F.: проникающие электроны (§20). +++ - F2 : электроны распада (§21). Поскольку ка
ждый электрон с энергией Е производит в свинце ливень, величина которого в максимуме 

( 
1 ( Е )0,93 кривой возбуждения lm § 11 /) определяется формулой N = 8 107 эв , рисунок можно 

истолковать также следующим образом. Абсцисса: величина каскадных ливней N. Ордината: 
частота Нт каскадных ливней более чем из N частиц в максимуме кривой возбуждения 

для свинца в мин/ см2 • Сплошные части кривых изображают экспериментальные данные 
для толчков, взятые из работ: YS - Янг и Стрит, В - Бёггильд, М - Мессершмидт, 
N - Ни, С - Кармайкл. + - экспериментальные погрешности абсолютной частоты 
и величины толчков 

обозначен на рис. 24 кружками. Однако для окончательного разделения этих спек
тров мы должны подождать до тех пор, пока будуг получены более точные кривые 

абсолютных значений частоты каскадных ливней. 

r) Сильная эмпирическая высотная зависимость толчков Гофмана в максимуме 
кривой возбуждения для свинца 198) может быть объяснена с помощью спектров 
электронов, возбуждающих каскады, в то время как незначительная высотная 

зависимость толчков в толстых слоях 199) указывает на возбуждение этих толчков 
проникающей компонентой. 

Прирост частоты толчков в максимуме толщины("-' 2 - 4 см РЬ) при разности 
высот от 76 до 45 см рт. ст. приведен в таблице 10. 

Таблица 10 

Вудворд 200> Янг и Стрит 201 > Монтгомери 202) 

Величина толчков N < 10 10 20 30 40 
Коэффициент крутизны 8,5 10 17 22 26 

Этот прирост, тем больший, чем больше толчки, объясняется взаимным 

влиянием электронных спектров § 21 и 19. Ибо при малых энергиях и, стало 

198) Young R. Т., Streef J. С. Ор. cit.; Montgomery С. G., Montgomery С. С. Phys. Rev., 1935, 48, 786; Swann. 
Phys. Rev., 1935, 47, 811. 
199) Уоипg R. Т., Street /.С. Phys. Rev., 1934, 46, 823; см. Miehlnickel Е. Ор. cit. 
2оо) Street /.С., Woodward R. Н., Stevenson Е. С. Ор. cit. 
2011 Young R. Т. jr. Ор. cit.; Young R. Т., Street /.С. Ор. cit. 
202) Montgomery С. G., Montgomery С. С. Phys. Rev., 1935, 48, 786. 
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быть, при малых каскадных толчках на уровне моря преобладает спектр электронов 

распада (+++на рис. 24), медленно нарастающий с высотой (21). При больших же 
энергиях, а следовательно, и при больших каскадных толчках преобладает каскадный 

спектр (о о о на рис. 24), возрастающий с высотой очень быстро (формула (41), § 19). 

Таблица 11 

Коэффициент возрастания при 

указанной разности высот (l = 12) 20 40 63 

Для постоянной спада(§ 19) / = 1,5 1,7 1,9 

Конечно, на большой высоте над поверхностью Земли каскадный спектр 
скоро начинает преобладать при всех энергиях. Дальнейшие измерения высотной 

зависимости больших толчков Гофмана могут установить более точно форму 
этого спектра электронов, которая была определена в § 19 и 20 лишь косвенно 
и приближенно (-у= 1,8-1,9). 

Высотная зависимость каскадных толчков Гофмана (таблица 10) дает еще один 
независимый довод в пользу образования наблюдаемых на уровне моря элек

тронов из проникающей компоненты. Ведь если мы захотим построить спектр 
электронов космического пространства, который потом преобразуется в атмосфе
ре в каскадных ливнях, а в нижней атмосфере производит каскадные толчки 

Гофмана, то нам пришлось бы приписывать этому спектру более сильную сте

пень спада при высоких энергиях, чем при низких энергиях, для того, чтобы 

число больших каскадных толчков возрастало с высотой сильнее, чем число ма

лых толчков (§ 19). Если же мы хотим построить спектр таким образом, чтобы 
он давал число электронов и в верхней, и в нижней атмосфере, то нам при

шлось бы приписывать ему более слабое спадание при высоких энергиях, чем 

при низких 203> (§ 19). Однако оба эти условия не могут быть удовлетворены од
новременно, т. е. мягкое излучение в нижней атмосфере должно образовываться 
из проникающей компоненты. 

Изменение интенсивности толчков с высотой соответствует ее изменению 

с глубиной. В подвале, по Бёггильду 204>, резкий каскадный максимум приглушается 
больше, чем интенсивность при больших толщинах слоя. По Вейшеделю 205>, 
в Боденском озере частота толчков, которую можно относить к толстым слоям, 

спадает с глубиной аналогично проникающей компоненте. Соответствующие опыты 

проводились также с совпадениями Росси 206>, так что мы можем предполагать, что 
максимумы кривой возбуждения и для толчков, и для совпадений Росси обусловлены 
мягкой компонентой. Тем самым теория излучения (§ 7) подтверждается вплоть 
до энергии 1011 эВ. 

Б. Итак, если одна часть толчков в максимуме кривой возбуждения имеет вс1.:: 

свойства, характерные для каскадов, то вторая часть, относящаяся к толстым слоям. 

должна быть приписана другим причинам. 

д) За это говорит, во-первых, то обстоятельство, что по каскадной теории 
частота толчков в толстых слоях быстро убывает до нуля (рис. 8), в то время 

203> Heit/er W. Proc. Roy. Soc. Lond., 1937, 161, 261; Nordheim L. W. Phys. Rev., 1937, 51, 1110. 
204> Bбggild J. К. Ор. cit. 
205

) Weischedel F. Zs. Phys., 1935, 36, 796. 
206> См. Auger Р. Zuricher Vortrag in der Sammlung "Kemphysik". Berlin: Julius Springer, 1936. 
37* 
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как в действительности толчки в толстых слоях происходят с некоторой конечной 

частотой, которая для средних толчков в свинце составляет половину максималь

ной (рис. 23). 
е) Однако самый сильный аргумент в пользу не каскадной природы большей 

части толчков дает нам зависимость от материала: в противоположность предсказа

ниям каскадной теории, согласно которым частоты соответствуIQщих толчков для 

РЬ : Fe : А1 должны относиться как 1 : 3-2 
: 6-2 (§ lI 'У, 'У ~ 2), на самом деле интен

сивность толчков под толстыми слоями больше, наоборот, в легких, чем в тяжелых 
материалах (рис. 23). Следовательно, если мы допустим, что в максимуме кривой 
возбуждения для свинца 50 % всех толчков относится к каскадам, то в максимуме 
для железа мы сможем объяснить каскадными процессами только 6 % толчков, 
а в максимуме для алюминия - лишь около 1,5 %. Поэтому толчки в более толстых 
и более тонких слоях и, прежде всего, в преобладающей части толчков в легких 
материалах должны иметь другое происхождение. Только что рассмотренная зави
симость толчков Гофмана от материала исключает также возможность объяснения 
толчков в толстых слоях ионизационными ливнями Баба. Ведь большие иониза
ционные ливни в тяжелом материале должны происходить чаще, чем в легком, 

примерно в отношении атомных номеров (61), тогда как в действительности толчки 
ведут себя скорее в обратном отношении (рис. 23). 

ж) Для решения вопроса о природе некаскадных толчков можно исходить 
из процессов в тонких слоях. На рис. 25 приведt:ны эмпирические значения частоты 
толчков более чем из N частиц за минуту и килограмм в зависимости от величины 
толчка N в тонких слоях. Тот факт, что для слоев различной толщины эмпирические 
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Рис. 25. Распределение толчков в тонких слоях. Абсцисса: величина толчков N (масштаб 
логарифмический). Ордината: частота толчков более чем из N частиц в мин· кг (масштаб 
логарифмический). --- - по каскадной теории (§ 117 для 7 = 1,5, общий множитель 
произвольный). -- - измерения: М - Мессершмидт, N - Ни, В - Бёгrильд. + -
пределы неточности при сравнении измерений М, N, В 

кривые почти совпадают, означает, что здесь частота толчков возрастает с толщиной 

слоя почти линейно; в полную противоположность этому мы должны бьmи бы 

ожидать, что частота толчков зависит от толщины слоя значительно сильнее, 

если бы в тонких слоях легких материалов толчки были бы каскадными ливнями1 как показано пунктирными линиями на риl:. 25; например, число толчков на l см 
в мин в 30 см Al в соответствии с каскадной теорией должно было бы более 
чем в 105 раз превышать их число в 10 см Al. В действительности же число 
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толчков примерно из 200 частиц в 30 см А1 на 1 см2 в мин, согласно Ни 207J, 
больше, чем в 9 см Al, только в 3-4 раза. Если к тому же будут подтверждены 
измерения частоты толчков в тонких слоях в более чистых условиях, исключающих 
влияние стен помещения, то мы должнь1 будем сделать вывод, что некаскадные 
толчки возникают в процессах типа взрыва, так как только при образовании 

толчков на одном ядре можно объяснить линейный рост частоты их появления при 
увеличении толщины слоя. 

Вопрос о том, будут ли вторичные частицы, возникающие при взрывах, лег

кими или тяжелыми электронами, может быть решен в опытах с толчками. Хотя 
на этот вопрос сегодня мы не получили еще ясного ответа, проделанные до сих 

пор опыты указывают, по-видимому, скорее на образование тяжелых электронов, 
нежели на преимущественное возникновение легких электронов. Решение вопроса 

может быть получено в опытах с совпадениями толчков. Согласно Ни 208
), число 

толчков более чем из 100 частиц в 10 см Fe, которые проходят сразу через две 
камеры, убывает на 1/5, если между камерами находится слой свинца толщиной 
9 см. Это можно объяснить скорее всего тем, что при взрывах образуются тяжелые 
электроны, а не легкие электроны, так как для последних мы должны были бы 

наблюдать более сильный спад, примерно до 1 % начальной интенсивности 209>. 
Однако получить достоверный ответ сегодня еще невозможно. Природа вторичных 
частиц может быть определена также из «переходных эффектов»: слой из несколь
ких сантиметров свинца должен умножать толчки из 10;--20 см· алюминия, если 
они содержали бы электроны, но число толчков.;,ffЗМ~нится ·очень слабо, если 

в них возникают тяжелые электроны. До ~их прр_ такие nереходные измерения 

были проведены Бёггильдом 210> только для тех слоев, в которых толчки бесспорно 
обусловлены каскадами, а именно для свинца при максимуме частоты толчков. Они 
подтвердили электронную природу и вместе с этим каскадный характер толчков 

в максимуме кривой возбуждения для свинца. Соответствующие измерения в слоях 

такой толщины, при которой происходят взрывы (например, 10-20 см AI), могли бы 
дать ответ на вопрос о вторичных частицах, возникающих при взрывах. Правда, 
при этом следует учитывать, что и тогда взрывные толчки в толстых слоях будут 
сопровождаться значительными количествами электронов (около 20-40 % ) , если 
вначале в ливне образуются только тяжелые электроны, так как останавливаю

щиеся на последних сантиметрах своего пробега тяжелые электроны прибавляют 

к ливню продукты своего распада. Такого умножения электронов можно избежать 
только в том случае, если мы будем наблюдать толчки под тонкими слоями 
толщиной примерно 10-20 см Al или 2-4 см Fe, так как тогда в материа
ле останавливается очень мало тяжелых электронов, которые могли бы давать 

дополнительное излучение. 

Если мы теперь временно предположим, что при взрывах образуются преиму
щественно тяжелые электроны, то по участку кривой нарастания взрывных толчков 

мы можем оценивать длину пробега и с нею энергию тяжелых электронов 211 >. Так, 
по участку нарастания 10 см для Fe (рис. 23) мы получаем (таблица 6) среднюю 
энергию около 

207> Nie Н. Zs. Phys., 1936, 99, 453. 
208> Nie Н. Zs. Phys., 1936, 79, 776. 
209> Euler Н. Naturwiss., 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 
2 IO) Вбggild J. К. Ор. cit. 
211 ) Euler Н. Naturwiss" 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. Im Erscheinen 1938. 

(62) 
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для вторичных частиц при взрывах, по порядку величины в согласии с критической 

энергией, указанной в § 15. Таким образом, для возбуждения взрыва из N частиц 
требуется в среднем тяжелый электрон с энергией 

Е с:= N · 108 эВ. (63) 

Следовательно, тяжелый электрон, возбуждающий каскадный ливень той же 
величины в максимуме кривой возбуждения для свинца: 

Е = 8NEj = 8 · 107 
• N эВ с:= 108 

• N эВ. 

Эффективное сечение возбуждения взрывного ливня электроном теперь можно 
определить, сравнивая эмпирическую интенсивность взрывов в толстых слоях свин

ца с эмпирической интенсивностью каскадов в максимуме кривой возбуждения для 

свинца. В соответствии с рис. 23 интенсивность этих двух процессов относится при
мерно как 1 : 1, и это отношение 1 : 1, по-видимому, удивительно мало изменяется 
в диапазоне толчков от малых, насчитывающих около 30 частиц 212>, до очень боль
ших, содержащих 1 ООО частиц 213>. Поскольку в соответствии с формулами (57), (59) 
число электронов F2(E) с энергией выше Е ;S 1011 эВ (рис. 23) относится на уровне 
моря к числу проникающих частиц F(2E) с энергией выше 2Е, как 

107 эВ 
Е 

и поскольку каждый электрон возбуждает каскад, то для вероятности того, что один 
тяжелый электрон с энергией Е произведет на участке нарастания 10 см Fe один 
взрыв, мы получаем приближенно 

107 эВ 
Е 

на 10 см Fe. 

Так как в одном кубическом сантиметре Fe содержится 8,5 · 1022 атомов, то 
каждый протон и нейтрон ядра при взаимодействии с налетающим электроном 

с энергией Е > 109 эВ будет иметь эффективное сечение возбуждения взрыва, 
равное 

Q ,....., 1 10-27 2 - - . см 

2 
СО~эВ). (64) 

По порядку величины это эффективное сечение также отвечает теоретическим 
предсказаниям§ 15. Эмпирический закон, согласно которому эффективное сечение 
при высоких энергиях убывает, по-видимому, обратно пропорционально энергии, 
сегодня, разумеется, еще не может быть обоснован теоретически. 

Если этот закон (64) правилен, то при очень больших толчках, N > 1 ООО, 
:.1ы должны снова наблюдать возрастание отношения интенсивности в максимуме 
к интенсивности в насыщении (рис. 23), потому что тогда появляется каскадный 
спектр (рис. 24). 

Проведенное до сих пор рассмотрение объясняет толчки Гофмана для толстых 

слоев в приближении, в котором они предполагаются одинаково частыми во всех 

материалах, а их насыщение достигается в слоях одинаковой массы (10 см Fe, 

!ll) Young R. Т., Street J. С. Ор. cit.; Bбggi/d J. К. Ор. cit. 
213) Carmichael Н. Ор. cit. 
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> 30 см А!). Ведь взрывы должны возбуждаться пропорционально массе и погло
щаться также примерно пропорционально массе. Однако в действительности ливни 
в толстых слоях легких материалов оказываются более интенсивными, чем в толстых 
слоях тяжелых материалов, и соответственно области насыщения начинаются для 
легких материалов при несколько больших массах, чем для тяжелых (рис. 23 и 19). 
Путь к пониманию этой еще необъясненной зависимости от материала открывается, 

возможно, предположением, что еще в ядре в момент своего возникновения при 

взрыве частицы тормозятся путем ионизации ядра 214
) (§ 16, 24). Это торможение, 

которому подвергаются прежде всего самые медленные тяжелые электроны в ливне, 

могло бы иметь большее значение в тяжелом ядре свинца, чем в легком ядре 

алюминия, т. е. могло бы послужить причиной наблюдаемого более интенсивно

го образования ливней в легких материалах. Однако теоретическая оценка этого 
эффекта сегодня еще невозможна. 

Рассмотренная здесь, но еще необъясненная зависимость от материала наряду 

в толчками Гофмана имеет место для особого вида совпадений Росси, исследовав

шегося в последнее время Шмайсером и Боте 215>. 
Различные авторы 217), регистрируя совпадения Росси, обнаружили признаки 

второго максимума при 10-20 см свинца. Шмайсеру и Боте 218) удалось получить 
второй максимум особенно сильной интенсивности 60 
при наблюдении под острыми углами. Отчетливо вы- iiJ 
раженный второй максимум (рис. 26) бьш получен при -е::. 

~ 
17 см РЬ, 30 см Fe; напрашивающееся предположение :s: 40 

о том, что второй максимум образуется меньшими 1 
взрывами, большие боковые части которых мы наблю- _ 
даем в толчках Гофмана некаскадного типа, становится 8 20 
вероятным по следующим причинам. ~ 

а) Второй максимум вызывается проникающей ... 
компонентой, как показали Шмайсер и Боте свои- о 

РЬ 

50 100 150 200 250 
2 

Толщина слоя r/см ми измерениями в подвале, когда первый максимум 

был уменьшен из-за поглощения мягкого излучения, 

тогда как второй максимум почти не изменился. 

б) Второй максимум наступает в слоях, толщина 
которых (17 см РЬ, 30 см Fe) сравнима с толщиной 
насыщаюших слоев некаскадных толчков (3-8 см РЬ, 
10 см Fe). Толщина их примерно втрое больше, чем 
толщина соответствующих слоев для толчков Гофмана, 

Рис. 26. Второй макси
мум тройных совпадений 

Росси под острым углом 

около 7° по Шмайсеру 

и Боте 216)(см. рис. 19). Абс
цисса: толщина слоя. Орди

ната: число совпадений в час 

что позволяет оценить вторичную энергию вторичных 

частиц примерно в 3 · 108 эВ, если эти частицы считать тяжелыми электронами. 
Вероятно, в ливнях Шмайсера-Боте сначала образуются тяжелые электроны, 

потому что иначе большие пробеги электронов, достигающие 17 см РЬ, были бы 
трудно объяснимы. Несмотря на это при последующем распаде к наблюдаемым 
ливням опять добавлялись бы электроны. 

в) Угол расхождения взрывного ливня, полная энергия которого велика по срав

нению с энергией покоя ядерной частицы 109 эВ, по законам сохранения, должен 

214) Euler Н. Naturwiss., 1938, 26, 382; Euler Н. Zs. Phys. lm Erscheinen 1938. 
215) Schmeisser К., Bothe W. Ор. cit.; Schmeisser К. Ор. cit. 
216) Schmeisser К, Bothe W. Ор. cit. 
217) Rossi В. Zs. Phys" 1933, 82, 151; Maass Н. Zs. Phys. 1934, 35, 858; Drigo А. Ricerca scient., 1934, 5, 88; 
Нитте/ J. N. Natшwiss" 1934, 22, 170. 
218

) Schmeisser К., Bothe W. Ор. cit.; Schmeisser К. Ор. cit. 
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быть острым. Затем этот угол должен лишь несколько расшириться вследствие 

упругого рассеяния ливневых частиц, поскольку они обладают высокими импуль
сами (в противоположность вторичным. частицам каскадного ливня). Это обсто
ятельство можно было бы связать с обнаруженной Шмайсером и Боте малостью 
углов расхождения ливней для второго максимума кривой Росси; оно подсказывает 
нам также, что и среди толчков Гофмана взрывы должны отличаться от каскадов 
острыми углами расхождения. 

г) Для вторых максимумов (рис. 26) существует такая же необъясненная зави
симость от материала. 

Зависимость от материала для рассматриваемых здесь вторичных эффектов имеет 
известное сходство с еще необъясненными «Переходными эффектами» в толстых 
слоях. Под «переходным эффектом» мы понимаем быстрое изменение кривой 

поглощения, при измерении интенсивности в ионизационной камере, происходящее 

при переходе от одного поглощающего материала к другому 219>. Переходные 
эффекты в более тонких слоях толщиной меньше примерно 100 г/см2 обнаруживают 
возрастание ионизации, когда свинец помещается под алюминием, и убывание 

ионизации, когда свинец находится над алюминием. Переходные эффекты в более 

толстых слоях ведут себя точно наоборот. Теория излучения 220> и, в частности, 
каскадная теория 221 ) объясняет переходные эффекты в более тонких слоях, так 
как свинец может еще умножать лучи из алюминия, а алюминий лучи из свинца 

не умножает. Однако ответственность за переходные эффекты под толстыми слоями 

должны нести совсем другие вторичные процессы, которые обнаруживают такую же 

зависимость от материала, как толчки Гофмана в толстых слоях и совпадения 

Шмайсера-Боте. 

§25 
Ядерные процессы 

В высотном излучении часто регистрировались тяжелые частицы, ионизирующие 

значительно сильнее, чем обычные электроны. Такие частицы регистрировались, 

с одной стороны, в камере Вильсона, в частности, в уже упоминавшихся работах 

Андерсона и Неддермейера 222), а также ·Броде и Старра 223), и, с другой стороны, 
в следах, оставляемых сильно ионизирующими частицами в чувствительном слое 

фотопластинок. Различные исследователи (Герцог и Шеррер 224
), Рамбаф и Лочер 225), 

Фюнфер 226>, Шоппер 227>, Блау и Вамбахер 228), Тейлор 229)) длительное время под
вергали ·воздействию космических лучей фотопластинки частью в лаборатории, 
частью на большой высоте и после этого обнаруживали в них следы, которые проще 

всего было истолковать как траектории протонов. Блау и Вамбахер 230
), кроме того, 

219) Schindler Н. Zs. Phys., 1931, 72, 625. 
220> Geiger Н. Erg. exakt. Naturwiss., 1935, 14, 42. 
221 ) Carlson J. F., Oppenheimer J. К. Ор. cit.; Bethe Н., Heitler W. Ор. cit. 
222) Anderson С. D., Neddermeyer S. Н. Ор. cit. 
223) Brode R. В., Starr М.А. Ор. cit. 
224) Herzog G., Scherrer Р. J. Physique et Radium, 1935, 6, 489. 
225) Rumbough G. Н., Locher G. L. Phys. Rev., 1936, 49, 855. 
226) Fiinfer Е. Naturwiss., 1937, 25, 235. 
227> Schopper Е. Naturwiss., 1937, 25, 557. 
228) В/аи М., Wambacher Н. Nature (Lond.), 1937, 140, 585. 
229) Taylor. Nature (Lond.), 1938. 
230> В/аи М., Wambacher Н. Ор. cit. 
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наблюдали «звезды» таких следов, т. е. точки в фотопластинках, из которых оче

видным образом исходили несколько протонов одновременно (рис. 27). Наконец, 
Тейлор 231 ) в некоторых местах своих пластинок наблюдал «скопления» таких следов. 

Рис. 27. Испарение ядра по Блау и Вамбахеру 232) 

Характерная особенность сравнительно медленных тяжелых частиц заключается 

прежде всего в сильном возрастании их числа с высотой. Андерсон и Неддермейер 

нашли на Пайк-Пике примерно в 12 раз больше следов медленных частиц, чем 
на уровне моря. Аналогичные соотношения имеют место также для следов протонов 

на фотопластинках, тогда как для звезд на фотопластинках Тейлор наблюдал еще 

более сильное возрастание с высотой. Отсюда следует, что сильно ионизирующие 

следы образуются сильно поглощаемыми лучами. Большинство исследователей 
до сих пор предполагало, что сильно ионизируюшие следы должны принадлежать 

главным образом медленным протонам. Однако нельзя исключать и того, что 
некоторая часть сильных следов образована медленными тяжелыми электронами. 

Кроме того, в отдельных случаях здесь может идти речь также об а-частицах. Следы 

звезд Блау и Вамбахера большей частью, вероятно, вызваны протонами. 

Об излучении, косвенно являющемся причиной этих следов, известно только 

то, что оно очень сильно поглощается в атмосфере. Отсюда следует, что тяжелые 

электроны и протоны очень высокой энергии могут участвовать в образовании 

медленных протонов лишь в незначительном количестве. Таким образом, в состав 

возбуждающего излучения могут входить только электроны и световые кванты, 

также протоны и нейтроны не слишком высокой энергии. Если тяжелые частицы 

обрюуются в ядре электронами или световыми квантами, то с достаточной вероят

ностью это могло бы происходить, пожалуй, только в процессах, возникающих при 

взаимодействии электрических сил с ядерными (§ 15); например, можно было бы 
рассматривать процесс, обратный тому, который обсуждался в § 15, а именно: све
товой квант достаточно высокой энергии при столкновении с нейтроном рождает 

231
) Taylor. Ор. cit. 

232
) В/аи М., Wambacher Н. Natщc (Lond.), 1937, 140, 585. 
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отрицательно заряженный тяжелый электрон, причем одновременно нейтрон пре

вращается в протон, принимая на себя часть энергии светового кванта. Если энергия 
светового кванта достаточно велика, то вместо этого процесса будет происходить 

множественный процесс типа взрыва. Эффективное сечение этого п~оцесса, как 
и только что упомянутого выше, можно оценить величиной около 10- 7 см2 (§ 15). 
Возбуждение аналогичного процесса электроном будет происходить еще реже, 

с коэффициентом ~ е2 /hc. Снимки Андерсона и Неддермейера 233> показывают, 
что медленные протоны часто наблюдаются одновременно с каскадным ливнем. 

Это обстоятельство указывает на то, что медленные протоны действительно возбу

ждаются световыми квантами. При высоких энергиях этих световых квантов это, 
вероятно, может происходить только в указанных выше процессах. При меньших 

энергиях светового кванта можно также думать о прямом фотоэффекте на ядре, 

который был зарегистрирован Боте и Гентнером 234
). Однако в результате тако

го фотоэффекта из ядра могли бы вылетать только очень медленные протоны, 
которые в большинстве случаев поглощаются в веществе, в котором они образо
вались, настолько быстро, что не доходят до камеры Вильсона. Вызывает также 
большие сомнения вопрос о том, может ли этот ядерный фотоэффект иrрать 

заметную роль в эмпирически наблюдаемых следах протонов. Но даже в том 
случае, когда мы возьмем за основу какой-нибудь другой из названных выше 
процессов, объяснить относительно большое наблюдаемое количество медленных 
протонов, по-видимому, трудно. Ведь теоретические оценки эффективных сечений 
пока настолько неопределенны, что выносить по ним суждение о значении этого 

небольшого несоответствия с теорией еще невозможно. Вероятно, некоторая часть 
медленных протонов может быть образована также протонами или нейтронами 

средних энергий. Здесь следует думать о том, что в процессах, ведущих к возник
новению проникающей компоненты высотного излучения и тоже принадлежащих 

к названным выше типам, всегда получаются также протоны и нейтроны средней 

энергии. В частности, в тех взрывах, которые вызываются световыми квантами или 
электронами при высоких энергиях, часто упоминают тяжелые частицы в области 

энергии 108 - 109 эВ. Эти частицы, которые быстро поглощаются на пути из стра
тосферы, где они главным образом и возникают, могут быть ответственными, 

хотя бы частично, за появление медленных протонов. Дейспщтельно, Андерсон 

и Неддермейер полагали, что им удалось обнаружить на одном из снимков рас
щепление ядра нейтроном, причем этот нейтрон, разумеется, снова появлялся 

одновременно с более мощным ливнем. Возможно, что здесь имел место взрыв»ой 
ливень, однако фотография не позволяет делать однозначное заключение на этот 

счет. Относительно звезд, наблюдавшихся Блау и Вамбахером, вероятно, наиболее 
естественно предполагать, что они возникают в прощ:ссах вторичных воздействий 

протонов или нейтронов средю1х энергий (от 108 до 6 · 108 эВ), т. е. при ((ядерной 
ионизации». Здесь мы имеем дело с процессами, в которых тяжелая частица 
с энергией в указанной области попадает извне в атомное ядро и возбуждает 
в нем вторичные частицы; или же тяжелая частица возбуждается в атомном ядре 

пришедшим извне световым квантом и Jютом, вылетая »З атомного ядра, со

здает в нем вторичные частицы. В последнем случае одновременно с протонами 
из атомного ядра вьтетает также частица Андерсона - одна рли несколько, есл» 
энергия светового кванта достаточна для этого. Тогда мы снова приходим к про
цессам взрывного характера, происходящим, естественно, в большинстве случаев 

с одним ядром и приводящим к испусканию вторичных частиц из этого ядра. 

233) Anderson С. D., Neddermeyer S. Н. Ор. cit. 
234) Bothe W., Gentner W. Zs. Phys., 1937, 107, 236. 
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Испускание из ядра вторичных частиц во всех названных выше случаях в боль
шинстве случаев будет также сопровождаться еще и таким испарением из ядра, 

которое исследуется в обычной ядерной физике. Если мы будем предполагать, 

что взрывы представляют собой более редкие события и что также и в звез
дах Блау-Вамбахера речь идет в большинстве о вторичных частицах, которые 
создаются тяжелой частицей средней энергии, то энергетический спектр этих вто
ричных частиц можно будет сравнивать с теоретическим спектром, определяемым 
по формуле (38). При таком сравнении оказывается, что существующие на сегодня 
измерения, по-видимому, хорошо согласуются с теорией. Правда, сколько-нибудь 

надежное теоретическое истолкование скоплений, наблюдавшихся Тейлором, пока 
невозможно. 



К ТЕОРИИ ЛИВНЕЙ ВЗРЫВНОГО ТИПА 
В КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧАХ. 11* 

Цель работы - подробно изучить вопрос, возможны ли по теории Юкавы 
множественные процессы и если да, то при каких условиях. 

1. Общие свойства множественных процессов. 
а) Общий обзор. 
б) Вероятность спектра испущенных частиц. 
в) Квантовотеоретические эффективные сечения. 

11. Применение к теории Юкавы. 
а) Излучение при столкновении. 
6) Взаимное рассеяние мезонов. 
в) Рассеяние мезона на протоне. 

IП. Сравнение с экспериментальными результатами. 
а) Эффективные сечения при высоких энергиях. 
6) Множественные процессы. 

В предшествующей работе автора 1> бьmо показано, что в соответствии с теорией 
взрывное возникновение большого числа вторичных частиц может происходить 

в том случае, если энергия взаимодействия в функции Гамильтона (при соответству
ющей нормировке) содержит множитель, имеющий размерность длины в некоторой 
степени. Этот результат бьm там применен к теории .О-распада Ферми, причем бьmо 
показано, что в теории Ферми существует возможность предсказывать образование 
взрывных ливней при указанном условии. ПоследовавШее затем открытие мезона 
и его радиоактивного распада дает веские доводы в полЬзу теории Юкавы, так что 

в общих основах ее можно уже не сомневаться. Поэтому многие авторы уже изучали 

вопрос о том, допускает ли также и теория Юкавы возможность взрывов 2>. Эти 
исследования вначале привели к выводу, что в соответствии с теорией Юкавы долж

ны происходить процессы, в которых возникают одновременно несколько мезонов; 

однако Баба з) недавно получил несколько иной результат. Первая часть настоящей 
работы содержит совершенно общее и более точное, чем прежде, рассмотрение 
следствий из теории того типа, который был указан в работе 1. с., и в о<;обенности 
рассмотрение тех следствий, которые позднее допускают прямое сравнение с опы

том. Во второй части рассматривается теория Юкавы с точки зрения полученных 
следствий. Наконец, в третьей части проводится сравнение с опытом. 

* Zur Theorie explosionsartigen Schauer in kosmischen StrahJung. II. - Zs. Phys., 1939, 113, 61-86. Перевод 
А. А. Сазыкина. ·' 
1> Нeisenberg W. Zs. Phys., 1936, 101, 533. - Русский перевод: с. 522-527; в дальнейшем цитируется как 
1.с. 
2> Bhabha H.J. Proc. Roy. Soc., 1938, А 166, 501; Нeitler W. Proc. Roy. Soc., 1938, А 166, 529; Yukawa Н., 
Sakata S., Kobayasi М., Taketani М. Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 1938, 20, 720. 
З) Bhabha Н.J. Nature, 1939, 143, 276. 



К ТЕОРИИ ЛИВНЕЙ ВЗРЫВНОГО ТИПА В КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧАХ. 11 593 

1 

ОБЩИЕ СВОЙСТВА МНОЖЕСТВЕННЫХ ПРОЦЕССОВ 

а) Общий оооор 

Для последующего рассмотрения целесообразно, как и в работе l. с" измерять 
энергию Е в единицах hc, а напряженности поля, например ~ и ~, в единицах ./hc. 
Таким образом, мы положим g = E/(hc); е = (I/./hc)~ и т.д. Кроме того, вместо 
времени t мы введем новую переменную r = tc. Тогда все физические величины 
будут иметь размерность длины в некоторой степени. Например, величины g и е 
будут иметь размерности: см- 1 , см-2 • В соответствии с работой l. с. множественные 
процессы при столкновении элементарных частиц могут происходить в том случае, 

если функция Гамильтона или Лагранжа содержит функцию взаимодействия, 
умноженную на универсальную длину в некоторой степени. Простой пример такой 

теории дает функция Лагранжа 4) 

(1) 

где <р - скаляр размерности, см- 1 
,_ l - постоянная размерности, см. Волновая 

функция, канонически .сопряжен'ная <р, здесь будет иметь вид 

дL д { [(д )2 ] }-1;2 1Г = дiр = д~ 1 + l4 д~ - (Vip)
2 

. 

Известным способом получится та_кже перестановочное соотношение 

1Г(t)ip(t:') - ip(t')1Г(t) = -iб(t t'). (2) 

Но, как известно, последовательное построение теории, основанной на ){Рав

нениях (1) и (2), невозможно вследствие того, что значения собственной энергии 
расходятся. Поэтому уравнения (I) и (2) могут служить только, в духе принципа 
соответствия, в качестве неких вех для будущей теории. Если, например, необ
ходимо изучать столкновение элементарных частиц низкой энергии (е < 1/l), то 
функцию Лагранжа можно разложить в ряд по степеням волновой функции ip, 

после чего в теории возмущений следует учитывать только те члены высших 

порядков, которые не приводят к бесконечной величине собственной энергии. 
Затем с помощью этого приближения можно определить, например, эффективное 
сечение взаимного рассеяния частиц или сечение возникновения новых частиц 

малой энергии s). Однако при рассмотрении столкновения между частицами очень 
высоких энергий (е ~ 1/l) такой метод становится бессмысленным. Поэтому для 
такого случая в работе l. с. бьmо предложено искать решения уравнения (1) без учета 
соотношений (2), т. е. в соответствии с классической теорией. Обе элементарные 
частицы следует тогда заменить волновыми пакетами с соответствующими длинами 

волн и величинами энергии, после чего остается только посмотреть, что происходит 

при столкновении двух волновых пакетов. Именно в том случае, если при столкно
вении рождаются вторичные частицы, можно ожидать, что подобное рассмотрщше 
столкновения по классической теории послужит хорошим приближением к будущей 

4) См. ло этому ловоду Вот М. Proc. Roy. Soc. London, 1933, А 143, 410. 
5) См" наnример, рассеяние света на свете: Euler Н" Kockel В. Natutwiss, 1935, 23, 246. 
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теории. Ведь предельный слуqай очень большого числа qастиц часто соответствует 

предельному случаю очень высоких квантовых чисел. 

Целесообразность и действенность такого «полуклассического» метода недавно 

была доказана в двух важных работах Блоха и Нордсика б), касающихся испускания 
излучения электроном при столкновении. Блох и Нордсик показали прежде всего, 
что в классической теории испускание излучения при столкновении выглядит 

примерно следующим образом: разность между собственными полями электрона 
до и после столкновения переходит в момент удара в самостоятельный волновой 

пакет, который затем перемещается в пространстве в виде излучения. Они показали 

далее, что средний спектр излучения, испускаемого при столкновении, согласно 

квантовой теории, совпадает со средним спектром, испускаемым по классической 

теории, и что флюктуации около этого среднего значения подчиняются флюктуаци
онной формуле Пуассона. Это верно, конечно, лишь с точностью до ограничений, 
наложенных на процесс столкновения в целом законами сохранения энергии и им

пульса; однако эти ограничения не играют никакой роли, если обратное влияние 

излучения на движущийся электрон достаточно мало. Основываясь на результатах 
Блоха и Нордсика, естественно предположить, что и в будущей теории такие процес

сы излучения можно будет рассматривать таким образом, что сначала вычисляется 

«классический» спектр, совпадающий со средним квантовотеоретическим спектром, 
причем около этого среднего значения происходят флюктуации по формуле Пуас
сона. Во всяком случае, можно бьmо бы ожидать, что, действуя таким способом, 
мы подойдем к будущей теории довольно близко; лишь при вычислении «среднего 

значения» излучения будущая теория, возможно, будет заметно отличаться от полу
классической. Исходя из этой точки зрения, мы можем выделить при рассмотрении 
множественных процессов две последовательные задачи. Во-первых, для рассма

триваемого процесса столкновения с.Ледует найти решение волнового уравнения 
в рамках классической теории и рассчитать спектр цуга волн, распространяющегося 

от места столкновения. Во-вторых, рассчитанный спектр следует использовать 
в· рамках квантовой теории для определения эффективных сечений искомых еди
ничных процессов. Таким образом, для решения первой задачи, касающейся 
вычисления среднего спектра, можно использовать аналогии, применяя принцип 

соответствия. Только во второй задаче квантовая теория вступает в свою роль. 

б) Средний спектр испускания 

Если имеется некоторая функция Лагранжа типа (1), в которой содержится 
только одна разновидность частиц, т. е. только одна волновая функция, то процессы 

столкновения при высоких энергиях всегда можно рассматривать, заменяя, как 

в работе 1. с., испытывающие соударение частицы нормированными волновыми 
пакетами, отталкивающимися друг с другом. Энергия этих волновых пакетов может 

быть большой по сравнению с l/l, а их протяженность в направлении движения -
малой по сравнению с l, причем выражение l4 [(дrр/дт)2 

- (Vrp)2
] вовсе не обя

зано иметь из-за этого порядок величины 1 или больше. Дело в том, что такой 
высокоэнергичный волновой пакет можно получить из волнового пакета меньшей 
энергии путем простого преобразования Лоренца, которое оставляет инвариант
ным выражение ( дrр / дт )2 

- (V rp )2
• Напротив, диаметр пакета, перпендикулярный 

направлению движения, не может быть сделан меньше l, если при этом вы
ражение l4 [(дrр/дт) 2 

- (Vrp)2
] одновременно не возрастает по порядку величины 

б) В/осh F., Nordsieck А. Phys. Rev., 1937, 52, 54; Nordsieck А. Phys. Rev., 1937, 52, 59. Пределы применимости 
этого метода были рассмотрены В. Паули и М. Фирцем (Pau/i W., Fierz М. Nuovo Cim., 1938, 15. 
Русский перевод: Паули В. Труды по JСВантовой теории. Статьи 1928-1958. М.: Наука, 1977. С. 274). 
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до l, т. е. если нелинейные поправки к обычному волновому уравнению не станут 
существенными. Таким образом, волновой пакет, поперечные размеры которого 

меньше l, вообще уже нельзя рассматривать как изображение одной единственной 
частицы. Из сказанного можно было бы, пожалуй, прийти к выводу, что правило 
волновой механики, согласно которому эффективные сечения не могут стать боль
ше, чем квадрат длины волн участвующих в переносе частиц, здесь уже может быть 
недействительным. В теории, основанной на формулах типа (I) и (2), существует 
возможность того, что полные эффективные сечения столкновения в предельном 
случае весьма высоких энергий сталкивающихся частиц будут стремиться к некото
рому предельному значению порядка l 2, не зависящему от энергии. Разумеется, это 
предельное значение не может быть существенно больше l2 

- естественно, за ис
ключением того случая, когда между сталкивающимися частицами имеются дально

действующие силы (например, аналогичные кулоновским), для которых указанное 
выше правило волновой механики не выполняется. С этим предельным значением 
полного эффективного сечения можно бьто бы связать наглядный образ: «размер 
рассматриваемой элементарной частицы», но при этом надо помнить, что эффек
тивное сечение относится всегда к двум частицам, а не к одной отдельной частице. 

Если мы обратимся теперь к рассмотрению столкновения двух волновых пакетов 

очень высокой энергии, основываясь на волновом уравнении с функцией Лагран
жа (I), то, как бьmо сказано в работе l. с" в той области, где сталкиваются волновые 
пакеты, значительно возрастает роль нелинейных членов уравнения, вследствие чего 

начинается турбулентное движение, изменяющее спектр волнового пакета. Такое 
турбулентное движение снова перейдет в собственно волновое движение только 

в том случае, если величина l4 [(д~р/дт)2 - (Vip)2] останется малой по сравнению 
с единицей во всей области - что вообще произойдет только тогда, когда волновой 
процесс распространится на некоторую большую сферу. Диаметр этой сферы, 
по оценкам на основании функции (1) и уравнений (8)-(11) работы l. с" составляет 
примерно l(l/Л) 1 13 , где А - длина волны частиц до столкновения. Следовательно, 
в сферической области такого размера должно происходить нерегулярное движение, 

и теперь остается посмотреть, какой вид имеет спектр этого движения. 

Если бы бьmо возможно на миг насильственно удержать волновой пакет внутри 

полости размера Z4/Л, то уже по истечении времени порядка l там установилось бы 
тепловое равновесие, которому соответствует распределение Планка 7). Температуру 
этого распределения можно определить по плотности энергии. Плотность энергии 
имеет порядок величины л- 1 /l л- 1 = Г4 , так что для соответствующей температу
ры (в энергетической шкале) по закону Стефана-Больцмана получается порядок 

величины Г 1 
• Следовательно, спектр испускания при больших частотах v должен 

достичь максимума при v rv l/l и далее затухать по закону exp(-vl). Однако 
в действительности взрыв происходит слишком быстро и тепловое равновесие 

не успевает установиться. Поэтому, вероятно, хотя большая часть энергии в спектре 

и будет расположена вблизи I/l, но при больших частотах спектр будет спадать 
медленнее, чем в распределении Планка. Мне не удалось даже в простейших случаях 
найти для нелинейного волнового уравнения удовлетворительное решение, которое 

могло бы дать ответ на вопрос о спектральном распределении. Численные расчеты, 
по-видимому, показывают, что, хотя значение V<p в волновой области уменьшается 
до величины порядка l/l2

, вторые производные, например, Л<р, в некоторых местах 
все-таки остаются большими (порядка 1/l2Л). В таком случае спектр при высоких 
частотах должен спадать по степенному закону. Таким образом, вопрос о точной 

7> Разумеется, распределение Планка получается при расчетах только при правильном применении 
квантовой теории. 
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теоретической форме спектра остается пока открытым, и выводы об общих свойствах 

спектра придется, быть может, извлекать в каждом отдельном случае из опыта. 

Под словом «спектр» здесь понимается преобразование Фурье волнового пакета, 
который распространяется после столкновения, не изменяя своего спектрального 

распределения после того, как цуг волf/ы переместится на достаточно большое 

расстояние. Спектральное распределение может быть получено непосредственно 

при возведении абсолютной величины коэффициентов Фурье в квадрат. Для 
энергии, излучаемой в интервале волновых чисел dk (k = 21Г/Л - «волновое 
число») в элемент телесного угла dП., мы введем для последующих расчетов 
следующее обозначение 

J(e) dt = f (t)k2 dk dП.. (3) 

Тогда для полной энергии волнового пакета имеем 

€ = ! f(t) dt. (4) 

в) Кваптовотеоретические ~ективные сечения 

В работе Блоха и Нордсика показано, что при испускании излучения электроном, 

мало отклонившимся при соударении, среднее значение квантовотеоретического 

спектра совпадает с «классическим» спектром, причем флюктуации около этого 

среднего значения подчиняются формуле Пуассона&). Представляется естественным 
предположить нечто подобное и для рассматриваемой здесь проблемы излучения. 
Если мы возьмем за основу спектры (3) и (4), то это будет означать, что веро
ятность a(t) dt найти элементарную частицу в интервале импульсов dt должна 
быть равна a(t) = f(t)/k. Тогда вероятность того, что испускается только эта одна 
частица, будет равна N а(е) dt. 

Нормировочный множитель N, наглядно означающий вероятность того, что 
во всей остальной части пространства импульсов частица не излучается, имеет 

следующее значение 

(5) 

В более общем случае вероятность того, что одна частица испускается в интервале 

импульсов dt1, вторая - в интервале dt2 и т. д., дается формулой: 

(6) 

Поэтому полная вероятность того, что испускается в точности п частиц, будет 

иметь вид 

(7) 

причем знаменатель п! получается потому, что при независимом интегрировании 

по всем t в формуле ( 6) каждый процесс, в котором испускается п частиц, считается 
п! раз. 

Из формул (5) и (7) следует 
00 

2::: Wn = 1. 
о 

s) В/осh F" Nordsieck А. Phys. Rev., 1937, 52, 54 (уравнение (26)). 
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Величина 

(8) 

означает среднее число испущенных частиц. В случае, рассмотренном Блохом 

и Нордсиком, среднее число частиц n из-за расходимости интеграла (8) становится 
бесконечным. Однако это обстоятельство не приводит к каким-либо трудностям, 

поскольку область малых частиц можно рассматривать так, как указано Блохом 
и Нордсиком, и поскольку в силу независимости флюктуации в различных областях 
спектра интегрирование в формулах (5)-(8) можно ограничить областью спектра, 
лежащей выше некоторого конечного значения k. Кроме того, в дальнейшем 
формулы (5)-(8) мы будем применять в первую очередь к испусканию мезонов, 
обладающих конечной массой покоя Ммез :::: xh/c, вследствие чего их энергия 
удовлетворяет уравнению 

k5:::: х2 + t2. 

Тогда для среднего числа n будут справедливы формулы 

п = ! J(t) dt, 
ko 

a(t) = J(t). 
ko 

Естественно, n остается здесь всегда конечным. 

(9) 

Применимость формул (5)-(9) ограничивается тем, что значения полной энер
гии и полного импульса испущенных частиц заданы начальным состоянием. Это 
обстоятельство приводит к тому, что из распределения ( 6) в известной степени 
выделяется макроканоническое распределение, в котором полная энергия и пол

ный импульс имеют наперед заданные значения. Обусловленное этим отклонение 

от распределения ( 6) математически определить совсем нелегко. Однако во многих 
случаях это отклонение незначительно. Во всех случаях, когда вычисленное с помо
щью распределения ( 6) среднее значение флюктуаций полной энергии и импульса 
остается малым по сравнению с самой энергией, распределение с заданной энергией 

также будет отклоняться от распределения ( 6) не слишком сильно. 
Для средней энергии справедлива формула 

е = j k0a(t) dt = j J(e) dt; 

далее, из распределения ( 6) простые вычисления дают: 

так что для среднего квадрата флюктуаций получается 

Ле2 = / kбаЩ dt = j kof (t) dt. (10) 

Аналогично определяется средний квадрат флюктуаций полного импульса: 

ля2 = j t2a(t) dt = j :: f(t) dt. (11) 

Уравнение (10) показывает, что для выполнения условия Ле ~ е еще недоста
точно, чтобы число частиц n было очень большим. Даже при бесконечно большом 
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числе частиц, как в случае, рассмотренном Блохом и Нордсиком, возможны 
большие флюктуации энергии, потому что отдельные испутенные частицы могут 

обладать сравнительно высокой энергией. В соответствии с уравнением (10) для 
выполнения условия де ~ е, напротив, необходимо, чтобы энергия распределялась 
по частицам относительно низкой энергии, как это ясно из наглядных соображений. 

Во многих случаях совсем не требуется обращаться к распределению с некоторой 

известной наперед заданной энергией, и уже в самой постановке задачи преду
сматривается усреднение по определенным интервалам энергии. В таких случаях 
можно проводить вычисления, большей частью применяя непосредственно распре
деление (6). Например, рассматривая излучение электрона при соударении, можно 
поставить вопрос об эффективном сечении того, что сталкивающаяся частица будет 

отклонена в некотором определенном направлении независимо от того, с какой 

энергией она удаляется. При такой постановке задачи с самого начала производится 
усреднение по некоторым определенным интервалам энергии. 

Из приведенных выше соображений ясно, что в совершенно общем случае, 
как и в работе Блоха и Нордсика, вопрос об эффективных сечениях определен

ных отдельных процессов не может быть решен просто с помощью сравнений 

по принципу соответствия. Напротив, простые вопросы всегда имеют следующую 

форму: каково эффективное сечение некоторого определенного процесса, незави

сшю от того, что еще происходит при этом процессе? На такие вопросы можно 
отвечать на основе принципа соответствия и наглядных соображений. Так, напри
мер, в приведенных выше рассуждениях вероятность того, что некоторая частица 

испускается с импульсом в интервале dt, равна /(t) dt/k0 , как это очевидно 
из наглядных соображений. Вероятность того, что испускается только одна частица, 
равна, напротив, [f(t) dt/k0) ехр {- J a(t) dt}; эта формула, очевидно, не имеет 
аналога в классической теории. Поэтому следует ожидать, что и в окончательной 

теории полные эффективные сечения процессов первого из названных выше типов 

будут играть более важн.ую роль, а вычислять их будет проще, чем эq>ФеКтивные 
сечения каких-нибудь определенных отдельных процессов - в противоположность 

теперешней теории, в которой эффективные сечения отдельных процессов вычисля
ются из матричных элементов энергии возмуrnения, тогда как полные эффективные 

сечения получаются из них только с помощью довольно сложного суммирования. 

Итак, в будуrnей теории особенно простым было бы, например, эффективное сече

ние того, что вообще происходит столкновение двух элементарных частиц. Однако 

в некоторых случаях это эффективное сечение становится бесконечно большим; 

это возможно тогда, когда испускаются частицы без массы покоя, как в процес
се, рассмотренном Блохом и Нордсиком. Таким же простым было бы, например, 
эффективное сечение того, что при столкновении рождается новое вещество (т. е. ча
стицы с конечной массой покоя). Это эффективное сечение всегда конечно, а при 
возрастающей энергии сталкивающихся частиц оно могло бы во многих случаях 

приближаться к не зависящему от энергии предельному значению порядка l2
• 

11 

ПРИМЕНЕНИЕ К ТЕОРИИ ЮКАВЫ 

а) Излуче11ие при соударении 

Такая форма взаимодействия частиц Юкавы с прочим веществом пока еще 

неизвестна. Однако для дальнейшего рассмотрения достаточно будет взять упро

щенную модель Юкавы 9). В этой упрощенной теории имеются только нейтральные 

9) См. Bhabha Н. J. Nature, 1939, 143, 276. 
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частицы Юкавы, взаимодействующие с протонами. Для потенциалов поля Юкавы, 
образующих четырехмерный вектор, будут применяться обозначения u и и0 (в еди
ницах, указанных в разделе Ia, а для напряженностей поля - f и g. Волновая 
функция протонов пусть будет ф. Функция Лагранжа всего поля, из которой 
следуют волновые уравнения, тогда будет иметь вид 

1 ( 2 2) х2 ( 2 2) . • 8ф . • 8 • L = - f - g + - ио - u + ~ф - - ~ф а.k-'Ф + Ф fЗфК. 
2 2 8т 8~ 

(12) 

К этому добавляются соотношения 

llk = [Vu]k - lф* fЗиkф, fk = Ufc - V fcUo - ilф* fЗа.k'Ф· 

В этих формулах х и К означают массы покоя мезона и протона, измеренные в см- 1 
; 

следовательно, имеют место соотношения х = Ммезс/h, К = Mnpoтc/h. По одина
ковым индексам производится суммирование от 1 до 3. Постоянная l, имеющая 
размерность длины, связана с обычно применяемой константой взаимодействия У2 

соотношением 

g2..дi 1i 
l=--·--v'hc МмезС. 

Для l получается из опыта следующая оценка по порядку величины: l rv 1/х, если 
формулы теории Юкавы можно применять и в упрощенной ее модели. Взаимодей
ствие, соответствующее константе g1 , ради простоты здесь не учитывается. 

Сравнивая поле Юкавы с электромагнитным, мы видим из уравнения (12), что 
протоны обладают неким «магнитным моментом~ величиной ly'(hc)/(411'). Этот 
момент имеет следствием то обстоятельство, что вокруг покоящегося протона 

существует дипольное поле Юкавы. 
Рассмотрим теперь столкновение протона с какой-нибудь другой элементарной 

частицей. В момент столкновения, как и в процессах столкновения, рассмотренных 

Блохом и Нордсиком, разность собственных полей Юкавы до и после соударения 
излучается в виде волнового пакета. Этому волновому пакету по спектральному 
распределению соответствует сначала только небольшое число мезонов. 

В частности, если бы мы опустили соответствующее обычной электродинамике 
взаимодействие с константой связи g1 , то результаты работы Блоха и Нордсика 
можно было бы применять почти без изменений. При интегри~овании энергии 
по всем направлениям в этой работе получается J /(t) dt rv const/k для всех частот, 
малых по сравнению с частотой kmax, определяемой временем столкновения. Для 
более высоких частот интенсивность очень быстро спадает до нуля. Поэтому 
энергия в интервале от k до k + dk при меньших частотах становится почти 
независимой от k. Перенося эти результаты в теорию Юкавы, мы можем ожидать, 
что отклонения от них вследствие конечной массы покоя мезонов будут иметь 
место только в области очень малых частот порядках. Эти отклонения очень грубо 
можно учесть, предположив, что спектр начинается только при частоте ko = х, 
а ниже он имеет такую же форму, как у световых квантов. Тогда среднее число 
испущенных мезонов приближенно будет определяться формулой 

kmax kmax 

n ~ --- ~ const - = const ln --. _ / /(t) dt 1 dk kmax 
k k х 

(13) 

Таким образом, среднее число мезонов растет лишь логарифмически в зависимости 
от kmax и полной энергии излучения. Постоянная перед логарифмом с точностью 
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до множителя порядка 1 равна gf /hc. Итак, если освобождающийся при столкнове
нии волновой пакет уходит в пространство, распадаясь на мезоны, то, хотя по фор

муле ( 13) и следует ожидать множественных процессов при очень высоких начальных 
энергиях IO), однако среднее число частиц при этом всегда должно быть малым. 

Но согласно теории Юкавы волновой пакет не может распространяться так 
просто, потому что отдельные части пакета мешают друг другу вследствие взаимо

действия, аналогичного «рассеянию света на свете» в электронной теории; в теории 

Юкавы это взаимодействие играет куда более важную роль, чем в электродинамике. 

Мезоны в волновом пакете, сжатые в очень малом объеме, испытывают -
в противоположность соответствующим электродинамическим процессам - взаим

ное рассеяние и при этом рождают новые мезоны, так что происходят как раз такие 

процессы, какие бьmи рассмотрены в разделе Iб. Для более подробного обоснова
ния сказанного мы рассмотрим с помощью обычного для электродинамики метода 

взаимное рассеяние мезонов, энергия которых меньше энергии покоя протонов 1 
I). 

б} Взаимное рассеЯ11ие мезонов 

Рассеяние мезонов рассматривается в теории таким образом, что, например, 

мезон виртуально рождает отрицательный протон и нейтрон, затем мезон рас

сеивается на одной из этих частиц, после чего обе частицы снова соединяются 

и образуют новый мезон. В нашей упрощенной теории с нейтральными частицами 

Юкавы в этой цепочке следует рассматривать виртуальное рождение обычного 

и отрицательного протонов. 

Рассматривая только мезоны малой энергии (ko ~ К), мы можем считать, 
что поле Юкавы, выраженное в единицах частоты порядка К, будет изменяться 

в пространстве и времени медленно 12). 

В этом случае занятые состояния отрицательной энергии должны следовать 

за внешним полем адиабатически, если протоны отсутствуют. Тогда в волновых 
уравнениях, соответствующих функции Лагранжа ( 12), мы можем просто выпол
нить суммирование по всем состояниям отрицательной энергии, и тем самым 

получить волновые уравнения для одного только поля Юкавы. Правда, это сум
мирование по состояниям с отрицательной энергией дает расходящийся результат. 

Поэтому, как и в теории позитронов Дирака, мы должны вычесть из функций 

Лагранжа и Гамильтона некоторые бесконечные члены. При разложении энергии 
занятых состояний в ряд по степеням напряженностей поля такие бесконечные 

суммы встречаются только при низких степенях напряженностей поля, а именно: 
в теории Дирака - только в квадратичных относительно напряженности поля 

членах, а в теории Юкавы, как показывают следующие далее расчеты, - также 

и в членах четвертого порядка. Следовательно, в этих членах низкого порядка мы 
должны определять вычитаемые бесконечные члены с помощью законов сохране

ния. Напротив, в членах высшего порядка конечные результаты, полученные при 
суммировании, можно применять непосредственно без вычитаемых членов. Теперь 
мы переходим к определению этих членов. 

В волновом уравнении для частиц Юкавы имеются произведения ф* fЗаk'Ф 
и 'Ф* fЗak 'Ф. Поэтому в соответствии с уравнением ( 12) необходимо определить 

IO) См. Bhabha Н. J. Nature, 1939, 143, 276. 
ll) Оrносительно следующего см. HeisenЬerg W., Euler Н. Zs. Phys., 1936, 98, 714; Weisskopf V. Кgl. Dansk. 

Vid. Selsk" 1936, 14, 6. 
12) Поскольку постоянное во времени поле Юкавы всегда экспоненциально спадает в пространстве, 
введенная выше идеализация основывается на неравенстве н « К, которое выполняется на опыте 
не особенно хорошо (н ~ O,IK). 
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средние значения произведений 1/;* fЗak'l/J и 1/;* fЗcтk'l/J при заданных полях f и g 
для случая, когда протоны отсутствуют. Вводя обозначение Vn для собственных 
функций состояний протона во внешнем поле f и g, мы должны, таким образом, 
вычислить 2: v~fЗanVn и 2: v~fЗcтkVn, причем суммирование следует производить 
по всем состояниям отрицательной энергии. Эти суммы равны, очевидно, частным 

производным выражения для плотности энергии 

8 = L:: { iv~ak д:k Vn - V~fЗvnK + l[ifkv~fЗakVn - gkv~{Зcтkvn] }, (14) 
отр.эн. 

взятым по напряженностям поля. Вследствие того, что напряженности поля изменя
ются медленно, вместо плотности энергии S можно взять в первом приближении ее 
значение, усредненное в пространстве по нормировочному объему V, причем объ
ем V должен быть мал по сравнению с областями, в которых напряженности f и g 
изменяются суmественно, но велик по сравнению с областями размера к-3 • Тогда 
при вычислении частных производных величины (1/V) J S dV по наnряженностям 
поля можно дифференцировать и собственные функции Vn, ибо плотность энергии 
обладает экстремальным свойством - она не изменяется при малых изменени

ях собственной функции, если только сохраняется нормировка. Отсюда следует, 
что величину (1/V) J S dV можно заменить здесь просто суммой отрицательных 
собственных значений протона в полях f и g. Если мы добавим к уравнениям, 
получаемым из функции Лагранжа (12): 

(Vf) + х2ио =о, [Vg] - x2u =о, 
еще следующие соотношения 

дL 
[Vu]k = --; 

дgk 

то эта новая функция Лагранжа L поля Юкавы будет отличаться в отсутствие 
протонов от величины 1/2 (f2 

- g2
) на плотность энергии занятых состояний 

и на некоторые расходящиеся величины, которые подлежат более подробному 

рассмотрению. 

Итак, теперь мы должны вычислить собственные значения энергии протона 

в полях f и g. Для этого мы сделаем специальное предположение, что обе 

напряженности f и g постоянны во всем пространстве и каждая из них имеет 
только одну составляющую по оси z, fз = f, gз = g. Тогда импульсу протона р 
с компонентами р1 , р2 , р3 (в см- 1 ) принадлежит значение энергии е, которое 
в соответствии с функцией (12) определяется формулой 

ei,2 = к2 + Р2 + z2(g2 + /2) ± 2zJ к2g2 + (/2 + g2) (РТ+ РЛ· (15) 

Два знака перед квадратным корнем относятся к двум возможным направле
ниям спина. Бесконечная плотность энергии, созданная занятыми состояниями 

отрицательной энергии, принимает вид 

- (2:)3 j dp(e1 + е2), 
и тем самым для функции Лагранжа поля Юкавы получается 

L = ~ (f2 - g2) - (
2
:)3 / dp(e1 + е2) - вычитаемые члены. (16) 

39 Зак. 6 
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Для того чтобы вычислить это выражение, мы разложим е в ряд по степеням 

напряженностей поля f и g. Полагая К2 + р2 = р~, мы имеем 

[ 
z2(!2 + 92) 2z . ] 112 

er,2 = Ро 1 + 2 ± 2 V к2g2 + (/2 + g2) (Pi + pi) 
Ро Ро 

(17) 

Таким образом, получаем формулу 

[
l2(/2 + 2)]2{ 412 }m е1 + е2 = 2ро 2:: 2 

9 
4 [к2g2 + (12 + g2) (Pi + р~)] х 

n,m Ро Ро 

(1/2)! 
х (1/2 - п - 2m)! n!(2m)! · (l8} 

Из формулы (18) видно, что члены высших порядков по/ и g, начиная с шестого, 
вносят конечный вклад в функцию Лагранжа, тогда как члены низших порядков 

расходятся. Поэтому мы можем предположить, что члены низшего порядка станут 
конечными после вычитания из них соответствующих величин, тогда как члены 

высших порядков могут быть взяты прямо из формулы (18). 
Выполняя интегрирование и располагая члены в порядке возрастания степеней f 

и g, мы получаем после несколько утомительных вычислений 

l ! 1 l2(µ+11) 
( - '"""' 2µ 211( )µ+1 (27Г)З dp f:1 + f:2) - 7Г2 L.J К2(µ+11-2/ g -1 Х 

µ,11 

х (2µ + 2v - 5)!(2µ + 2v - 3) . (2µ - 1)(2v - 1) (l
9

) 
2µ + 2v - 1 (2µ)!(2v)! · 

Из формулы (19) видно, что ПJiотность энергии может быть представлена в вИде 
степенного ряда относительно двух комбинаций / 2 - g2 и (f g)2. Так и должно 
быть, потому что эта плотность энергии и функция Лагранжа релятивистски 
инвариантны. Поэтому для общего случая взаимной ориентации напряженностей 

полей комбинации / 2 - g2 и (fg) 2 в формуле (19) можно просто заменить 
соответствующими инвариантами: (f2 - g2) и (fg)

2
. Например, члены шестого 

порядка в функции Лагранжа получаются из ряда (19) в виде 

l l 6 

24011'2 К2 [12(fg)2(f2 - g2) + (f2 - g2)З]. (20) 

Ряд (19) (если опустить его первые бесконечные члены) также можно просуммиро
вать. Положив w = (g + if)l/ К, мы получим добавку к f: 

-Re -w2 --w4 +-fgiw2 + ----+-+fgi --- х К4 
{ 13 13 5 [ 1 w

2 
w

4 
( 1 w

2
) J 

1Г2 48 288 36 16 8 48 4 12, 

2 2 • l l+w} х ln ( l - w ) + ( -w + ! gi) -
6 

ln -- . 
w 1-w 

(21) 

Этот метод позволяет определить члены второго и четвертого порядка относи

тельно напряженностей поля. Вычитаемые величины в формуле (16) не должны 
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приводить к появлению добавочных членов второго порядка, так как иначе волно

вые уравнения изменились бы уже при очень малых полях. Однако правдоподобные 
значения членов четвертого порядка, вероятно, можно найти, используя только 

законы сохранения, чего мы здесь делать не будем. 

Поучительно провести сравнение результата (19) с соответствующими формула
ми теории позитронов 13>. В обоих случаях добавки к функции Лагранжа могут быть 
представлены в форме произведения трех сомножителей: выражения второй степени 

относительно напряженностей поля, безразмерной константы и разложения в ряд 
по степеням отношения напряженности поля к некоей характеристической крити

ческой напряженности поля. Безразмерная константа, зависящая от универсальных 
постоянных, в теории позитронов равна е2 /hc, в теории Юкавы - 12 К2 , т. е. (с точ
ностью до численных множителей) примерно в 104 раз больше, чем в теории 
позитронов. Критическая напряженность поля в теории позитронов составляет 

т2с3 z2 
--;h = hc · (12/тс2)2 ' 

т. е. 1/137 часть «напряженности поля на границе электрона»; в теории Юкавы она 
равна K/l. Это значение соответствует, если приравнять массе протона собственную 
энергию принадлежащего l дипольного поля, приблизительно одной десятой части 
«напряженности поля на границе протона». При очень больших напряженностях 
поля третий сомножитель - степенной ряд - возрастает в теории позитронов 

лишь логарифмически, так что вся добавка к максвелловской функции Лагранжа 

вследствие множителя е2 /hc остается сравнительно малой при всех встречающихся: 
на опыте напряженностях поля. В теории Юкавы степенной ряд при больших 

напряженностях поля возрастает как квадрат напряженности поля (умноженный 
на логарифм); поэтому добавка превышает обычную функцию Лагранжа. 

Следовательно, как только напряженность поля превысит значение порядка К /l, 
нелинейные добавки к волновому уравнению должны существенно изменить его 

решения, и тогда наступает перемешивание различных частей спектра. Эти вычи

сления показывают, что в волновом пакете, испущенном при столкновении, всегда 

наступает перемешивание спектра - аналогично тому, как об этом говорилось 

в разделе lб, - поскольку лишь граничная частота kmax, в основном определяемая 

временем столкновения, существенно превосходит значения порядка ...;-ifЛ,, что 
имеет место при всех столкновениях с большой передаваемой энергией. Записав 

в релятивистски инвариантной форме условие того, что в отделившемся от протона 

волновом пакете становятся существенными нелинейные члены (20) и (21), мы 
получим неравенство следующего вида 14> (где р,, pf - импульс и энергия протона 
до столкновения, Рн, pf1 - импульс и энергия после столкновения): 

( о 0)2( )2 2 Р1 - Рп Pr - Рп > х Z, 

причем в численный множитель Z входит также отношение масс протона и мезонu. 
g /hc и отношение «радиуса» протона к l. Конечно, формулы (20) и (21) позволяю; 
делать вывод о перемешивании спектра только для области спектра, расположенной 

IJ) Heisenberg W, Eu/er Н. Zs. Phys., 1936, 98, 714. 
•4) Еще Г. Ватаrин (Wataghin G. Zs. Phys., 1934, 88, 92; 92, 547) пытался сделать формулы квантовой 
электродинамики сходящимися с помощью правил обрезания аналогичного вида. Однако правильнее. 
по-видимому, преДполагатъ, что неприменимость формул при большой передаваемой энергии носю 
принципиальный характер. 

39* 
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ниже частоты К. Ведь для более высоких частот предположения, положенные 

в основу вычислений этого раздела, уже не оправдываются. 

Но даже в том случае, если эффективное сечение взаимного рассеяния мезонов 
с ростом энергии снова убывает примерно пропорционально l/k, как можно пред
положить на основании экспериментально наблюдаемой большой проникающей 

способности мезонов высокой энергии 15>, то перемешивание спектра должно про
исходить, вероятно, потому, что в процессах столкновения очень высокой энергии 

соответственно уменьшается и величина возникающего волнового пакета (вслед
ствие лоренцева сокращения). 

Следует подчеркнуть, что вывод о таком перемешивании спектра, т. е. о множе
ственных процессах взрывного характера, будет справедливым лишь в том случае, 
если нелинейные волновые уравнения можно рассматривать на основе принципа 

соответствия, как это делалось в работе 1. с. и разделе lб. Существующие теперь 
формальные методы совсем не обязывают нас делать вывод о возможности такого 
рассмотрения, поскольку ведь и сама квантовая теория нелинейных волновых 

уравнений до сих пор еще не создана. 

В этой связи важно обратить внимание на то, что принцип соответствия 
в применении к волновым уравнениям во многих случаях дает совершенно иные 

результаты, нежели обычная квантовая теория возмущений. Особенно просто это 
можно показать на примере рассеяния мезона на протоне, т. е. на аналоге Комптона 
или обычного релеевского рассеяния. Поэтому мы рассмотрим это рассеяние 
с целью выяснить пределы применимости существующей теории. 

в) Рассеяние мезона на протоне 

Рассеяние мезона на протоне рассматривалось в нескольких работах 16). Иссле
дования дали одинаковый результат, что эффективное сечение этого рассеяния -
в противоположность эффективному сечению рэлеевского рассеяния - в первом 
приближении не зависит от массы протона, но сохраняет конечное значение даже 
в предположении о бесконечно большой массе протона. Поэтому в области частот 
волн Юкавы х $ k эффективное сечение становится значительно больше того, что 
следовало бы ожидать по аналогии с электродинамикой. 

Эти результаты означают, что под влиянием волнового поля Юкавы некоторые 
степени свободы протона должны колебаться безынерционно, или что это предпо
лагается, по крайней мере, при формальном методе рассмотрения. Более детальное 
рассмотрение показывает, что эффективное сечение не зависит от массы по при
чине двух процессов: рассеяния поперечных волн в результате взаимодействия, 

имеющегося в уравнении (12), и рассеяния продольных волн при зависящем от g1 
обменном взаимодействии, которое возникает по аналогии с обычной электродина
микой. В первом случае безынерционной колебательной степенью свободы служит 
спин, во втором случае - аналогичная спину координата, которая отличает протон 

от нейтрона. В теории без обменных сил высокое эффективное сечение рассеяния 
продольных волн не получается. 

Теперь мы покажем, что в первом из двух случаев, в котором можно приме
нять уравнение (12), вывод о безынерционном колебательном изменении спиновой 
координаты основывается, вероятно, на неверном применении теоретических фор
мул, и что применение к уравнению (12) принципа соответствия дает совсем 

IS) Еи/еr Н., Heisenberg W. Ergebn. der exakten Natшwiss" 1938, 17, 61 и далее. - Русский перевод: 
с. 528-591. 
lб) Yukawa Н., Sakata S. Proc. Physic. Math. Soc. Japan, 1937, 19, 1084; Bhabha H.J. Proc. Roy. Soc. London, 
1938, А 166, 501; Нeitler W. Proc. Roy. Soc. London, 1938, А 166, 529. 
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другие результаты. Ибо оказывается, что собственное поле протона, которое можно 

определить из уравнения (12), приводит к значительной инерционности движения 
спина, настолько значительной, что эффективное сечение рассеяния изменяется 

полностью. 

При этих вычислениях можно применять нерелятивистское приближение; таким 
образом, мы предполагаем, что масса протона очень велика и что скорость протона 

очень мала по сравнению с с. 

Из уравнения (12) мы образуем функцию Гамильтона 

н = ! dt ( д~ Uk + ад~ Uo + д~ ,,р - L) = 
дuk ио д'Ф 

! [ . 1 ( 2 2) х2 
( 2 2) . • д'l/J • ] = dt -fit - - f - g - - ио - u + i'l/J ak - - 'Ф fЗ'ФК . 

2 2 дхk 

Далее из уравнения (12) следует формула, определяющая ио: 

(Vf) + х2ио = 0. 

Из формул (22) и (23) получается 

! [ 1 ( 2 2) . * х
2 

( 2 2) . • д'l/J * ] Н = dt 2 f + g + ilfk'Ф fЗаk'Ф + 2 ио + u + i'l/J ak дхk - 'Ф /З'ФК . 

(22) 

(23) 

(24) 

Поскольку должен существовать только один протон, то вмест9 волновой 
функции протона можно взять в качестве переменных его координаты. Тогда 
получается 

(25) 

Теперь мы воспользуемся предположением, что скорость протона всегда мала 
по сравнению с с. Это означает, что в функции (25) члены с ak малы по срав
нению с Членами, содержащими o-k, и что можно положить fЗ ~ 1. Тогда для 
изменения спиновой координаты во времени мы получаем с учетом соотношения 

g = [Vu] - luo(t, tp) следующие уравнения 

ir=i(Hu-o-H)~2l j dtб(t,tp)[[Vu]u]. (26) 

Для того чтобы перейти от квантовой теории к классической модели, мы заменим 
вектор спина и единичным вектором s; далее, вместо функции o(t, tp) введем 
«размытую» о-функцию D( t), причем сверх того положим tp = О, так как движение 
протона сводится в нашем случае только к вращению спина. Замена о-функции 
на D(t) необходима для того, чтобы сделать результаты конечными. Таким образом, 
в классической модели справедливы уравнения: 

.5 = 2l ! dt D(t)[g, s]. (27) 

Далее, из уравнения (12) (в том же приближении, как и выше), при условии 
(Vu) = и0 = О - что мы предположим, так как будем рассматривать только 
рассеяние поперечных волн - мы находим 

Лu- ii- x2u = -l[V(s D(t))]. (28) 
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Для решения этого уравнения целесообразно ввести вектор Герца по соотношению 
i.i = [У'3]; тогда получается 

•• 2 
Л3 - 3 - х 3 = -ls D(t). (29) 

Пусть теперь на протоне рассеивается поперечная волна следующей формы 

u =а ехр {i(ft - kот)}, а l. f. (30) 

Применяя теорию возмущений и пренебрегая собственным полем протона (что, 
конечно, не очень обосновано) мы могли бы рассчитать рассеяние следующим 
образом. Положим 

u=UQ+u1, 3=30+31, s=so+s1, 

те !io - невозмущенное значение спина, UQ и 30 - невозмущенные плоские 
rюлны. Из уравнения (27) находим 

и 

Б1 ~ 2li j dt Dt[[fn]so) ехр {i(ft - k0т)} ~ 2il ехр {-ik0т} [[fn]so], 

21 
S1 ~ --[[fn]so] exp{-ikoт}. 

ko 

Следовательно, из уравнения (29) имеем 

3 
_ 2l [[ ] ] ехр {(kr - kот)} 

1 - -l- fa so 
ko Ф1rr 

_ 2il
2 

[kt [[ ] J] exp{i(kr - kот)} u1 - - - - fa so . 
ko r Ф1rr 

В частном случае, когда soila, рассеянная волна принимает вид 

_ 2il2 
[ ]ехр {i(kr - kor)} 

U1 - ak ft 2 , 
ko 411'r 

и отсюда для эффективного сечения рассеяния получается 

2l4k4 

Q = 31fkб. 
Это значение соответствует результатам вычислений, выполненных в цитированной 
'<ЫШе работе Баба и Гайтлера с применением квантовой теорИи возмущений. 

Однако в действительности даже покоящийся протон также и в отсутствие волны 

окружен сильным полем 90, т. е. собственным полем. Вектор напряженности этого 
поля направлен вдоль пространственного протяжения функции D(t). В предельном 
случае D(r) -+ б(t) поле вблизи протона становится бесконечно большим. Можно 
легко показать, что в случае центрально-симметричной функции D(r) среднее 
собственное поле 

g0 = j {JoD(t)dt (31) 

1-:аправлено параллельно so. Уравнение движения тогда имеет вид 

s = 2l[gs]. (32) 
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Следовательно, собственное поле не влияет на движение ,s, если оно остается 

параллельным s. Правда, в случае переменного во времени s собственное поле уже 
не будет параллельным 5 в точности. Чем быстрее колеблется спиновый момент, тем 
больше отстает от направления спина собственное поле. Для того, чтобы убедиться. 

в этом, мы снова предположим, что allsoll оси z; а = (О, О, а); so = (О, О, 1). 
Допустим, что падающая волна распространяется по оси х: t = (k, О, О). 

Попытаемся искать решение в виде 

s = so +s1 = so + е ехр {-ikoт}, 

причем е 1- s0 и е ~ 1. Неоднородное уравнение (29) имеет решение 

3=30+31; 

3 
_ j D(t') ехр {-xlt - t'I} , 

о - sol 41Гlt - t'I dt' 

3 { . } j D(t') ехр {iklt - t'I} , 
1 = el ехр -ikoт I I dt . 

41Г t - t' 

Далее мы введем величину 

3(х) l { "k } ! D(t') ехр {-xlt - t'I} d 1 

1 = е ехр i от 41Гlt _ t'I t. 

Величине 3 соответствует поле g = [V[V3]] - ls D(t). Следовательно, имеем 

! [ [ ! D(t) ехр {-xlt - е\} ']] 
g0 = l dt D(t) V Vso 41Г\t _ t'I dt - lso D(t) = ,sogo(x), 

-(к) ( ) g, = 5190 х' 91 = 5190(-ik). 

(33) 

(34) 

(35) 

Вектор g0 +g:x) имеет такое же направление, как ,s. Уравнение движения для s после 
добавления к полю (34) еще поля плоской волны (30) 9пл принимает поэтому вид 

5 = 2l[gnл + gl - g~x>,5]. 
В этом уравнении можно пренебречь добавкой s 1 по сравнению с so. Тогда мы 
получим, наконец, уравнение, определяющее е: 

-ikoe = [i[ta] + e(90(-ik)- go(x)),so]. 

Решение его имеет вид 

2lkkoa 4il2 ka(go(-ik) - Уо(х)) 
ez = - 4l2(go(-ik) - go(x))2 - kб' еу = 4l2(go(-ik) - Уо(х))2 - kб' 

и поэтому в соответствии с уравнением (35): 

2k4 l4 (kб + 4l2 lgo(-ik) - go(x)i2) 
Q= 2 

31Г\4l2(go(-ik) - go(x))2 - kб\ 

При низкой частоте внешнего поля выполняется условие 

-ik = Jx2 - kб "'х, 

(36) 

(37) 
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откуда lj90(-ik) - 9o(x)I ~ ko, и формула для эффективного сечения (37) перехо
дит в формулу, полученную по теории возмущений. Однако при более высоких 
частотах - а ведь вследствие неравенства k0 > х всякая плоская волна относится 
именно к этой области частот - величина lgo(-ik) - g0(x)/ будет больше k0 • 

Значение 9o(-ik) - go(x) можно вычислить только при более точном определении 
функции D(r). Можно, например, определить выбор функции D(t) условием, что 
собственная энерrия протона, которая получается при заданной функции D(r) 
из функции Гамильтона (25), по порядку величины должна соответствовать массе 
протона. Тоrда величину взаимодействия -lsg можно приравнять отрицательной 
массе протона, откуда следует go(x) "'K/l. Если х и k малы по сравнению с К, то 
g0 (x) можно разложить в ряд по степеням х, после чего получается 

. . 890(0) 1 2 2 д
2gо(О) 

90(-ik) - go(x) = -(ik + х)~ - 2(х + k ){i;l + ... 

Так как а~~о) в соответствии с формулами (35) обращается в нуль, то остается 

. kб 82go(O) 
go(-ik)- 9о(х) = ---

8 2 + ··· · 
2 х 

д2g (О) 
Производную +, можно оценить, приписав функции D(r) средний радиус т0 • 

Тогда среднее поле магнитного диполя с магнитным моментом l: fio "' 1/тб, и, 
значит, 1/тJ "'K/l; т0 "'

3 уТi/К. Поэтому 

д2gо(О) "' !__ "' Гкi. 
дх2 то 

Наконец, для эффективного сечения взаимодействия отсюда получается формула 

Q"' 2z2 (!__)4(Кl)-2/з. 
3?Г ko 

Таким образом, эффективное сечение взаимодс;:'rствия при более высоких 
частотах оказывается заметно меньше, чем получилось бы при использовании 

неправильной теории возмущений, и оно обладает тем свойством, что уменьшается 

с увеличением массы протона, как можно предполагать и из наглядных сообра
жений. Собственное поле протона косвенно вызывает инерцию движения спина, 

которая до сих пор не учитывалась в квантовотеоретических расчетах. При рассе

янии продольного поля Юкавы должна возникать аналогичная ситуация, но этот 
вопрос далее рассматриваться не будет. 

Из формулы (37) можно заключить, что применение обычной квантовой теории 
возмущений к задаче о рассеянии мезонов на протонах дает абсолютно неверные 

результаты 17
), но что рассмотрение по классической волновой теории на основе 

принципа соответствия позволяет все же вступить в такую область, в которой 

теперешняя квантовая механика терпит неудачу. Далее, эффективное сечение рассе
яния мезонов на протонах оказывается значительно меньшим, чем предсказывалось 

до сих пор. Это, по-видимому, неизбежно следует и из опыта. Ибо наблюдаемая 
большая проникающая способность мезонов не согласуется с приводившимися 

до сих пор большими значениями эффективного сечения рассеяния. 

17) См. по этому вопросу ряд работ, касающихся пределов применимости квантовой теории, например, 
March В. А. Zs. Phys., 1936, 104, 93 и далее; Watagmin G. Ор. cit.; а также работу!. с. 
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III 

СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ РЕЗУЛЬТАТАМИ 

а) Эффективные сечения при высоких энергиях 

Соображения, приведенные в разделах 1 и П, можно использовать в первую 
очередь для того, чтобы поставить вопросы, которые помогли бы целесообразно 
упорядочивать экспериментальные результаты и которые в случае ответа на них 

позволили бы надеяться на выяснение теоретических взаимосвязей. 
В будущей теории важнейшую роль будут играть, вероятно, такие величины, как 

полные эффективные сечения в предельном случае высоких энергий. Самой простой 

величиной этого типа может быть эффективное сечение рождения новых частиц при 
столкновении. Это эффективное сечение в предельном случае высоких энергий будет 
стремиться к постоянному предельному значению, если вокруг сталкивающихся 

частиц нет полей дальнодействующих сил. Если же такие поля дальнодействующих 
сил существуют, то эффективное сечение может увеличиваться с возрастанием 
энергии, причем известные примеры подобного рода дают основание полагать, что 

эффективное сечение будет расти логарифмически. Эту логарифмически растущую 
часть, непосредственно отражающую влияние дальнодействующих сил, можно будет 

рассматривать отдельно от постоянного остатка. Постоянный остаток означает нечто 
вроде того, что в наглядной теории называется «размером» элементарной частицы, 

и можно также питать надежды на то, что для него, быть может, существуют 

очень простые закономерности, которые позволяют отчетливо выявить аналогию 

с образным понятием «размер». 

Простейший пример подобных свойств эффективного сечения дает нам рассмо

трение столкновения светового кванта с протоном. Эффективное сечение в этом 

случае при больших энергиях, по-видимому, стремится к постоянному значению 

порядка 10-26 см2 , как показано в работах Нордгейма 18
) и Эйлера 19

)_ Часть эффек
тивного сечения, обусловленная кулоновским полем протона, возрастает с энергией 
логарифмически и вследствие экранирования протона в атоме водорода остается, 

очевидно, малой по сравнению с частью сечения, происходящей от других причин. 

В опубликованных до сих пор работах 20> о рождении мезонов световыми квантами, 
вероятно, правильно предполагалось, что самым важным первичным процессом 

здесь должно быть обменное взаимодействие светового кванта со статическим 

полем Юкавы, существующим вокруг протона. При этом может идти речь о по

глощении светового кванта виртуальными частицами Юкавы, т. е. о чем-то вроде 
фотоэффекта на этих частицах, связанных с протоном, или же - что, может быть, 
чаще происходит при высоких энергиях - о комптоновском эффекте фотонов 

на этих частицах. В каждом случае этот процесс в общем связан с внезапным 

изменением поля Юкавы вблизи протона, и в итоге должен возникать волновой 
пакет, покидающий протон в форме одновременно испущенных мезонов. Величина 
и энергия волнового пакета зависит от отдачи, которую испытывает протон. 

Вследствие одновременного испускания волнового пакета описанный выше 

процесс нельзя рассматривать просто как обратный другому процессу, в котором 

мезон поглощается протоном и при этом испускается фотон. Здесь мы имеем 
дело с совершенно такой же ситуацией, как при фотоэффекте рентгеновских лучей 

на атомах; ведь этот эффект также не может быть обратным процессу, в котором 
·-----------

18) Nordheim L., Fronkl J. Jnst., J938, 226, 575. 
19) Euler Н. Zs. Phys., 1937, 105, 553. 
lO) Heitler W Pruc. Roy. Soc. London, 1938, А 166, 529; Yukawa Н., Sakata S., Kobayasi М., Taketani М. Proc. 
Phys. Math. Soc. Jарал, 1938, 20, 720. 
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быстрый электрон попадает в атом и излучается фотон. Ибо быстрый электрон 
попадает в атом с заполненными оболочками, так что этот процесс столкновения 

по величине эффективного сечения не имеет ничего общего с фотоэффектом, при 
котором вылетающий электрон оставляет атом в возбужденном состоянии. Поэтому 

вполне возможно, что для столкновения мезона с протоном и одновременного 

рождения фотона получается совершенно другое эффективное сечение, чем для 
столкновения протона с фотоном. 

Эмпирическое значение 10-26 см2 для эффективного сечения фотон-протон 
в предельном случае высокой энергии хорошо согласуется с пространс;твенной 

протяженностью поля Юкавы, окружающего протон. Эффективное сечение столк
новения мезон-протон на опыте оказывается существенно меньшим, при высоких 

энергиях оно может составить, вероятно, лишь сотую часть первого из указанных 

выше эффективных сечений. В соответствии с соображениями раздела Пв понят
но, что простое рассеяние мезона на протоне происходит с малым эффективным 
сечением. И для эффективного сечения рассеяния мезона на виртуальных части
цах Юкавы, окружающих протон, из формулы (20) получаются довольно малые 
значения при низких энергиях мезона, а при больших энергиях формулы стано
вятся неприменимыми. Более точное вычисление этого небольшого эффективного 
сечения представляется пока невозможным. 

б) Множественные процессы 

Поскольку каждое столкновение тяжелых частиц, при котором передается боль
шая энергия, связано также с испусканием волнового пакета мезонов, спектр кото

рого в ходе испускания, вероятно, перемешивается, то столкновения при высокой 

энергии следует рассматривать всегда с учетом множественных процессов. Множе

ственный процесс определяется спектром волнового пакета после его разрушения, 

и потому именно спектр мы должны изучать на опыте. В области высоких частот этот 
спектр должен спадать приблизительно по степенному закону, и потому целесообраз

но посмотреть, в какой мере экспериментальный материал может быть представлен 

этим законом. Эйлер 21 ) показал, что распределение интенсивности по закону 

а 

J(ko) dko = ko dko, а= const, (38) 

в грубых чертах может соответствовать наблюдаемым данным. Мы рассмотрим 
на этом примере, какие следствия получаются из формулы вида (38). Полная 
энергия столкновения е должна быть связана с постоянной а соотношением 

Е 

е ~ j J(ko) dko ~ aln ;. (39) 
х 

Поэтому для среднего числа частиц получится: 

Е 

n= ! J(ko)dko ~ ~. 
ko xln; 

(40) 
х 

Следовательно, среднее число частиц должно возрастать приблизительно пропор
ционально имеющейся энергии. Средняя энергия испущенной частицы должна 

21> Euler Н. Ор. cit. 
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составлять х ln (е/х), т. е. должна быть почти постоянной. Вероятность испускания 
только одной частицы окажется равной n ехр ( -n) и потому будет очень мала. 
Вероятность того, что одна частица получит больше половины всей имеющейся 
энергии, в соответствии с формулами (6) и (38) будет равна 

1 - ехр {-1/ ln -=-} "'-1
-. 

и Jn f. 
)( 

Таким образом, в случае распределения (38) имеется заметная вероятность 
испускания также одной частицы сравнительно. высокой энергии. 

Обосновать распределение типа (38) было бь1 возможно, вероятно, только путем 
решения нелинейного волнового уравнения - аналогично тому, о чем говорилось 

в разделе lб. Пока неизвестно, в какой мере распределение зависит от частной 
формы нелинейных членов уравнения. 

При сравнении результатов теории с опытом, который до сих пор дает еще очень 

мало материала для суждения о множественных процессах 22
), следует также учиты

вать, что с каждым волновым пакетом мезонов в общем будет связан волновой пакет 
фотонов. Ведь каждое столкновение с протоном приводит также к внезапному изме

нению поля. При этом отношение общей энергии фотонов к энергии мезонов соста

·вляет l2 /hc: g2 /hc, т. е. примерно 1 : 30, даже в том случае, когда в первичном про
цессе испускается преимущественно фотон. Но и это сравнительно небольшая часть 
энергии, уносимая электромагнитным полем, может приводить к появлению каска

дов, которые образуют как бы множественный процесс и, например, в случае толчков 

в свинце дают, возможно, почти столько же частиц, сколько и настоящий множе

ственный процесс. Только в легких элементах роль этих каскадов должна уменьшать

ся. Итак, во многих случаях отличить множественные процессы мезонов от каскадов 

нелегко. Поэтому важно исследовать на содержание проникающих частиц ливни, 

особенно большие, наблюдаемые за толстыми слоями легких материалов. 

22) См. обзор Euler Н., Heisenberg W. Ergebn. der exakten Naturwiss., 1938, 17, 49. - Русский перевод: 
с. 528-591. 
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Эльсгольц Л. Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление. 

Пригожин И., Стенгерс И. Время, хаос, квант. К решению парадокса времени. 

Пригожин И., Стенгерс И. Порядок из хаоса. Новый диалоr человека с природой. 

Малинецкий Г. Г., Потапов А. Б. Современные проблемы нелинейной динамики. 

Капица С. П., Курдюмов С. П., Малинецкий Г. Г. Синерrетика и проmозы будущеrо. 

Эбелинг В., Энтель А., Файстель Р. Физика процессов эволюции. 

По всем вопросам Вы можете обратиться к вам: 
тел./факс (095) 135-44-23, тм. 135-42-46 
или Э.11ектронной почтой urss@шss.ru. 
Полный каталоr изданий представлен 

в Интернеm-.'Нагазине: http://шss.ru 

Издательство УРСС 
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Представляет Вам свои лучшие книги: 

Малинецкий Г. Г., Потапов А. Б. 
Современные проблемы нелинейной динамики. 

В книге рассматриваются некоторые ключевые проблемы современной нелинейной динамики. Концепция 

авторов сводится к тому, что принципиальные трудности, с которыми столкнулся этот междисциплинарный 

подход, требуют новой парадигмы. В книге сделана попытка наметить ее возможные контуры. На смену эре 

диссипативных структур и эре динамического хаоса должна прийти новая эпоха. Если многие концепции 

и базовые математические модели ранее приходили в синергетику из физики, химии, гидродинамики, то 

теперь их основными поставщиками становятся нейронаука, теория риска, биология, теоретическая история, 

психология и другие области, связанные с анализом сложных необратимо развиваюшихся систем. 

Обсуждается ряд оригинальных результатов, касающихся математического моделирования нелинейных 

явлений и анализа временных рядов. Большое внимание уделено таким бурно развивающимся в синергетике 

подходам как теория инерциальных многообразий, реконструкции аттракторов, теория самоорганизованной 

критичности, решеточные газы. Это делает книгу интересной для специалистов в нелинейной динамике 

и смежных областях. 

Более чем двадцатилетнее развитие синергетики заставляет подвести предварительные итоги и заново оценить 

основные идеи, модели, концепции, отредактированные в ходе большого пройденного пути, осмыслить 

«ЯЗЫК• нелинейной науки. Этому посвяшена значительная часть книги, что делает ее полезной широкому 

кругу студентов, аспирантов и всем, кто хочет ознакомиться с конкретным математическим содержанием 

нелинейной динамики. 

Арнольд В. И. 
Математические методы классической механики. 

Книга отличается от имеющихся учебников механики большей, чем это обычно принято, связью с современ

ной математикой. Особенное внимание обращено на взаимно обогащающее взаимодействие идей механики 

и геометрии многообразий. 

В соответствии с таким подходом uентральное место в книге занимают не вычисления, а геометрические 

понятия (фазовые пространства и потоки, векторные поля, группы Ли) и их приложения в конкретных 
механических ~итуациях (теория колебаний, механика твердого тела, гамильтонов формализм). Много 
внимания уделено качественным методам изучения движения в целом, в том числе асимптотическим 

(теория возмущений, методы осреднения, адиабатические инварианты). 

Для студентов университетов и вузов с расширенной программой по математике, а также преподавателей 

и научных работников. 

Пригожин И., Стенгерс И. 
Порядок из хаоса. Новый дналоr человека с природой. 

Книга лауреата Нобелевской премии Ильи Пригожина и его постоянной сотрудницы Изабеллы Стенгерс 

посвящена широкому кругу проблем, интенсивно изучаемых в руководимых Пригожиным Международных 

институтах физики и химии Э. Сольвэ в Брюсселе и Центре исследований по статистической механике 
и сложным системам в Остине (штат Техас): времени, случайности и хаоса, индетерминизма и необратимо

сти (.стрелы времени•), самоорганизации и возникновения диссипативных структур, а также обсуждению 
различных аспектов и перспектив новой парадигмы современной науки, охватывающей не только естество

знание, но и общественные и социальные дисциплины. 

Издательство 
УРСС 

(095) 135-42-46, 
(095) 135-44-23, 

urss@urss.ru 

Наши иниrи можно приобрести в маrазинах: 
«БИбJ1ИО·ГJ1обус11 (м. Лубянка, yJt. Мясницкая, 6. TeJt. (095) 925-2457) 
«MOCKOBCKИll ДОМ КНИГИ» (М. Арбатская, yJI. Новыii Арбат, 8. TeJt. (095) 203-8242) 
«дом научно-техническоll книги" (Ленинсниll пр., 40. TeJt. (095) 137-0633) 
«дом книги на СокоJ\е" (м. CoкOJt, ЛенмнrраJIСКИii пр., 78/1. TeJt. (095) 152-6381) 
«ДОМ ДeJIOBOll КНИГМ>1 (М. ПрОJtетарсиая, YJI. МlpKCllcтtKaR, 9. TeJt. (095) 270-5421) 
«Мех.-мат. МГУ" (м. Университет, Воро4ьевы горы, де МГУ. TeJt. (095) 939-1263) 
киоски фирмы «Аргумент 2001>1 (м. Университет, 2 rум. к. МГУ. TeJt. (095) 939-2176) 
«С.·Пб. техническая книга» (С.-Пб" yJt. Пуwк11нси111, 2. TeJt. (812) 325-3589) 
«С.·Пб. ДОМ ННllГМ» (Невскиll пр., 28. TeJt. (812) зn-3954) 
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